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和 旗 障 府 
第 一 部 分 “ 理 葵 基础 
第 一 章 ”矩阵 及 其 膛 算 


gl1， 甜 午 。 主 委 的 符号 刀 法 


1. 租税 予 革 一 数 域 EQ, 
定 闵 1， 城 尼 中 的 数 的 长 方 阵列 


Hl i “ in 

1 

| Ga os 2 《17 
Hnl me +" rm 


称 丛 短 障 。 如 果 各 一 m, 判 末 称 之 答 方 际 , 而 相等 的 两 数 m 与 1 释 谷 他 
的 附 。 在 一 般 的 情形 , 短 陈 称 需 mxn 厅 长 方 短 障 。 在 短 阵 中 的 那些 
数 称 尖 他 的 元 素 。 

符 驶 让 法 ”元素 的 鲁 个 足 数 妈 法 是 坦 样 的 ,他 的 第 一 个 足 数 永志 
指 行 的 序数 , 而 其 第 一 倡 足 数 是 指 型 的 序数 , 迁 个 元 素 就 位 认 泛 租 行 列 
相交 的 地 方 。 

半 时 我 们 亦 用 次 之 箭 便 天 法 求 志 短 陆 ( 了): 

eg GG=1, 2 =1, 2 (C2) 

估 ” 数 域 荐 指数 的 任何 一 个 荣 合 , 伍 他 可 面 常 可 和 施行 四 彬 膛 算 : 加 法 , 滤 法 ,潜流 全 久 下 

短 圭 的 数 来 除 的 除法 ,而 瑟 所 得 出 精 音 是 唯一 航 定 的 。 


可 用 所 有 有 理 数 的 菜 合 , 所 有 寞 数 的 集合 或 所 有 得 教 的 例 合 作 篇 数 域 的 例子 。 
我 便 假 敲 以 扒 所 有 届 到 的 数 都 旺 属 搓 事 先 所 和 栓 子 的 雪 域 素面 的 。 


纯 给 全 最 


有 时 亦 用 一 个 符 续 , 例如 甜 守 、 十， 来 让 年 阵 C1)。 如果 妆 是 一 个 nn 赤 
左 障 , 那 末 写 之 篇: 4= |ax1?。 沪 障 4 二 jazli 的 行列 式 将 记 和 起: ai 


或 |4|。 
引进 由 所 予 短 障 中 元 汪 所 粗 丰 的 行列 式 的 一 镍 简便 读 凌 : 
三 
全 一 | i kp 3 
A pp te, (3) 
Sipky ok 


行列 式 (3) 称 篇 答 障 4 的 p 毅 子 式 ,如 果 1 志和 之 站 之 < 部下 物 ， 
1 
长 上 方 算 陡 本 = leaz| (t=14， 3 才 一 工 ， 3， 本 %) 有 CFR*O5 和 框 
2 般 子 式 
和 da wie 全 ( < 雪人 把 人 < 
加 ] his 中 而， 工 扫 大 < 二 
党 字 一 太 1， bo = Ea,", 2 二 在， 蛙 ， 称 子 式 (3') 福 主子 式 。 
用 (3) 的 杞 法 ,可 将 方 障 4 一 |ez 肥 的 行列 式 写 坊 : 


1 2... 
41=-A( 。 小 
乱 阵 中 不 壤 零 的 旗子 式 的 服 大 阶 , 称 需 还 个 短 陈 的 秩 。 和 如果" 是 
m xn 外 长 方 短 阵 4 的 秩 , 那 未 显然 有 7<<m; n。 


由 一 个 曾 所 租 成 的 长 方 矩 阵 


i n)。 《 3 ) 


$1 
Cie 
zi 
称 往 章 天 (或 而) 天 阵 电表 之 以 :2 ， Ty Wa), 


由 一 个 行 所 钥 成 的 长 方 答 阵 


12， Soy “"*, zn 4 
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稳 篇 单行 (或 行 ) 短 陈 且 守之 以 : [2 9 | 心 
在 主 对 和 角 粮 以 外 的 所 有 元 素 都 等 摧 窟 的 无 障 


| 中 0.-.-0] 
| 口 ch ” 0 | 
| ?| 9 
| as 
0 0. 三- 


称 央 对 和 角形 方 曾 旦 和 之 以 :acz 人 二 或 
‘di, 他， “dno 
证 俯 个 基 纺 ， Ye "sy Vn 杷 另外 % 个 量 1 Way 9 Wn 硒 次 者 竹 卖 


出 : 
W111 oto nn » 
Ya = a Gasto untn) (4) 
Ym 1 md 十 十 mnt 
或 简写 需 : 
及 一 人 Ga (一 工 ， 分 3 C4") 
用 (4 ) 式 来 楼 族 值 21 42 世人 笠 Diy Wey *" mn 的 构 挤 移 斋 
肤 性 元 换 。 


诈 一 个 杰 换 的 保 数 构成 一 个 m xn 杂 的 长 方 短 阵 ( 1 )。 
已 知 的 狠 性 杰 换 (4 7 唯一 的 厅 定 甜 阵 4I), 皮 之 浆 然 。 
在 志 世 中 ,从 义 性 交换 (4 ) 的 性 费 素 界 悦 长 方 甜 阵 的 基本 珠算 。 


$2， 长 方 矩 陈 的 加 法 与 乘法 


我 们 来 界 说 答 健 的 基本 逐 算 : 短 阵 的 加 法 , 数 奥 短 际 的 柔 站 及 短 陋 
规 的 过 法。 


一 


1 必 一 机 


并 本 一 
如 此 并 的 85 是 元 坪 南 转 和 祥 授 : x jo Gi 二 的。 


i 


EE 类 胜 葵 


1. 证 首 量 Yiy Way ey Ym 释 量 iy Cay sy 用 者 性 交换 


= Tamm (一 ,0) C65) 
来 雪上 贴 ,而 量 21， Sn """y 2m 多 同 一 粗 基 Py Co yn 用 委 性 鬼 换 
m= be il, 3) (6) 
骏 表 和 出。 出 
ya Dat bu) (=1, 2,., mYo 《7 ) 
哇 之 相对 夸 的 我 全 嫂 立 
定 纹 2. 两 个 有 相同 亲 数 赔 xm 的 甜 障 4 二 ac 疯 B= 二 和 的 和 
是 指 一 个 同 条 数 的 短 卫 C=- [exl, 他 的 元 下 等 苍 所 子 击 个 簿 陆 的 导 诡 
元 素 的 和 ; 
Uv=A+B, 


如 其 Gx = tin 二 Pip 人 一 了 ， 2， "3 二 1， 2, wie 1) 
得 出 汕 侧 短 障 的 和 的 到 算 称 管 短 阵 的 加 凌 。 
语 


i da {yg + va 09 上 本 十 后 本 十 了 oatea 
Bb ba bs 机 人 起 二 入 十 下 Ba 十 凤 


按照 定 攻 3, 让 有 同 杂 数 的 长 方 短 阵 妨 稻 谢 加。 

由 浅 一 定义 知 变 柳 (7 ) 的 傈 数 短 陈 需 沟 痪 (5 ) 与 46) 的 两 个 傈 数 
类 陈 的 和 。 

由 短 阵 的 加 革 定 闵 直 接 推 知 , 过 一 速算 有 可 易 与 可 从 的 性 损 ; 

I” A+B=B+A4, 

3° 《4 十 如 十 人 一 4 十 (二 CO)。 
此 茵 4,， 3, 患 是 任何 三 眉 同 厅 数 的 綦 太 短 阵 。 

甜 阵 的 加 法 还 算 很 自然 的 可 以 推广 条 任意 多 个 敌阵 相 加 的 情形 。 

2， 在 轿 换 ( 问 ) 中 ， 岩 芋 和 是 护 ， 拓 po 瑟 以 下 中 某 一 数 x。 则 


圳 一 部 和 从。 第 一 任 ” 矩 轩 及 其 到 算 5 


得 : 
ay— 宫 (aam)ye (t=1, 2 。 


导 之 相对 应 的 我 们 有 : 
定 六 3， 太 中 数 & 册 短 陈 六 一 |aal 人 一 1 2 7m; 天 二 了 2， 多 


rr 本 


的 乘 稿 是 指 短 障 O= en]G 一 1 2， 一 1 9 人)， 人 的 光 案 


都 是 短 障 4 中 的 基 座 元 趟 办 堵 a 的 琵 积 : 
0=ad, 
如 其 0 一 CGI (= 2 一 2 No 


得 出 数 与 短 阵 的 村 积 的 运算 帮 震 数 与 德 陈 的 乘法 。 
全 
Hl 人 全 


Mm aoa | 
mh Ba bs 


ms oa 


易 知 

1” alAd+B)=a4-+aB, 

3” (a+AMAd=ad-rBd, 

3 (a8)A~atB8A), 
此 契 4, B 规则 条 数 的 长 方 短 阵 , a, 8 篇 域 下 中 的 数 。 

列 个 同 克 数 长 方 逢 了 当 的 差 4 一 B 是 由 等 式 

A— B= A+(-1)B 

永定 出 的 。 

如 果 攻 是 一 个 ” 般 太 陈 而 = 需 中 的 数 , 邢 未 9 

[aA| =a"| 4|。 
3. 役 请 量 媚 , za，…，zm 光量 人， 用 多 性 吾 换 
n= Pany (全 一 工 ;， 2 了] C8) 

来 表 出 ,而 量 纺 ， 如，…，, 奶 要 最 x， Xs，…， 2a 用 稼 性 狂 换 

归 ”十 喜 的 符号 | 4| 奥 loti| 蚌 各 指 卉 阵 4 哑 xd 的 行列 式 ( 千 考 冲 一 节 )。 


8 眶 限 Ha 


1 一 b> frit =1， 2, i n) C9) 

来 灌 册 。 用 招 3 站 一 工 ， 2， 的 %) 的 遭 些 法 示 式 代 大 ( 3 ) 式 中 ， 我 们 就 
可 及 把 2 加 2 人 合 的 加 换 

z= p27 Bi Bi = DCD orb G=1, 2 1%) (10) 


来 硝 出 。 熏 之 柑 对 麻 的 得 出 
定 落 4， 硕 个 兵 广 类 时 


| a 你 13 他 1n pi hs Dio 
4 | Coo tan 、 B= Dol Pus dl 
| ml mn mn ] bnl Dug bng 
的 乘积 是 指 短 陋 
C1 Pa2 ”Pr 
OI Ce Cag ， 


昌 间 人 


| Cn1 Cme "*™ Cm 
其 中 位 苓 第 i 行 奥 第 了 烈 相 交 地 上 方 的 元 素 cr 等 蕉 第 一 个 类 障 44 的 第 
+ 行 中 元 素 种 第 二 个 短 阵 8 的 第 7 剂 中 元 素 的 “ 漆 积 ”8 : 


y= nb 导 一 1， 3 mm; I=1, 才 8) (11) 
得 出 责 慨 年 障 的 生 积 的 运算 称 乱 和 矩 陈 的 琵 法 。 
全 
rs 
A “le 1 剖 A 
| | ra ds & fsl= 
“ | es {和 性 nl 
| ae 十 ga 十 gr drtaststart Gtasat a df1tdsfata | 
ot br baca diditbadst hyly bier boest hang tos fo bafs ||° 


L4 土 於 现 租 谣 麻 Nily Oss" Rh 昌 bis ba, i bn 的 科 壬 ， 车 知人 地 悄 的 对 呆 数 的 潍 知 的 
箱 T: Bobi 
4 


审 一 部 和 芷 ”” 第 -- 章 ”上 引 阵 发 其 逻 庄 7 


申 定 闵 生 知 构 换 (10) 的 公 数 算 娃 , 笃 蕉 搂 换 (8 ) 的 傈 数 算 阵 对 交 
换 49 7) 的 傈 数 垂 和 滞 的 霓 入 。 

我 们 注意 , 责 个 匡 友 类 孙 的 相 乘 , 坦 有 在 第 一 便 因 子 的 允 数 等 姑 生 
二 个 因子 的 行 数 哮 , 才 可 以 施行 。 特 别 的 ,如 果 两 个 因子 都 是 同 级 的 方 


阵 , 系 沾 常 可 施行 。 但 是 我 们 膛 要 浪 瘟 ,即使 册 於 车 一 个 特殊 的 情形 ， 
敌阵 的 生 注 者 不 一 定 是 可 犁 的 。 例 如 ， 


1 2 .| 0| | 8 一 3 
3 4 18 -| as -< 外 
2 0 Il1 2| la 4 
3 -1l| |s 4| lo 2 


如 果 48 二 Bd4, 那 示 称 短 障 4 与 如 是 第 此 可 易 的 或 可 交换 的 。 
例 瞪 降 


彼 上 可 易 , 因 外 
“| 2 

容易 验 囊 , 短 阵 的 乘法 是 可 于 的 , 同 时 亦 有 竺 合 奢 注重 加 法 的 分 配 
律 存在 。 
1 (4B0=ACBO), 

2° 《4 十 BIO= AC BO, 

8° A(B+O)= dB 二 4D， 

很 自然 的 可 以 推广 甜 陆 的 素 法 运算 到 首 多 从 和 拓 障 相 委 的 情形 。 

如 果 利 用 长 方 答 阵 的 乘 苇 ,于 未 粮 性 悉 摘 

t= v1 ts 十 … 十 Giants 


Yo Hil 十 Gag2s 十 + don, 4 


和 


Ee Eh le ET es i 


8 起 耻 En 


可 以 高 篇 一 个 答 阵 的 等 式 


?1 | Hl Hl2 *** Hn 


2 
Va | al Hos ''* Uaen Xo 
下 1 时 
om | Hn ms Gn | 站 nm 
或 者 阐 第 震 : 
y= Ar, 


各 训 T= (1, Tay '"', 区 Y= (Ws Vey "“*y ym 篇 畦 到 和 灶 陆 ， 而 
= ]awl 篇 一 侦 mm xn 维 长 方 给 陈 。 


膛 要 捉 到 一 个 特殊 情形 , 就 是 在 廉 生 0=.4B 中 , 其 第 二 们 因子 是 
一 个 对 角形 方 阵 = (oa ds，…, dw} 。 闭 末 答 得 让 太 答 出 : 
Cy = Gd =1， 3 Y=, 3, 1), 


亦 邹 
1 
G11 位 1 a | 0 Ol | Qu de Go 
| 
a1 Wa Un 0 da. 0 =| God ao cron 
Tm m2 dm 10 0 | Gm Gmods nr 人 
辐 榜 的 
0.0 Tl a" Uin Tm da dts 
0 d+ 0 ol Hosa '* Gon ||_| dator Gaia … datan 
ce | ° 
从 心 iii tT ml 人 本 二 im | 如 na 本 Ga 7 本 nn 


肖 榜 一 水 ,党 有 (应 ) 乘 县 友 敌 陋 4 以 名 角形 短 陈 1 ， mw) 财 : 误 
县 在 短 际 且 的 所 有 的 列 ( 行 ). 上 肛交 的 来 台 下， 


4 发 方位 C= | 他 是 各 种 四 xn 与 "xmm 灯 的 两 个 长 方 矩 陈 
4= lanl 奥 B= | 5 的 夷 种 : 
好 J1 1 Hin 


| 
[ 
Cd ”mn |， | 


a 


| a L (13) 


ml ms ~ Cm 


菜 一 部 人 对 ”第 一 章 ”类 周 肪 其 还 如 2 
亦 郑 
| 2 ab CE j=1, 2,.， 3) 。 (18) 


我 们 来 建立 重要 的 草 内 - 林 音 公式 , 草 个 公式 用 短 障 4 与 五 的 子 起 
来 表 出 行列 式 |C1 


C11 *" Clm UR 1 km By, Dm 
se | (14) 
1 
Caml Cm 全 Demi ” ns 
苞 吉 般 入 便 的 记 法 4 符 考 第 一 节 ) : 


1 9..m 1 9. nm ,hike ， 
0° 号 …。 也 本 as 4 而 1 下 2 本 6 号 - 机 (14) 
挝 照 过 一 个 公式 , 算 阵 人 的 行列 式 ;等 礁 敌 际 4 中 所 有 可 能 的 最 大 
毅 tm 般 ) 昌 子 式 熏 甜 阵 B 人 


和 


次 之 形 肽 ; 


站 
G11 ”Cdm > Aig, Pal" Clam Damm 
mm 二 
re = | bi 
CT ”Ca 之 Co cl” on Fm 
Giada * Caan nr 
Ed 3 
3 
Lee 1 Cran Damm 


th 1 及 | Ph 
,A oe) dda bom C15) 


如果 加 半 n， 那 末 在 数 Xi a 中间， 壬 可 找到 两 个 相等 的 


做 如果 环 >m 那 末 红 重 本 与 瑟 不 能 有 他 胡子 式 。 在 此 时 公式 人 和 与 (d) 的 右 蔡 部 
要 摘 壳 罕 。 
生 ”时 考 上 击 的 星 持 。 


10 短 阶 Ei 


数 : 故 等 式 (15) 的 右 季 的 每 一 项 都 等 礁 霉 。 沪 就 是 说 ,此 时 'C|==0。 

现在 假 裔 mn。 闭 末 位 内 等 式 1 外 右 凶 的 和 中 , 共 要 在 足 数 1， 
aa; … ,om 圳 面 有 两 个 戈 两 个 以 上 的 数 彼此 相等 时 , 那 一 个 项 就 等 施 
汰 。 薄 眉 和 衰 大 所 有 其 条 的 项 可 以 分 篇 各 含 m! 避 项 的 许多 类 , 每 一 
类 都 基 合 尽 那 些 足 数组 Cy oy a 被 证 仅 有 次 友 不 疝 的 项 所 得 出 
的 (每 一 类 中 各 项 的 足 数 my aa,…，, own 按照 他 的 至 部 数值 来 部 ,都 是 相 
辣 的 ) 。 那 来 在 一 个 类 台面 所 有 姓 项 的 和 将 等 放 @ 


Kon ， 人 有 Om ) 用 G bo ) Dada Ban 
1 2 
| CG 下 .peo Mo" On) Ba io 一 
, ual 2 Bp: 2 
hi bork 1 2 
因此 镁 (15) 得 出 (14')。 
全 1. 
下 二 
| A 十 do 十 … 二 andn | _ A U2 "On ve 本 
Dcit barat :bren bid 十 bodsdt onds ] 而 ba bn :: 
Ca di 
故 公 涉 (14) 狼 包 所 让 柯 肿 全 等 式 
1 二 ca 十 十 2nd 全 呈 十 2 由 十 于 nn Qt OE a ds 
b+ bocat 十 二 (= br Br ] ard |" 40) 
泪 苯 一 恒等式 由 取 各 = 6 不 三 本 必 王 1， 2 1 我们 祥 出 : 
全 十 全 十 … 十 吗 D1 二 a 二 nb om on 
qb 二 be 二-… 二 anbys 好 十 更 十 …- 十 3 Jefksn |b 3 
均 在 而 让 玉生 二 T 3 9) 部 基 傣 款 的 情形 ,得 由 某 省 的 起 等 式 
Ca abs 十 (17) 


re 


辐 ” F 民 证 二 向 二 二 wm 十足 都 cf， oa Sm 的 标准 位 置 , 而 站 rt to 和 mnt 一 《一 二， 
其 中 售 芒 右 排 列 oj 54， om 篇 标 间 位 置 让 生 总 二 二 所 必需 的 双 换 的 个 数 。 


党 -- 部 本 。” 吾 一 意 短 阵 及 基 : 下 铂 11 


婴 日 仅 当 所 有 的 新 和 者 司 其 对 明 数 下 全 1， 2 1 成 出 全 有 昧 ,证 何 式 子 才能 机 备 豆 。 
请 了 


ln "| | Br | 
+ | ; 1 | | EL on | 
a 守 | a 
和 + ; : | Ee "dn | 
i | dn Pr | 
[i 
Qi BL enh 
a -0 


和 


An Da + td Birr ) 
讨论 一 个 特殊 的 情形 , 就 是 4, 了 同 需 %w% 级 注 阵 且 在 纪 4) 中 裔 
色 一 % 。 那 末 惑 得 到 部 秋 的 行列 式 的 琵 波 : 
2..-.n 荆 .nh 1 … 1 
of 9 ,=A 中 ... BC 号 小， 


吏 首 用 另 一 种 记 法 : 


iol=|148|=141.1B|。 (18) 
午 榜 一 来 ,十 个 方 阵 的 乘积 的 行列 式 ,等 放生 十 个 方 阵 的 行列 式 的 


夷 积 。 
号 ， 别 内 - 柯 许 公式 输 巴 了 选 檬 的 可 龙 性 ,在 一 般 的 情形 ,可 以 把 两 
习 长 方 甜 阵 的 生 积 的 子 式 和 经 其 因子 的 子 式 来 表册 。 琶 
A= kart, 吾 一 15 C= lol 
=1, De ;=1, 2 1 3, 9) 


号 有 
0=AB, 


讨论 短 限 C 的 任何 一 个 子 式 : 
cf be 7 {1 和 sl 9 
人 je hj 


用 全 仙子 式 的 元 素 所 和 粗 成 的 短 隘 可 以 天 肖 次 二 长 方 矩 陵 的 莱 业 


7 9) o 


19 本 峡 议 


B01 46 
1 1 
ET 4 jp 
EE , Dy, " Pa 
| < 
人 他 ne 
ipl fF {rrr | Bg, 站 Bb; | 


因此 ,上 稳 用 草 内 - 柯 鱼 公式 ,我 们 得 出 : 
证 i oe ki koh 

ol 着 一 an (x pe 3 0 2 ) » (19) 

营 了 ==1 时 ,公式 (19) 到 篇 公式 (1)。 澳 ww 车 ;到 式 (19) 基 惨 式 
(1) 的 白 然 推广 。 

膛 要 注意 盆 式 人 9) 的 一 个 推 戎 。 

表 个 长 廊 垂 陈 的 苯 积 的 秩 不 能 起 过 甚 任 一 因子 的 秩 。 

旭 时 吃 =4 了 和 而 及 和 拭 陈 4 访 , C 的 秩 各 篇 ri rs Te; 那 林 


AAA 
83. 方 障 


. 一 侦 %* 航 方 了 泪 ,位 蕉 其 主 对 角 狠 . 上 的 元 素 公 党 1, 而 所 有 其 饼 
二 称 雹 全 和 乒 陈 目 记 之 以 五 或 简单 的 记 篇 瑟 。“ 么 矩 障 ” 
遭 一 名 称 是 筑 答 阵 的 区 之 和 性质 相 业 合 于 人 陈 

A=|as] G=1, 9, m; B=1, 3,.., 0%) 

都 有 等 式 EA= Em= 甩 ， 
其 然 ， Em= 6|}。 

识 4 二 jawli 篇 一 方 什 。 因 以 下 党 的 方式 来 界 襄 短 了 漠 的 坚 :; 

Ar=d4..4 (p=, 20); AF=E, 
i 
外 垂 阵 琵 法 的 可 又 性 得 型: 
.44 一 dete C20) 


从” 由 肌肉 - 枸 诈 会 芒 , 知 丰 随 人 的 5 最 了 起 赠 ?各 ( 划 星 有 有 过 各 级 数 的 子 式 存在 1， 
党 等 部 办。 在 此 时 ,公式 (1 中 的 右 蔚 和 饼 措 需 鹤 全 才 本 节 主 的 音 一 个 足 鞋 。 
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此 丰 p, 9 是 任意 的 非 从 频数 。 
讨 静 俊 数 在 域 了 中 的 多 项 式 ( 整 有 理 画 数 ): 
FD = ot ot" t+ po 
我 们 将 .六 4 了 解 需 竹 距 
天 本) 一 pp 十 om 十 十 cn。 
着 就 界 廊 了 短 随 的 多 项 式 。 
设 多 项 式 . 斤 轧 等 於 和 多项式 及 和) 民 g( 引 的 乘 和 精 : 
FD -RD gD (21) 
多 项 式 六 让 是 由 BC 引 腊 9g( 引 中 的 项 深 项 相 彝 有 量 合 余 同 类 项 馈 所 得 世 
的 。 此 时 所 用 的 是 指数 定律 : 站 =" 因 租 所 有 避 些 运算 ,在 属 大量 
t 篇 策 障 4 时 ,都 是 合 凌 的 , 故 由 (21) 得 岂 : 
Od =h Ad) gt A), 


国 此 ,特别 的 有 
hd gd) =g dh dA) D, (22) 
是 序 ,同一 短 陆 的 丙 个 多 项 式 是 彼此 可 易 的 。 
例 


灿 定 在 县 方 短 部 工 =]atx| 中 的 第 了 个 -对 角 粮 (下 对 角 镶 ) 是 指 元 素 列 a ,其 中 一 i=n 
《对 崔 的 i 下 =。 以 严 ( 站 一 个 4 加 方 阵 , 其 中 和 荣 一 个 上 对 角 烷 的 元 素 部 等 座 1, 而 所 有 
其 桩 元 素 邦 等 於 淮 。 和 给 阵 五 o 本 将 简 江 篇 互 。 那 未 


0 1 0…0 J 0 1 本 0 
y 0 1 . 0 
IE . ， = 直 缮 如 此 类 
1 “ oO 
0 0 0%0 0 0 0 wu ‘0 
HI=D (pn)o 
如 虹 fa a tl 


四 因 仿 00Dh(D =/ (6) , 故 在 进 想 溢 黎 中 ,健一 咎 部 等 趟 同一 的 了 (4)。 但 须 注 益 , 在 
多 倘 余数 的 代 敷 乌 等 式 中 不 娃 用 算 阵 来 代 换 。 不 通 ， 如 所 代 太 的 拭 际 部 是 两 责 可 易 的 时 荆 ， 
有 家 代 该 县 克 并 的 。 


14 起 阵 请 


过 ! 的 名 项 式 , 那 未 外 上 办 这 此 等 式 得 出 : 
dn 人 nl 


0 ww 二 


fH) = oR al,. 


J 
| 
| . 4 
| 习 心 [| Wn 


同样 鸭 , 如 时政 基 -个 fi 顾 广 阵 . 基 中 划一 个 下 对 和 角 桩 的 花束 都 短 页 工 , 而 其 路 徇 元 训 
都 等 菇 者 , 那 来 


om 0 0 
] 向 如 
FP) LAE tar toaF?t..= ”| 
| ， . ,0 
dn 


绽 茂 者 自已 去 及 玲 拒 阵 有 器 下 的 次 贡 性 视 : 

1 症 左 六 件 一 Xn 外 后 方 本 用 4 及 人 括 其 阵 瑟 ( 坦 夏 卫 ) 所 得 生 的 竺 果 中 , 知 阵 妇 中 
所 有 多 行者 上 时 (下 降 ) 了 -一 亿 , 址 障 双 的 最 先 ( 最 知 ) 一 行 不 但 用 王 ; 而 某 果 由 最 后 (最 先 ) 一 
行 中 邦 是 等 元 洪 。 例 如 ， 


oO 于 Dl jar dr de od bl ea Ps Ba 
0 0 :| by bs Bill=| or eo ea er, 
fd 0 él Ey C9 4 9 0 0 
0 0 0 at 0 Hs 三 0 
| 0 | a bs ba Bb 上- ad ds ey es, 
0 1 0 le ea cy es [a By Py Pa 


2” 在 有 导 任 一 mXn 准 蚊 方 相 陡 4 以 涛 类 障 五 ( 堪 限 . 克 ) 所 得 出 的 粘 果 由 多 际 人 4 中 
所 有 的 殉 部 右 / 左 ) 称 了 一 各 : 短 隙 4 的 最 蕉 (是 光 ) 一 测 不 再 出 现 , 而 糙 果 中 县 于 (最 熏 ) 一 列 
中 者 是 用 元 洪 。 例 如 ， 


al de Hy td 1 0 站 本 本 厅 
Bl ba ba | 0 9 ; 9 一 | 总 pl ba pa 站 
or ea ea esl ho oo oF ja ce ca oq 
I da da (4 | | 0 0 0 9 | Cs 9 {4 和 
1 00 0 | 一 
bl be By bs 3910 ol op 
er 3 4 j 中 DO 1 0| [和 心 
2. 硬 阵 4 称 震 降 秩 的 ,如 果 '4| = 0。 在 相反 的 情形 , 称 方 阵 4 需 
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裔 4 一 ]as.i 篇 一 -个 满 秩 注 陆 ( | 天 0)。 计 次 以 4 篇 其 你 数 短 也 

Yi PY a (t= 1, 2, nN , 23) 

痕 等 式 (23) 篇 天 其 各， 的 方程 租 ， 且 尘 意 由 已 地 条件 六 

程 租 (23) 的 行 询 式 不 需 堆 ,我 们 可 以 用 已 知 的 会 式 把 ,50，…， 入 者 
也， 加 9 V4 求 表 出 : 


IAM HL ln 


Ro HoT nt an :一 荆 
2 一 和 “人 
上 | A | k= 二 1] 
tal ta, tl Wr Cm 1 pn 
(t=1, 2,., 1), (24) 


我 们 得 出 了 (23) 的 闻 多 换 。 我 们 称 汪 - 伙 换 的 傈 数 甜 阵 
A anh 


篇 短 委 4 的 族 短 阵 。 由 (34) 易 知 


中 ?从 (1 3 (25) 
其 中 dw 需 行 记 式 14 中 元 素 om 的 代数 能 子 式 (能 因子 ) (i，h 一 1 2， 
0 

便 徊 ,如 时 

了 Gp Gy 
| ha ,| 而 且 |4| 关 0， 


1 ho 一 Bb, Da acs— dady daba Mi abo 
那 示 过 于 一 Tat Baor— Dds Heg—dan Cahi— tb 


Mes— Boel 如 时 一 Wea dba— rb! 


[we] 


答 已 于 变换 (23) 生 其 道 释 忆 1234) 腿 革 一 次 序 或 世相 反 的 次 序 笨 炉 
邦 行 ,所 得 出 的 移 换 都 是 恒 癌 继 换 【其 傈 数 宙 阵 篇 么 和 矩阵) ; 故 有 
Ad"i dd 一 五 。 (C26) 


18 沁 障 EE 
间接 把 短 随 4 入 4 来 相 琴 , 亦 可 以 瞪 福 等 式 (26),， 事 实 上 ,由 
(25) 0 

[44™]s= Pana "= TAT > Gd 一 人 (oI =, 2, 1)o 
周 理 

[AA 一 > Qlh ou py 一 人 ,7 二 1， 号 1 名) 。 

不 内 看 出 , 矩阵 方程 
了 X= 百 最 XA=E 【14 夫 的 《277 

除 解 下 二 4 外 ,没有 罚 的 解 。 事 实 上 , 左 冬 第 - - 避 方 程 的 两 季 以 41， 
右 夷 第 二 个 方程 的 两 和 以 47! 及 骨 短 障 生 法 的 可 全 性 质 与 等 芝 (236)， 
我 个 在 温 两 种 情形 都 得 出 全 : 


=A!, 
园 楼 的 方法 可 以 恬 明 ,每 一 个 矩阵 方程 
AX=B, XA=B' (IAl#0), (28) 
其 中 互 刁 BB 是 同 亲 数 的 长 方 矩 障 , 4 管 有 对 应 炎 数 的 方 耻 , 有 一 个 且 
仅 有 一 侦 解 ; 
各 入 及 =4-1B 和 异 于 =BA-1。 (29) 


短 阵 (09) 省 需 以 短 阵 4' 除 ” 短 障 BB 的 “ 左 ”" 输 “ 寿 "* 南 。 出 (28) 身 (29) 圣 
应 的 得 出 (大 考 $ 3 的 来 尾 )7s 拟 7x 胸 了 zsya 亦 即 "fr 一 rp 。 比较 (38) 
我 们 有: 


er ee ep eh lb hh, 


运 须 注意 ,1 由 《26) 推 知 |4114“ | 二 1, 亦 妇 


从 ”起 成 我 们 用 及 已 知 的 行列 式 的 性 质 。 按 腾 他 的 性 完 , 他 一 到 的 元 素 丰 其 代 囊 季子 江 
的 羔 千 之 和 和 锻 苍 行列 式 竟 秆 ;而 在 一 列 的 元 下 砍 其 他 一 洛 的 导 户 元 来 的 代 粒 让 子 式 的 瑟 简 之 
和 等 秀夫 

加 如果 并 是 一 解 降 秩 眶 阳 , 那 末 方 程 (4237) 就 汲 和 解 。 素 宇 土 ,如 果 在 远 些 方 稳 巾 任何 
一 倘 丰 解 亚 一 |ax 挫 ， 那 来 由 盎 益 行列 式 相 缤 的 生理 [ 合 考 公式 418)],14 几 王 | = | 五 | = 二 ,过 
党 4|! = 时 是 不 可 能 的 。 
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E ule 
状 座 十 个 注 秩 短 际 的 沫 积 有 : 
CABY-1= B14A7, 《30) 


3. 所 有 4 级 答 阵 楼 成 一 个 有 么 元 素 书 的 环 0。 因 壳 在 过 一 侦 青 
中 界 鹏 了 域 五 中 的 数 办 类 际 的 琵 法 ,面世 有 由 江 个 乏 性 播 关 知 阵 所 构 
成 的 基底 存在 ,使 所 有 的 籽 短 陆 都 可 以 玖 他 们 稼 性 表 出 日 ,所 以 4 般 
短 阵 环 是 一 个 代数 鲁 。 

所 有 的 % 般 方 乔 对 於 加 法 深 复 构成 一 个 可 吻 琴 9。 所 有 的 满 秩 %n 
航 甜 陈 交 於 滋 法 情 成 - -个 (不 可 吻 ) 敬 。 

方 陈 4= |aw 共 秋 壤 高 三 角形 的 ( 低 三 角形 的 ) ,如果 在 潮 一 个 短 隧 
中 所 有 位 从 主 对 角 稳 的 下 方 ( 主 滋 角 入 的 上 方 ) 的 欧 素 帮 等 挫 替 : 


HI1 R12 "Hin 1 0 ibs DD 
日。 Gea tun Rd as 0 

二 一 a 中 | 4 | = 里 中 本 四 
0 0 "on | na ** nn 


(1) (C2) 

四 ”更 是 元 深 的 - - 假 第 合 ,在 他 襄 面 雁 定 有 常 可 叭 -放行 的 列 个 遂 算 :两 个 元 来 的 "1 
法 "适合 可 易 律 与 可 容 律 ) 熏 页 个 元素 的 4 溢 法 ”【 利 合 可 罕 律 与 车 合 加 法 的 引 弄 律 ， 而 用 对 
加 法 有 通 汉 算 存在 。 又 考 , 钢 如 [17j{ 方 播 号 [中 的 教学 保 指 兰 束 < 全 痊 丸 献 ”中 会 堆 审 的 重 
号 ,及 下 同 此 。) 6, 19 误 115 芙 ( 柯 台 竣 本 的 第 7,， 19, 对 109 页 ) 或 [34] 的 第 333 百 。 

@。 表 并 上 ,元 玉 在 瓦 中 的 任 一 知 障 一 jaitlf 都 可 以 和 表 篇 4= 半 aukBit 的 形 物 , 其 
中 Bi 是 一 个 规矩 阵 , 栈 有 在 第 i 行 湛 第 人 列 相交 的 更 方 有 元 素 1 而 所 有 其 饼 的 元 素 都 虹 
0。 

国难 考 ,例如 ,[17], 116 瓦 ( 柯 召 镍 本 的 第 111 起 ) 。 

@B。 军 是 休 此 元素 的 一 个 集合 ,在 他 圳 曾 建立 了 一 个 盈 算 , 对 攻 俩 合 中 任 坟 元 未 4 殉 8 
都 在 壮 一 华 合 中 唯一 的 礁 定 第 三 个 元 索 ax5, 而 且 ( 1 ) 汪 企 适 算 是 可 剧 的 上 (4D se=as 
ss oe)1,(2) 在 第 合 申 有 一 个 么 元 鞭 。 存 在 (a#e=e#a=a),{3 ) 对 第 台 中 任 -元素 a 者 有 
肖 元 素 o-: 存在 (axa-! 二 a-1x4 二 6)。 他 的 到 算 遂 合 可 易 律 省 释 吉 可 易 军 或 阿 怕 豚 节 。 关 齿 
于 的 托 侈 可 嫩 考 , 例 旭 ,[17], 见 下 坟 ( 柯 囊 壕 本 的 弟 351 页 典 以 熏 诸 页)。 
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对 角形 短 陈 是 高 或 低 三 :角形 敌阵 的 特例 。 

办 篇 三 角形 短 阵 的 行 刘 虑 等 奏 其 翌 角 各 .上 痢 元 素 交 卫 禹 ,所 以 三 
角形 {特别 基 革 角形 ) 短 陆 蚌 满 秩 的 充分 必要 收 件 壤 其 对 角 牺 上 元 娄 都 
不 等 於 泥 。 

容易 验 全 ,任何 丽人 刁 对 角形 (高 三 角形 ,人 忆 三 角形 ) 短 障 的 和 下 一 
情 对 角形 (高 三 角形 , 低 三 角形 ) 给 了 泪 ,而 针对 蕉 漠 秩 对 角形 (高 三 角形 ， 
愉 三 角形 ) 算 阱 的 迹 短 卫 仿 然 基 间 - -类 型 的 短 库 。 所 以 

1” 所有?% 角 灶 组 形 短 了 信 ,所 有 级 高 三 角形 烦 哑 , 所 有 4 级 低 三 
衣 形 短 陵 关 谎 加 法 到 算 构 必 三 侦 可 电 获 ， 

2” 所 有 满 检 对 前 形 短 阵 贿 订 采 法 这 算 棍 成 -… 作 可 易 苯 。 

3” 所 有 满 秩 高 ( 低 ) 三 角形 矩 隧 天 於 下 法 民 算 构成 芍 ( 不 可 易 的 }。 

4 在 糙 束 本 节 时 ,我 个 指出 名 施 算 陈 的 一 个 重 归 速算 一 一 矩阵 的 
转 置 。 

如 果 A= ||! Ci=1, 3, m; =1, 3, ,nN), 孝 末 由 弃 年 阵 率 A 
篇 等 式 和 = or 所 能 定 , 其 中 全 一 人 as 人 一 站 一 了 号 
如 果 短 陆 4 的 杂 数 篇 mxn, 那 未 是 了 才 的 杂 数 需 呈 x 侣 。 

容易 瞪 杂 次 前 性 质 中 : 

1°? (A+B)'=.d'+B', 

2° 《ad 一 ad， 

3° {A4B)'=B'd', 

4 《dd 一 dd。 

如 果 方 阵 SS 二] 上 同 他 白 己 的 转 人 性 短 吓 重 分 45'=S), 那 末 业 汗 
标的 年 血 篇 汶 稳 的 。 在 划 竹 算 漳 中 ,位於 对 主 革 角 穆 相 对 称 的 位 置 上 
的 元 未 彼此 相等 。 注 将, 雨 侦 对称 和 后 承 的 条 稿 ,一 般 的 说 , 不 -一定 是 对 
称 的 。 由 3 ， 知 其 梁 积 仍 估 对 称 短 阵 的 充分 必要 休 件 是 所 萎 子 的 南 个 

@。 在 公式 1>，2°，3° 中 ， 4， 也 需 其 时 麻 到 和合 可 己 施 行 的 任何 巧 方 姐 大 。 在 公式 加 
中 ， 4 党 任何 一 个 清 秩 方 阵 ,， 
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圣 称 短 卫 因子 是 彼此 可 易 的 。 

如 果 方 牌 五 一 | 疗 仔 的 糊 置 算 障 条 状 一 个 因子 一 1 (KK'= 
二 一 帮 ), 那 末 称 芝 样 的 知 隧 篇 反对 称 的 。 在 反 对 释 答 陋 中 ,位 熟 洁 主导 
角 煌 树 济 移 的 位 省 上 的 荡 迷 ,彼此 之 阅 葵 有 :一 个 轩 子 一 1 的 蔗 导 ,而 主 
对 角 上 而 的 所 有 元 素 都 等 殿 寄 。 由 38， 知 琴 侦 彼 此 可 易 的 反 对 称 禾 障 
的 和 溢 稿 是 - -个 灶 移 短 陈 仿 ， 


$4. 笑 灯 炬 阵 ， 逆 答 自 的 子 式 


1 设 粉 巴 短 阵 4 二 1 上 axl? 。 讨 答 答 陈 4 的 所 有 可 能 的 p(] 所 p 志 

角子 式 : 
和 和 
4( he p) (ep C31) 

各 些 子 式 的 从 囊 等 座 各, 其 中 说 = 篇 失 %w 恬 东 西 中 到 出 7 个 东西 
的 组 合 数 。 得 了 把 (31) 许 子 式 佑 器 成 - -个 方 的 障 列 , 我 们 机子 所 有 徐 
4 倍 正 数 工 3 人 中 所 取出 的 2 个 数 的 组 他 以 厅 定 的 (例如 ,学 蒙 排 
型 的 ) 诬 序 记 数 法 。 

如 紧 对 放 膏 一 个 序数 法 , 足 数 的 组 合 忆 二 和 < 一 < 人 且 而 一 和 < 
“一 和 有 序 烧 a 黑 8, 那 末 子 式 (81) 往 记 篇 


jo 
oo 人 hh 
绮 对 4 暴 8 以 彼此 力 天 的 所 有 和 从 1 到 六 的 值 ; 我 们 就 得 到 和 插 阵 4= 
= |aalt 的 所 有 的 加 毅 子 汪 。 
六 级 方 午 
¥, =|asalY 
称 答 短 障 4=|auxl? 的 2 层 燃 竺 短 陆 ; p 可 到 数值 1, 9， 。 此 不 


A rr 


一 一 一 一 


各 因 艾 慌 方 阵 .4 篇 员 全 对 每 相位 的 姜 什 (4 二 3816) 或 各 两 信 友 对 移 妈 阵 的 采 入 {有 4 二 
三 五] 到 直 的 于 题 , 可 园 考 [1347]。 
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3 = 4 而 类 隧 ,是 由 一 个 元 来 所 组成 的 ,等 殿 14|。 

注 “ 足 数 的 组 合 的 征 数 区 序 要 首先 输 他 礁 定 -来 , 同 短 阵 4 的 中 
择 钛 关 。 

例 盘 
dt Hl QH3 | 


tat doy dy Hm 


| Ua ds Um Qu 

| Hl 2 HU dt 
把 讶 四 个 号 喜 1，2,8, 主帅 到 册 琴 位 的 釉 合 的 弛 整 , 排 列 成 次 之 痪 座 ; 
【1 2) ra Ed i283 (4 (3 4 , 


那 未 


4 人 对 4) 44I 约 43) 4 但 习 4(8 汉 
4(1) 4 A 43) 42 A439 
gw 
人 4) 4 (3) 4 A489 
A403) 4 < 人 雪人 对 2 人 4 
4 位 引 4 人 1 人 0 二 42 起 4 人 区 4(89 


我 们 来 提出 焰 灶 和 矩 隧 的 基 些 性 次: 
1 由 O48 订 得 : GDDT 2 届 )。 
吾 实 上 ,用 公式 (19) 把 业 陆 夷 稿 避 的 p(wp 拟 0) 肯 子 式 租 和 炬 阵 因 
子 的 同 稻 子 式 来 兰 出 ,我 们 有 : 

i 1 1 而 

OF ip) iad FP Re) 
2 < "™ | 
(ss (89) 
显然 ,用 省 一 节 的 训话 ,等 式 人 2) 可 以 写 篇 : 
tag 一 Saab (a, B=1, 2,.…，, N) 
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(此 不 a, 8， 和 省 篇 中 数 粗 合身 达 入 过 过 各) 语 之 有 过 过 
的 天 茹 )。 坡 得 
CE, = p=1, 3) 。 

2” 由 B=47 可 得 : 3, 二 (Dp=] 了 ,2 1) 

居 一 个 论著 可 以 直接 得 工 一 芋 果 推 得 ， 如 果 我 们 了 到 忆 = 芋 且 注 沪 
此 时 5, 知 一 个 信 = 人 0 般 的 么 短 限 。 

和 从 论断 2” 可 以 推 得 把 逆 答 阵 的 子 式 钨 原 予 算 阵 的 子 式 求 表 出 的 
一 权重 要 公式 。 


如 果 B 一 4-, 那 末 汶 从 任何 (<<) 外 第 < 人 全 (<n)， 


由 
之 f+ 如 0 
四 
B(p ba 2) = 业主 有 Tp (38) 
下 0 em ’ 
1 a 


其 中 人 去 各 二 去 和 如 同 放 二 和 和 二 人 过 同 夭 二 
去 本 一 < 和 都 构成 完全 导数 粗 ,， 3 wm 。 
事实 上 ,由 4B= 五 可 得 : 
3, = C, 
正 者 迷 详 和 的 写 篇 : 
六 他 多， (4) 
等 式 (34) 涛 可 以 总 篇: 


和 汪 
ne can 的 ;2 本 阅 站 ,) - 也 ， 
人 0, 如 果 辣 ( 放 一 有)2>0 
和 
G<s” J 2 ) (34") 


Ch ha kh, 
男 一 而 面 , 应 用 已 知 的 行列 式 |4| 的 拉 访 拉 斯 展开 式 ,我 们 得 出 : 


1 ,如 时 > 《9 一 到) 一 0 
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有 
四 ，,，。 ,了 之 
4( DT 
于 和 a "和 
由 
| 村 ] 如 此 立 { 和 一 下 和 一口 ， 
| 和 C35) 
0， 如 果 立 (1 一)*>0, 
其 中 得 过 吕 过 下 过 名- 巡 同 生 二 记过 届 过 股 之 昼 三 可 巡 同 
地 柳 完全 足 开 组 1,2,…,n。 浅 加 C865) 司 (34')， 


(34 全 明 了 ,等 式 (3 和 4 是 迹 台 的 ,如 果 不 取 如 (hi 妈 . 和 篇 foe, 而 取 次 
之 式 子 : 


呈 


世 
《一 全 名 6 了 4 他 fp， " ? 
2 1 -np 


A(z) | 


因 党 在 等 式 组 43 抽 中 ,al 的 赣 竹 阵 的 元 素 us 蚌 叭 一 舱 定 的 ,所 以 
我 们 有 等 式 433) 。 


第 一 章 “ 尚 斯 演 段 及 共 一 些 应 用 
$1， 高 斯 消去 法 


1. 裔 予 含 有 慎 未 知 量 AT 2 9 放 9 独 蛋 石 程 的 秀 厂 程 组 , 且 其 
用 凶 篇 加 ， ze 
Tut ita nt = , 


Qo Rats Tt Gantn CO— Ye, ¢ 1 ) 


ll 十 a 十 … “十 nnTn 一 Yn eo 


还 一 方程 硼 可 以 塌 需 抵 阵 的 形式 : 


4z 一 my。 《I) 
此 磺 4 一 (人 za) 一 92 9) 都 是 单 弄 旺 障 ,而 4= Jamili 篇 
傈 数 方 阵 。 
如 果 4 是 一 个 并 秩 矩阵 , 那 末 可 以 写 往 : 
=A-liy (C2) 
或 者 写 沪 民有 并 式 : 
m= Dey G1 2) (37) 


适 样 一 来 , 计算 着 符 阵 4 = [as 和 的 元 素 关 题 相 当 亦 铬 任何 右 
世 yo… 2 求解 方程 租 (1) 的 间 题 。 放 类 陈 的 元 素 沪 第 一 章 的 (25) 
式 所 确定。 但 当 史 很 大 时, 用 薄 一 个 公式 求实 际 让 算得 阵 47! 的 元 素 
是 非常 图 交 的 。 所 以 用 有 效 的 方 益 来 寺 算 道 矩 阵 的 元 素 因 而 解 出 得 性 
万 程 租 是 有 其 实 队 价值 的 全 。 

在 本 章 中 我 们 将 答 述 这 些 方 法 的 蘑 一 些 万 法 的 理论 其 磋 , 所 襄 的 
方法 是 可 以 表 壤 高 斯 诊 去 法 的 各 秆 式样 的 ， 关 基 种 方 面 的 知识 ,是 藏 者 


二 ”对 截 灌 些 方 法 的 评 崩 知 入 ， 我 们 推 葛 法 接 也 妹 的 但 必 的 ， 温 有 载 认 数理 的 成 就 气候 
兖 ) 实 具 3 期 11956) 葵 玄 枫 中 的 让 章 。 
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在 中 举 的 代数 课程 中 所 早已 知道 的 。 
2 徐 在 方程 季 C1) 中 an 友 0。 和 从 第 二 人 性 方程 开始 ,我 们 来 消去 以 

德 的 所 有 方程 中 的 入。 需 了 浊 一 个 日 的 ,我 们 把 第 -- 民 方程 的 一 22 局 

逐 项 加 到 第 二 个 方程 上 去 ,把 第 -个 方 程 的 59 异 逐 硕 加 到 第 三 眉 广 

程 上 去 , 依 此 类 扒 。 上 站 秘方 程 (1) 就 措 篇 相抵 方程 粗 

DoE 十 CH 十 十 一 人 

人 (3) 
a 十 … 十 a yo 

在 镜 n 一 1 个 方程 中 ,未 知 量 的 休 数 与 右 秘 庄 项 篇 次 诸 等 式 所 确定 : 

a 一) 


通 < 名 闪 0 。 半 末 同 楼 的 我 们 可 在 方程 组 ( 3 ) 德 ”一 2 个 碟 程 中 消 
去 z2， 我 们 得 出 方程 组 
Gti 十 Ge 十 乓 8 小 寺 Cn 和 nr 一 名， 
ee 一 和 锥 )， 
st ei, (4) 


a l= 让 tj 一 


a 
此 磺 的 新 傈 数 生 新 的 右 馆 各 项 同上 面 一 样 有 等 式 并 保 : 
六 一 鄙人 5 


楼 檬 得 个 误 眉 ,我 和 在 进行 nm~ 工 殿 之 德 , 化 胡 ( 工 ) 需 - -个 三 角形 
的 回复 稳 
Wi Gta tt drs Ya Tn ,= 1 
QT 十 va 十 … 十 a 中， 
aera, = 2), C6) 


[| 


Dp, 一 人 
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各 炸 演 作 可 以 施行 的 充分 必要 人 条件 ,是 在 演化 通 程 中 所 有 出 更 的 
数 ca ec 和 ci 后 1 都 不 每 就 雾 。 
高 斯 硫 彼 的 过 程 是 由 同一 类 型 的 过 算 来 完成 的 ,容易 用 近代 的 革 
算 机 来 计算 。 
3， 把 滨北 出 求 的 方程 组 的 公 数 与其 右 节 么 原 方程 租 (1) 的 颂 数 办 
其 右 季 来 表 出 。 此 时 我 伴 间 不 预先 假定 , 在 广 作 过 程 中 所 有 出 现 的 数 
2 9 004-1 都 不 大 雾 ,而 来 讨论 一 般 的 情形 , 设 其 前 了 个 贱 不 
篇 堵 : 
1D a 0 WERn1), C7) 
泗 研 可 以 ( 称 了 次 演化 秘 ) 流 化 原 坟 程 租 篇 次 之 形 汰 
a Ee 十 好 1338 十 二 
a 妇 Tz 十 十 a 一 得 )， 
4 所 vp 十 … 十 a De 一 YP 全， (8) 
Oy, priKpr1 + ,an = 1, 
Got1 二 = 。 
以 9; 瑟 导 一 蛋 方 程 组 的 作 数 夭 阱 : 
1 G12 Hlg4l in 
0 oa aly a 


| 


,pl 1 (pl 
t= 0 0 pp ) rns "* a + a (C9) 
ff 
0 0 …O a gr, 
习 D re :人 D A 1 本 a 


稀 短 了 漠 4 攀 汉 乍 量 忆 是 用 次 之 方式 求 完 成 的 :在 和 矩 陈 4 中 ,多 第 
二 行 起 到 第 ”和 止 , 顺 坎 多 每 一 行 加 上 他 前 重 诗 行 《 径 最 先 p 俩 ) 错 某 
些 数 的 习 积 。 因 此 ;所 有 无 胡 子 式 , 包 含 在 甜 陈 4 与 分 , 的 前 行 曲 面 


26 短 陡 剖 


《1 一 2，…, 7%) 的 , 蚌 完全 相同 的 : 


3 1 9 
和 90 
不 Ro ky Rah EE 
答 温 些 式 子 ,再 在 一 下 其 | 种 售 , 的 构造 (9 ), 求 得 : 
1 2 .... 
4 2 ... 2 (11) 


二 入 op 
4 2 ee Ci, b=p+1,, m), (12) 


以 前 一 等 式 除 欠 一 等 式 , 得 出 共 本 公式 人 @ 
(2， =p 十 1, , n)o C18) 


和 如 果 休 件 《7 ) 六 蕉 任 一 已 巴 值 是 适合 的 , 那 未 迁 个 条 件 对 东 任 
何 一 个 小 从 2 的 值 亦 是 适合 的 .因此 公式 (13) 不 禾 久 从 所 子 的 值 能 
庶 立 ,部 基 怜 所 有 此 了 小 的 值 亦 能 成 立 。 半 伶 到 式 (11) 亦 有 同样 的 缠 
法 。 故 可 换 乱 得 些 公式 售 次 诸 等 式 

人 = 4 =- 吕 坟 4G 5 ~ 全 听 … 1 
这 内 一 来 ,条件 (7 ), 亦 即 可 以 诈 行 高 斯 注 段 的 前 了 个 步 台 的 到 分 必要 
儿 件 ,可 以 寅 篇 次 雍 不 等 式 的 形 固 ; 


4(] )#0, 40 ) #0 ， 4( 70. (15) 
惠 由 (14) 得 出 : 
G3 {12 GD 
| GD a / (六 二 人 fe, 
11 (1); (了 和 区 和 (12 3 pn (i 2 
(16) 


四 全 考 [551, 101 琴 。 


前 一 部 敌 ”第 一 帝 ”高 靳 秆 个 有 其 其 一些 讲 吉 a7 


震 了 在 高 斯 消去 法 演 银 中 可 以 顺 次 消去 zs Wy Wy 民有 所 有 
的 值 4162 都 不 等 基 雾 , 亦 朗 不 等 式 〈15) 完全 适合 。 同 了 时 券 衣 ci 的 公 
式 是 有 意义 的 ,如 果 在 人 条件 (tb) 中 , 突 槛 最 德 一 个 不 黎 式 能 狗 丰 羡 。 

有 4， 设 方 程 租 (1) 的 傈 数 甜 阵 有 徐 ”。 那 末 可 以 诗 动 方程 的 如 育 
忆 及 法 更 未 知 量 的 序数 ,使得 次 痢 不 等 二 全 能 适合 : 


1 2...3 | 
4(1 0 ..， 0 (二 1， 2 站 。 C17) 
于 就 恒 我 们 能 移 顺 其 销 去 光 1 由 求 得 出 方程 组 
Ti nds = Yi 
est ta 
a Dr a , C18) 


GPs HL 中 十 地 人 at 一 外 ¥ 


AV 十 … 十 Qa 一 yn a 
此 麻 了 后 侠 数 乱 4T132) 记 聊 定 。 和 从 渤 些 式 子 , 因 符 答 陈 4= axj! 的 秩 等 烘 
>， 知 有 


a =0 《全 而 一 个 十 关 ， 人 )。 (C19) 
所 以 (18) 的 德 ww 一 + 个 专程 化 答 相 容 性 休 件 
y=0 (i=7r+1,-…, n), (C20) 


注音 在 市 去 庄稼 眉 中 , 独立 项 的 单列 拭 库 经 温 生 任 一 怪 数 列 一 榜 
的 于 换 。 所 以 在 敌阵 4= law 上 中 ,添加 独立 项 的 列 仿 其 第 n+ 个 列 ， 


我 们 得 出 : 
-和 

jn C1, 2 n; p11, 3,., +), (21) 
4 全 


特别 的 , 相 容 性 休 件 (20) 儿 人 壤 熟 悉 的 等 式 


此 可 及 | 


4 二 
] … 人 和 二 
如 果 了 一 mn， 并 邮 生 阵 4= ,asrr? 大 满 秩 的 ,是 有 


A Dy Gn 


那 末 应 用 商 斯 泊 去 法 ,可 以 须 次 酒 去 轴 人 ， 4-4 德 , 得 出 (67) 形 的 
方程 组 。 


)} = (j=1, 3, NR) (22) 


8 3， 高 斯 演 段 的 力学 解释 


1. 讨 前 任何 弹性 孝 力 处 统 SS， 两 定 他 的 过 料 ! 例 如 ,下 综 , 四 ,多 了 幅 授 四 , 更 障 , 爹 慎 板 或 
不 连 杰 的 对 六 ), 半 企 他 的 上 面 取 了 便 副 间 2)，(e 

在 驰 枕 的 点 (人 2， Cn 二 于 测 作用 坝 壮 些 点 的 开 ,了 sn 持 , 我 们 环 钙 
汪 遵 些 点 的 位 务 !( 伍 麻 ) 1 ar yn o 我 们 悍 设 着 些 为 和 位 称 都 年 行 极 同一 的 邦 向 因而 它 
笠 就 由 他 仙 的 式 融 值 来 漆 定 ( 辐 1 )。 


hn 


2” 所有 的 为 孝 生 及 同 - -的 窜 数 只 , 押 衣 的 下 记者 要 乘 上 潭 一 个 相同 的 吉 。 
应 ai 吉 点 (本 在 点 ! 人 上 的 形 轿 保 灿 , 亦 序 在 晤 作用 一 个 下 位 方 时 在 点 { 所 得 出 的 


付 产 (= 二 2 和 ( 国 2)。 则 对 共 力 本 ,Fa 的 芯 侣 作用 ,重度 妨 ， 如， "pp Yn 
各 次 猪 公式 所 汽 定 ; 


名 dxFEy=WH (t=1, EP Hp {23) 
(i fx! 
Lin 
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比 辟 但 3) 训 过 前 竟 方 程 粗 ( 1 ) ,我 们 来 热 出 方程 粗 ( ) 的 解 汗 一 个 癌 题 可 作 次 之 解 竺 :; 


和 予 了 重度 妇 ， 如: Yn oo 求 鹿 骑 赔 的 力 有， P29 Fao 
以 二: 引 由 访 在 点 上 加 赣 卫 个 因 定 的 极 灿 支 季 所 得 册 的 静 下 又 
枕 ， 对 具 柔 冰 Sn 的 其 鲜 化 活 吉 点 (PD 十 了 ，…， 的 影响 保 数 孝 合 
a Cy R=pl, 对 
(对 座 5 二 1 时 登 考 图 3)。 


国 8 
影 连作 数 a 毕 ? 可 愉 税 往 一 个 迁 讼 , 邵 症 邓 统 5 上 将 日 位 为 作用 圾 点 () , 而 动 民 作用 力 
起 国定 让 区 上 点 人 的 午 庶 。 因 此 
oat = Rg 二 Rydp x o (24) 
画 一 万 面 ,对 部 温 一 粗 力 , 深 胡 5 在 是 (了, (2),… (PD) 的 稚 度 千 冷 筝 : 


BL -十 … pp 一 0 
: (25) 


Biot "+ pion tipn = 


各 A(12 De 


邯 未 我们 可 明和 丛 (35) 定 出 而 ,Bo pw*， Ry 的 表示 式 来 代入 (24)。 可 自前 样 来 消 坊 页 Be py 
En =。 在 方程 粗 (257 中 加 大 竺 式 (94)， 且 特 (234) 写 号 实 之 形状 
十 十 Rpitip 十 A 一 让 诉 二 0 。 (2 
禹 2 中 奥 (2) 避 有 ?十 1 个 方程 的 蹇 次 粮 方 程 粗 。 固 钻 人 币 有 洋 圭 解 Er, BB …， kp， 
亚 D+1= 一 1 南 其 行列 式 岂 扬 过 起 替 : 


dH Wp x 


一 D。 
dnl …” dpp tpt 
WL + tp mp oR 
因此 
| 
df 1 2 ( =p+ 1 -sf)o (326) 


30 杠 障 搜 
用 慎 些 式 字 可 避 把 "支承 的 ”村 烷 gr 的 影响 保 数 释 原 网 的 系 纹 5 的 影 狠 作 喜 来 卖 出 。 
但 (26) 式 湛 上 荫 芍 (13) 式 相隔。 元 寺 他 一 个 Pp 人 <4 一 二 ,高 斯 演 耻 下 的 保 数 0 角 '(i== 
二 ?二 Te 就 直 支 承 条 统 8 的 影响 邹 数 。 
我 辐 可 贞 不 月 代数 的 推出 公 址 《13) ， 灰 粹 从 力学 的 推理 来 证 明 间 一 基本 论断 的 质 和 性 。 
对 此 ,我 们 普 先 时 注 有 一 个 支 共 的 特殊 情形 : 9=1( 图 3 )。 员 时 么 统 51 的 影 凶 保 数 篇 次 之 


诗 式 所 兢 定 [在 (2) 中 家 p= 二 17! 


二 一 如 一 ed 人 下 一 二 号 人 如》 


簿 些 式 子 奥 式 {3) ?相同 。 

遂 荡 一 来 , 如 果 在 方程 粗 (全 中 的 保 数 on (fi, 8= 1， 2，…, n) 基 静 止 洒 煽 8 的 影响 保 
数 , 那 来 高 央 演 假 中 的 括 数 a 弛 (i, =2,…, nn) 就 是 系 态 3 的 影响 保 败 。 周 用 周 样 的 推理 
於 和 太 81, 在 他 的 点 (9) 加 .上 第 一 明志 承 ,我 们 就 得 出 ,方程 粮 ( 人 4 中 的 保 数 a 和 LCik=3,…, 
就 是 志 洒 季 移 5 的 影响 保 数 ;一 般 的 时 其 任何 b( < 一 辐 ， 高 斯 泪 镜 申 的 保 数 (8 
一 5 十 1, …， nn) 就 是 支承 系 入 Sp 的 影响 保 散 。 

显然 征 力 间 的 榴 理 , 嘎 次 加 上 2 们 去 詹 放 党 共 届时 加 上 省 些 支承 。 

圭 ” 我 们 注 党 , 对 其 党 去 注 浪 耻 的 力学 的 解 委 ,他 当 有 必要 首先 假定 时 禄 其 秆 府 的 请 点 
宣 作 用 力 j， Bo, …，Fs 的 诸 点 德 此 重合 。 可 已 取 如 ,yp，…， 听 乱 点 (1), (2) ,…, (4) 的 
迁 度 ,而 力 ,2 …， FF 作用 闪 囊 (人) (2 ,2W) 上 面 。 下 时 atk 需 点 (在 点 (全 上 的 
影 竹 保 数 。 对 凑 才 一 个 情形 ,我 们 代 将 在 人 7) 的 志 承 篇 对 论 在 不 (站, (7 的 腐 玫 友基 ,就是 租 
在 (7 点 选取 一 个 适当 的 辅助 力 五, 使 得 点 (人 的 生 度 灌 等 於 霍 。 可 能 在 点 (015;(2) 90; 
Cp) , (加 上 7 个 广义 的 支承 ,着 … 候 可 能 性 的 虱 件 就 是 说 对 座 企 何 力 Fp+，…, Fn, 都 有 
注 当 的 方 及 = 所 ,-…, Rp 一 Fy 使 得 加 =0, yz 一 0,…, 加 一 0 能 病 通 合 的 位 件 , 可 类 篇 不 等 


式 


§ 3. 行列 式 的 醇 栈 凡 斯 租 便 等 式 


1 在 $1 中 诡 用 比较 短 障 4 与 Gy 的 方法 我 们 得 到 等 式 (10) 与 
(11)。 

从 过 些 等 式 可 以 直接 推出 重要 的 行列 式 为 丁 坪 凡 斯 透 僵 等 式 。 事 
实 上 ,从 (10) 与 (11 求 得 : 


第 一 部 分 第 二 章 高 斯 渡 段 及 其 一 些 峰 用 8 


于 1 9 | a nL, 
ne 4m 
4:=4( )=4( 于 由 ，， 《27 
1 2 1 3 9 
| fl a 
、 1 号 … 
引进 予 式 4(，。.，。) 的 加 兆 行 列 式 : 
[和 六 
下 呈 、 
bx A(, 2 Ci, k=P1, 区 
把 由 涝 些 行 列 式 所 粗 殉 的 禾 阵 记 篇 : 
B= |ior|sr1 o 
央 由 (3) 式 知 
a | | a ht 
.st | Bo bp,, | IB| 
a TN Ta DV 
om om | [Alam] [A012.9)] 
所 以 等 式 (27) 可 以 福 篇 : 
| 1 4.…p Hn—F-—1 
B=|4( 3 41 。 (28) 


半 就 是 行列 式 的 芒 尔 几 斯 肖 恒 等 式 。 乙 把 由 加 直行 列 式 所 钥 鼎 的 
行列 式 |1 Bi 多 原 行列 式 办 被 加 下 的 子 式 玉 表 出 。 
千 式 38) 是 建立 式 进 榜 的 短 了 4= ja 1? 上 的 ,他 的 元 素 适 合 不 等 
式 + 
A 2 0 (1,2, 9。 (29) 
但 突 “ 连 粮 性 的 推 客 ” 知 道江 一 个 限制 可 以 除去 ,使 得 行列 式 的 苹 
鲜 扩 斯 透 恒等式 浊 放 任何 算 陈 埋 能 艳 立 。 事 实 上 ,机 不 等 式 《29) 不 能 
和 下台。 引进 和 托 别 
二 ,二 4 十 ss。 
显然 , lim 4,=4 。 另 一 上 方面 , 子 式 


34 给 障 给 


A 3) et 2 
袁 示 刀 个 关 蓓 = 的 不 司 等 发 震 的 多 项 做 。 故 可 愤 取 遵 样 的 序列 sn 一 0 
使 得 
人 
对 难 答 阵 4 我 们 可 以 篇 出 情 等 (28)。 病 mm 一 co 时 ,在 汪 司 等 式 的 
十 稚 取 称 限 ,我 们 得 出 台 抢 年 阵 的 极限 4 =lim de 的 莉 泵 凡 斯 延 司 等 
式 作 。 
如 果 我 们 应 用 恒等式 C23) 藤 行列 式 

1 2 各 < 人 < 

名 让 | 大 。 本 Go 
于 未 我 们 就 得 嘲 券 於 应 用 更 注 恒 的 苹 欠 几 捧 汀 恒 符 式 的 形 钛 : 


1 2 
Bp) LA 2. A a. ER) a0) 
84， 方 阵 对 三 角形 因子 的 分 甫 式 


工 _ 发 予 秩 需 了 的 甜 阵 4 = ez 性 。 对 页 迁 个 矩 陈 的 项 序 的 主子 式 
引 久 次 之 于 法 ; 


) #0 (7=1, 2 一 站 人， 


1 号 在 
Pr=4( 直人 十 1 2 加 。 
我 们 假 坑 高 斯 演 段 的 条件 是 适合 的 : 


DF0 (b=1, 3， pp) 
以 笃 放 由 方程 租 


Tt 


名 i 三 全 (=1, 2 "ry ny 


从” 短 陈 序 殉 Bm 二 J 保 ?此 (常识 忆 0 里) 的 村 限 了 解 篇 模 随 = [BJ 其中 k= 


=1im bPI(#, R=1, 2 和) 
Wm 
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用 高 斯 消去 法 所 得 出 的 方程 粗 (18) 的 傈 数 垂 陈 。 甜 阵 全 有 高 三 角形 
的 形 上 状 , 而 且 他 的 前 7? 行 的 元 过 都 篇 式 (18) 所 砍 定 , 熏 % 一 7 行 的 元 索 
全 等 喜 零 和 : 

CT a rr Gn 

0 a a a 7 


他 一 如 性 本目 本 让 性 于 GE 四 a 
0 0 "nn 0 六 PE 门 


化 年 障 忒 测 托 陈 人 # 是 用 次 型 的 有 运算 车 干 次 ( 酌 如 丈 菊 ) 德 所 完成 
的 : 把 夭 阵 的 第 7 行 Cj 一 裤 与 茶 一 -个 数 a 的 汪 精 加 到 第 i 行 上 去 。 性 
一 个 过 算术 党 苓 左 琴 所 要 攀 换 的 重 阵 以 甜 陈 
(7) (1 
0... 


1 0 O00 
“ 本 > : 
: (31) 
? % 1.0 
6.0.…0.1 
在 苯 个 甜 阵 中 ,位 亢 主 角 任 上 的 元 素 全 需 工 ,其 他 元 素 除 元 素 a 外 全 等 
讼 雾 。 
送 样 一 来 ， 


GO= Wy WHd, 
其 中 每 一 个 算 陈 厂 1， 玉 。,，… ,WV 都 是 C31) 草 的 短 阵 , 所 以 是 位 其 主 
半角 娘 上 的 元 素 全 等 碟 1 的 低 三 角形 答 障 。 


设 
W=Wy WW 中 (32) 


旨 各 考 (190) 式 。 起 阵 人 6 和 与 在 p=+ 特 的 短 隆 Go [ 合 考 (8), (8) 一式] 相间 。 
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则 有 
分 一 六 4 (83) 
短 阵 下 稀 需 在 高 斯 消去 法 中 对 殿 敌 阵 4 的 总 化 (或 粮 换 ) 甜 阵 。 
知 隧 好 与 矿 同时 入 所 答 予 的 短 阵 -| 所 噬 . - 俱 定 。 由 (32) 知 材 乱 一 
眉 位 放 主 紧 角 铬 工 的 元 素 妇 等 蕉 1 的 己 三 角形 短 乔 ，。 
因 篇 全 是 满 秩 短 阵 ,所 以 由 (33) 得 岂 : 
= ., (33) 
我 们 已 竹 裘 逢 障 4 乱 低 于 角形 和 矩阵 王 -:! 与 高 三 角形 短 阵 9 的 乘 
积 。 遇 於 分 解 短 阵 4 篇 证 种 类 型 的 问题 坊 灾 之 定理 所 笃 部 说 明 : 
定理 1。 每 一 个 秩 答 了 的 短 阵 4 一 jos|9 其 前 7 偶 师 序 的 主子 式 
者 不 侩 零 肝 ， 
人 ,. 


1 
万 = 
* A 2 


) #0 Ch=1, 2, 1 "), (34) 


可 以 表 需 尾 三 角形 敌阵 如 对 高 三 角形 短 唐 C 的 琵 生 的 形 圈 ; 


一 


4= BO= Par Pas- U DO) coo: fo, (35) 


二 


but = Dis ba 一 于 一 A o 《861 


一 卫 


筹 陈 B 与 0 的 前 * 个 主 时 角 粮 上 的 元 素 可 以 答 予 适合 条件 (36) 
的 任何 值 。 

短 咱 与 0 的 前 7 个 二 对 用 析 的 元 来 有 油 杰 的 功能 ,他 们 星 一 
的 克 定 了 短 阵 B 的 前 7 列 或 答 阱 0 的 前 行 。 对 大 秆 些 元 吾 有 次 五 
每 式 : 


1 29... £1y 1 2... hl 
5 5 0 3 hl D se A 3 be 9 (37) 
4 2 £) ( 2 1 


【8 一 用 用- 二， 

基 樵 <n 的 情 现 (L410), 短 障 卫 的 德 % 一 + 列 中 性 元 来 可 以 信 
稚 委 ,而 对 姑 陆 C 的 德 %-7 行 清 元 来 给 予 任何 全 ,或 考 相 反 的 , 稚 类 了 
C 的 德 2% 二 7 行 全 怠 委 而 在 钙 陵 也 的 征 % 二 7 列 中 到 任何 元 来 。 

稚 明 ，” 表 适 合 休 件 (34) 的 甜 阵 需 乘 竺 (35) 的 形状 的 可 能 性 已 经 在 
前 面 座 明 [ 姿 考 (33')]。 

现在 识 卫生 CO 篇 其 乘积 等 蕉 A 的 低 三 角形 典 高 三 角形 和 矩阵 。 次 
用 关 秦 两 个 短 阵 的 彝 积 的 子 式 公式 , 求 得 : 


1 2...k—] 1 2..-%—1 os 
A 3 .于 1 = a BC Gee 0 > 呈 , (88) 


(y= E+1i, ,mn; sk Pe 分- 人 。 
因 需 是 高 三 角形 短 阵 ,所 以 矩阵 C 的 前 到 列 祈 含有 一 个 不 篇 圭 的 下 


1] 9... 
角子 式 C( 2 )。 因 此 等 式 (38) 可 以 窟 篇: 


1 2... hI yg 1 Bhl g/L 29. 

| 二 他 一 

4 呈 ，… :在 一 下 1 2... 5—1 4 网 。 
= Dboo Ba 3 PT "Ck ‘39) 


(g=E, El nn 大 一 工 ， By FT), 
首先 展 朋 9 一 让 。 那 来 就 得 出 ; 
Di1b2s Denicae CkE = Dy Ch=1, 2,.*, 7), 40) 
迁就 已 经 堆 得 关 叙 式 (36)。 
对 代 等 式 (85) 毫 插 妨 了 醋 的 , 我 们 可 以 右 霓 矩阵 B 以 任 一 请 萄 对 扔 
形 甜 谭 型 一 | mo 人 ,而 同时 左 乘 牌 阵 C 以 于 -= | 6 |?。 温 相当 凡 
各 对 征 也 瑟 的 履 列 应 ay pe yun 而 各 生 拓 阵 C 的 诺 行 以 air p71， 
所 以 对 角 乏 上 的 元 圳 Bs 5 ea cr 可 以 轮子 庆 合 休 


3 短 证 瀹 


件 (36) 的 企 何 值 。 
再 者 ,由 (39) 狠 (40) 得 出 : 


bog = Py— 2 《TY 一 看， 站 十 于， iy Ts 上 t= 二 1， 2, i” 人 , 


是 即 (87) 和 的 前 -- 个 式 子 。 完 双 相 类 位 的 可 以 建立 (87) 式 中 天 於 业 了 江 C 
的 元 素 的 第 二 个 式 子 。 

注意 在 溢出 答 陈 B 和 借 0 时 , 短 阵 B 的 德 % 一 r? 列 元 素 补 时 和 矩 障 吕 
的 后 % 一 7 行 的 元 天 和 被 此 机 汪 。 我 仙 已 航 看 到 ， 征 阵 局 的 德 2 一 > 行 的 
元 素 可 以 全 到 篇 需 号。 所 以 短 陈 吕 的 德 m 一" 烈 的 元 索 可 以 取 什 何 值 。 
显然, 敌 噶 三 供品 的 科 积 区 炙 更 ,如 果 我 们 了 玛 矩 陈 妆 的 德 9 一 列 中 
元 来 至 需 零 ,而 状 兵 答 障 CQ 的 钱 nn 一 7? 行 中 元 素 取 任何 值 。 

定理 已 释 识 明 。 

和 从 已 沟 圳 明 的 定理 推 得 一 些 有 趣味 的 推荐 。 

推荐 1， 禾 球 B 中 前 7 列 元 素 奥 0 中 前 7 行 元 束 速 同 短 阵 4 的 
元 素 有 循环 关公 : 

hig -号 Oi Cig 
by = 一 一 守 一 一 一 《2 一 二 2 ,NN; f=1, 2,*., ”), 
kk 
1 (41) 
E™ > Diy Cx 
后 
天 保 式 641 可 以 将 接 从 短 隋 的 等 式 (35) 得 出 ;可 以 迹 澳 的 利用 他 们 来 
实际 计 算 知 陈 台 和 与 口 的 元 素 。 

淮 论 2。 部 果 敌阵 4 二 jau;? 是 一 例 训 合体 件 (34) 的 满 秩 类 陈 
(r= 屠 来 详 是 在 遇 取 了, C 的 元 过 通信 条件 (36) 以 德 ,表示 式 (3 
中 的 短 陈 五 与 C 是 只 一 瑟 定 的 。 

人 0 二 可 从 表示 式 (33) 来 得 出 。 此 谨 鞋 角 术 . 上 的 范 素 bn … ,brrs ctly er， 已 狗 
葵 明 座机 雁 了 予 通 篇 的 因子 内 ， 心 ,，…， ury 可 以 取 适 合 惧 件 (36) 的 在 何 什 。 
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推荐 3、 如果 3= js 上 i 是 一 个 了 黎 对 竹 扯 陈 而 上 


.大 
#0 Ch=1, 2,.,7), 


msl 
过 杰 S= BB', 
共 中 台 二 2x 篇 一 低 三 角形 短 伴 而 导 
bn TD 人 
0 (9=6, 二 lr 十 1, 
2%. 设 在 表示 式 (35) 中 , 短 清 0 的 后 一 7 个 列 公 等 亢 雾 。 轩 可 合 : 

Di of C11 0 


(42) 


B=F, or ， 0=| 和 | ‘LI, (48) 


0 0 0 0 

其 中 篇 低 三 角形 短 陈 , 工 往 高 三 角形 短 陋 ;而 二 短 了 下 租 工 的 前 
眉 笠 对 和 角 和 综 王 元 素 都 等 殿 寺 ,年 阵 了 的 税 nw 一 7 悄 基 上 奥拓 阵 大 的 答 
n 一 ”个 行 上 的 元 素 可 志和 任意 壮 取 。 有 以 玫 示 式 (43) 中 的 B,C 代 久 (35) 
旦 应 用 等 式 4836) ,得 到 次 之 定理 : 

定理 2， 每 一 个 秩 谷 7 且 有 
1 29. 
于 号 
的 短 阵 4 二 jazl 都 可 以 表 成 形 涡 低 三 角形 短 了 五， 对 角形 短 陈 卫 与 
席 三 角形 短 际 工 的 到 积 : 


D.=A( )#0 Ch=1, 了， 人) 


了 
1 0 .0 六 I hs 
A=FDE fa1 U D, 01 bn (44) 
fu fr 11 0 lO00 -1 


4 3 人 ，4341 有 
Jo 二 一 1 
”A 


{gq=$+1, ,nn; HF=1, 2,+:, ， 

而 党 g= 记 十) = 二 1 时, fry lg 篇 任意 的 数 。 

3. 诡 用 高 其 浓 去 法 到 Di OR 1, 2 2 的 7 秩 算 陈 了 = 上， 
和 骆 子 我 们 雨 个 秘 另 : 主 对 角 娃 上 元 殖 全 等 其 了 的 低 三 角形 年 和合 户 由 前 
+ 个 让 对 角 移 上 元 素 埠 D1， 也，…， 六 元 
的 高 三 角形 托 阵 从。 他 仿生 阵 的 高 斯 型 而 不 扰 其 演化 年 夯 。 

篇 了 上 县 体 让 算 短 随 太 的 元 来 我 们 风 粹 于 次 之 上 方法 ， 

如 果 矣 么 失 曾 鼎 应 用 对 礁 短 陈 所 做 的 高 其 流 段 中 所 有 的 兢 撞 
《 定 出 了 年 陆 下 2 yy) 我 们 就 得 出 短 洋 让 《此 厌 换 等 殿 站 的 生 稿 
全 4 以 等 让 克 的 本 各 钱 户 }。 因此 在 算 阵 d 询 夺 方 加 .上 一 个 么 类 隧 
E 


11 oa .0 
ee (46) 
a, ng On 
对 迁 一 个 长 方 短 障 , 详 用 所 右 高 斯 演 眉 中 的 多 换 ,我 们 得 出 一 个 由 
太 重 从 与 下 所 组 成 的 萎 方 知 纯 : 
CG, WW ), 


午 样 一 来 ,对 策 障 (46) 应 用 高 斯 党 篡 可 同时 得 出 知 际 G 与 短 阵 本 。 

如 果 攻 是 一 个 满 秩 甜 陈 , 亦 即 14 兰 0, 那 末 .如 | 关 0。 此 时 由 38) 
得 出 4: 一 人 并 。 因 篇 敌阵 电 碍 下 乱 丙 斯 演 恬 所 完全 人 碎 定 , 故 冰 出 
道 矩阵 471 的 方法 就 化 需 决 定 G- 而 后 以 GT 来 深 故 。 

肉 有 在 克 定 乱 阵 犁 志向 , 不 将 求 出 复 而 际 人 因 篇 局 蚌 一 个 三 


弟 - 部 邯 。 第 二 人 意识 断 涵 用 下 其 一 些 隐 用 有 


作 形 短 障 。 但 是 我 们 训 以 避 范 党 一 漂 算 。 需 此 , 同 禾 陈 G 与 一 样 ， 
对 抢 转 置 短 阵 4' 引进 类 位 的 短 隆 G 页 证 ; 。 划 有 4' 一 W719 亦 即 
4 一 加 醇和 。 (47) 
比较 等 式 (38) 内 (44) 
A=W-1G, A=FDL, 
得 些 等 式 可 向 坊 (365) 型 的 十 笑 不 同 的 分 解 式 ; 此 契 我 们 和 视 匀 区 DL 篇 
第 二 眉 因 溯 CO。 因 管 在 第 一 个 因子 中 半角 好 上 前 7 个 元 束 下- 上 中 
绝对 认 元 素 相 辣 :都 等 砍 卫 ,所 眉 他 们 的 谣 *+ 仙 刘 姑 完全 相同 的 。 故 
因 短 陈 下 的 签 % 一 7 桥 刚 可 以 任意 吉 取 ,就 可 以 榜 永 进取 ,使 得 
F=W2, (48) 
男 一 方面 ,比较 等 式 (47) 输 (44) 
A=W-!, A=FDL, 
苹 明 我 人 可 以 于 梯 来 选取 地 中 万 许 任 总 杉 翅 的 元 素 , 住 得 


L=W-t, (49) 
代 (44) 中 的 玉 界 工 以 (48) 界 (49) 中 的 表示 式 ,我 们 得 出 : 
A=W-DW!-!, (50) 
比较 遵 个 等 式 县 等 式 483 及 (47) ,我 们 得 到 : 
G=DW-1, GG =W-1D, C51) 
引入 对 角形 郑 僵 
b=- 从 ,0 (852) 
末末 , 因 往 p=Dp, 
答 (50) 身 (51) 得 出 : 
A DG , 《53) 


(53) 媳 明 了 , 算 陈 4 对 蔽 三 角形 因子 的 分 解 式 ， 可 以 应 用 高 斯 演 段 到 
短 重 4 租 4' 工 来 得 出 。 
现在 说 4 需 一 个 满 秩 短 障 (7 二 n)。 剖 来 iD| 0, 六 = -1。 故 由 
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《50) 得 出 : 
A-1—W'iAW , (54) 


过 个 式 子 给 予 了 感 用 高 斯 演 妇 到 长 方 矩阵 
A, BY fA, BY 
.上 来 有 效 的 计算 送 短 律 .4~! 的 可 能 性 。 
在 特殊 的 情形 , 取 半 称 短 阵 8 来 替代 短 障 4, 则 甜 阵 Gi 与 中 重合 ， 
而 旦 矩阵 久 , 亦 乙 矩阵 天 重合 ,因此 (53) 遇 (54) 式 取 坎 之 形状 ， 
人 一 CDG， CBB) 
So=W'DW 。 (58) 


#0， 丛 陆 的 分 顽 . 分 媳 拭 阵 的 运算 方法 ， 广 闵 高 斯 演 段 


常常 要 利用 通 样 的 烽 阵 ,把 但 受 分 篇 长 方 部 分 一 一 " 子 志 ” 或 “ 块 ”。 
在 本 名 中 我 们 和 从事 堆 息 种 “分 块 " 短 阵 的 研究 。 
1. 很 设 已 对 长 方 短 位 


A=|ax| C=1, 2 mm; B=1, 9, ,1), CB7) 
和 刹 用 水 年 的 贷 斑 站 的 直 粹 我 们 把 短 障 4 分 成 许多 发 方形 的 块 : 
Fh 如 "Thr 
A Ass '* A + 
4 一 do im 。 (B58) 


[ 旦 间 时 由 委 二 大 于 本 


Asy ds … da ms 


央 礁 短 陈 (5653), 是 识 把 地 学 成 吕 竹 mm ~ Tg 准 块 a=1 8 
=1, 2, …, 四 或 者 误 把 他 吉成 分 块 和 矩 隧 的 形状 。(58) 亦 可 各 富 篇: 


A=0A a) (a=1， 2 ,3 B=1, 2, 人 《59) 
在 3 的 情形 ,可 以 应 用 过 慷 的 窟 法: 
A=(Aan)i 。 (6U) 


对 分 块 矩 阵 来 施行 遂 算 ,关於 把 诸 块 换 沪 戏 秆 元 素 的 那些 公式 同 
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样 的 能 赐 成 立 。 例 如 , 裔 已 对 两 个 问 闪 数 的 长 上 方 短 阵 日 秃 篇 对 应 的 同 
杂 子 块 : 
A=(dsa), B=(Bag) (R=1, 2, 8; B=1, 2 t),. (61) 
掏 知 ， 
A+B= (dsat+ Bas) (a=1, 2 8; B=1, 2 9 (6869) 
群 组 的 水 建立 分 块 短 证 的 琵 法。 已 知 ( 密 考 第 一 章 定 终生 下 面 的 
诗 ) 党 雨 眉 长 方 算 阵 4 办 B 相 到 有 峙 , 第 一 悄 因 子 4 的 行 长 必 肛 等 粹 第 
二 恤 因 子 了 的 剂 的 尾 上 度 。， 坊 了 温 些 答 陈 的 “ 块 的 ”村 必 可 以 施行 , 我 们 
要 铺 充 让 梯 的 休 件 , 束 是 伍 第 一 个 因子 的 塌 中 所 有 横 物 上 的 座 数 时 第 
一 介 因 子 的 才 中 所 有 答 称 上 的 维 数 锌 上 一 致 : 


A da i A Vm Bun Bs :+ By Vn 
A= Lo das … 4 |} ms ， B= ba 了 ss … Bo ja 63) 
本 4 di ms Bn Bia -< Bi }ns 
那 就 容易 验 征 ， 
人 一 了 号 8 
AB=0= (0 Con 一 As B ”0 684 
(Co ,其 中 C= 六 如 Be (0_ 1 2. oe C64) 


我 们 特别 注意 遗 样 的 特殊 情形 ,就 是 有 一 个 因子 是 准 匀 角形 算 障 。 
识 4 是 一 个 准 对 角形 短 陆 ,就 是 8=t 且 当 a 时 4so=0 。 在 过 一 个 
情形 我 们 的 (64) 式 葵 巴 : 
Ca 一 人 Bee (ol1, 29,8; B=1, 23, yt) (C685) 
在 在 策 一 个 分 韦 短 了 以 淮 对 角形 条 随时 ,分 瑰 短 阵 的 诸 行 各 左 乘 
尽 推 针 角 形 和 矩阵 中 对 角 稼 上 的 对 应 子 顽 。 
现在 发 刀 是 一 个 准 划 角形 矩阵 ， 亦 郎 t=%v 且 赏 gaz 时 Besa=0。 
那 末 由 (64) 我 个 得 出 : 
Coa 一 doBee (a=1, 3 8 B=1, 2,., wu), 《66) 
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在 右 乘 一 全 和 地 以 时 角形 和 形 类 际 时 ， 暑 , 分 规 短 陈 的 弄 列 各 右 生 
点 蕉 加 振 形 短 际 中 对 贡 乏 上 的 光 应 子 塌 。 

我 们 注意 ,两 由 同 狗 的 分 更 方 体 常 可 施行 乘法 ,如果 把 每 -个 因子 
都 裂 分 奴 子 韧 的 相同 的 平 万 体 列 且 在 每 一 因子 的 半角 称 虐 都 是 一 些 人 
方 的 子 塘 。 

分 块 方 阵 (58) 称 夫 高 ( 低 ) 准 三 角形 的 , 如 果 s 二 t 且 营 a>8 时 所 
有 4.p= 0( 对 应 的 当 二 6 叶 折 有 的 4us= 0)。 淮 类 角形 短 陈 是 淮 三 角 
形 敌阵 的 -一 种 特殊 情形 。 

和 从 (64) 式 容易 多 出 ， 

珊 个 高 ( 低 ) 淮 注 角 尼姑 陈 的 瑟 千 仍然 是 一 个 商 ( 低 ) 淮 三 角形 类 
阵 @ ;此 时 生 积 的 对 和 角 笋 上 的 子 块 基 由 因子 的 六 角 狠 上 六 原子 韦 米 相 
乘 所 得 出 的 。 

事实 上 , 设 在 (64) 中 s 一 t 有 

在 a< 有 8 膨 ，dae~ 0，Bue=0， 


我 们 得 出 : 


Ka 及 一 工分 3)。 


sal 党 < 二 有 时， Wa 


Can 一 由 Du。 

到 於 低 淮 二 角形 短 陨 的 情形 可 以 同 榜 的 来得 出 。 

注意 淮 二 角形 知 陆 的 行 划 式 的 计算 规 旭 。 肖 一 个 规则 可 以 和 宦 拉 注 
拉 斯 展开 式 来 得 出 。 

如 果 4 是 一 个 准 三 月 形 ( 惟 草 的 是 准 煞 角形 ) 矩阵 , 形 末 过 个 短 陈 
的 行列 式 等 徐 其 对 角 入 上 庄子 碑 的 行列 式 的 线 傅 : 

Al= | di||dzl | ds|8 67) 
2 裔 已 其 寺 分 块 算 陈 


入 ”此 成 假定 牙 卉 的 相 洒 起 可 及 族 行 轴 。 
三 手 战 假定 | -1 9" 1 44s [| 导 些 行列 志和 都 是 有 瘟 芳 的 虹 者 广 。 


莫 - 一 中 舍利 二 南宫 刀 演 成 下 其 一 些 赚 用 


ul J "ss 
~ 
A Ais i PN 
4 一 | 4 A … A im J 


A 二 四 -， 下 


(68) 


把 第 8 行 右 业 以 ?ra X na 厅 长 方 徐 障 下 的 竺 从 加 漳 第 a 行 诸 子 志 上 ， 


我 侦 得 出 分 妮 业 陈 : 
.1 di 
二 dp 十 到 de 
-da Pa np " 


A 机 A,s 


引信 朝 助 方 际 六 吉 需 欢 之 子 志 的 平 坟 陈列 的 形 乓 : 


和 


全 “- 和 .万 ym 


(69) 


(70) 


和 矩阵 六 的 对 角 入 上 庄子 瑰 都 是 么 类 陆 , 基 般 喜 顺 次 篇 ml ma， 
ms; 陵 开 位 从 第 a 子 块 行 典 第 子 块 列 相 交 卡 的 子 志 往 焉 让， 分 据 既 


限 玉 的 所 有 驮 角 娘 以 外 的 子 块 都 等 熟 堵 。 
不 购 看 出 ， 
VA=B, 


故 因 了 是 一 个 漠 秩 短 阵 , 湖 稚 短 陈 .4 与 瑟 的 秩 有 次 之 关 傈 各 : 


1 二 Tp [a 
在 特别 的 情形 , 惟 4 是 一 个 方 际 上 时 ,由 470) 右 : 
省 全 考 第 - : 章 第 三 节 中 .329) 式 知 面 的 蒜 果 。 


C71) 


(72) 


44 算 牌 访 


[天 ,4 一 1。 《73) 
但 是 上 方 阵 7 的 行列 式 络 於 1: 
[Vl=1。 (74) 
故 有 
|4|=|B|。 C75) 
可 灸 得 到 同 榜 的 硅 果 ,如 果 在 甜 阵 (68) 中 把 右 琵 其 革 一 烈 以 适当 
礁 数 的 长 矩 障 袜 所 得 出 的 庄子 块 对 应 的 加 芭 男 一 刘 上 去 。 
上 面 所 得 出 的 精 困 可 以 急 千 篇 次 之 定理 ; 
定理 8， 各 果 在 分 光 短 陆 4 中， 外 左右 ;村 第 人 子规 行 ( 忆 ) 久 
上 , 那 示 得-- 概 痪 东 不 楼 动 短 承 4 的 秩 ;又 如 4 是 一 个 方 陈 , 贡 对 短 陆 
和 4 的 行列 式 亦 乱 改 甸 。 
3. 现在 来 讨论 迁 榜 的 特殊 情形 , 就 是 在 甜 阵 4 的 对 角 穆 上 , 子 韧 
4 是 一 牛 方 障 市 且 是 满 秩 的 < 4 关 0)。 
在 短 障 4 的 第 a 行 ,加 上 左 睐 第 一 行 以 4AniCa=2,，…,s) 的 千 
忒 ,我 们 就 得 出 甜 津 


1 了， "Als 
i . -+ A 
B= ?人 A ， C76) 
0 AY... AP 


其 中 
4 光一 — A dii dia t+ Asa (a=2, 一 fo 《7 六 
如 果 das 是 一 个 满 秩 方 阵 , 那 末 全 一 步 台 可 以 烛 精 进行 。 这 翌 一 
来 ,我 们 得 出 广 装 的 高 斯 演 眉 。 


病症 得 无 际 。 则 有 


ES 4 
A=B =| 1 
[4|=|B|=| + A o C78) 


第 一 部 分 第 一 章 高 斯 注 耻 受 其 一 些 订 用 EE 


式 (78) 把 合 有 个 块 的 行 交 式 |4 | 的 计算 化 篇 让 合 (8 一 1) (# 一 1) 
个 子 十 的 有 以 小 级 数 行 列 式 的 计算 侣 。 


前 葵 分 得 四 夫 的 行列 式 d: 
A4.B 
4-|2|， (79) 
其 中 十 阴 已 都 是 过 全 。 
机 40。 那 未 从 第 一行 法 去 左 乘 第 一 行 以 C4-+ 之 稿 ,我 们 得 出 ; 
-oras|=UP-odnal， eS 
0 DOd Bp 


同样 的 , 如 果 1D 关 0, 郑 末 在 4 中 和 从 第 一 行 沽 去 右 乘 第 二 行 以 
BD 的 本 各 ,我 翁 得 出 : 
A—BD 0 0 


4-| 一 |4 一 至 PrICHD|。 (TD) 
0 DD 


在 特殊 的 情形 , 四 个 矩 陈 4, B, 0，, 马 者 是 同 篇 % 般 的 方 隘 时 ,由 
(D 粤 (ID 得 出 体 冰 公式 , 化 2 般 行 列 式 的 庆 算 坊 % 服 行列 式 的 计算 ;: 


4=| 4D—AC4-1B, (|Aj 关 0)， (Ta) 
A=iAD— BD-OD| (CDI#0), (IIa) 
如 果 短 阵 4 自 避 彼 此 可 易 , 慰 末 由 (Ia) 得 出 : 
4 二 14D 一 CB| 《如 其 有 人 条件 AC=04)。 15) 
间 梯 的 ;如果 与 卫 彼此 可 易 , 层 末 
4=|A4D 一 BC (加 其 有 休 件 0D=DO)。 CI16) 


有 公式 (I0) 蚌 在 假 贡 |4! 头 0 下 所 得 出 的 ,而 公式 (D6) 基 党 1D|x*0 
时 得 出 的 。 但 是 从 连 种 性 的 推 完 ,过 些 限 制 蚌 可 抽取 浓 的 。 

和 从 伏 式 (I) 一 (II), 互 易 其 有 有 包 的 4 与 且 同 时 互 电 其 BB 与 0 我 
们 吐 可 以 得 出 闪 个 公式 。 


各 ”如 果 4 角 基 一 个 方 妇 昌 有 | 时 | 却 9, 那 来 铬 热 所 得 出 的 有 (8 一 27 企 一 巧合 子 掉 的 
行列 式 , 我 位 可 以 再 来 咽 用 同 谤 的 谋 搞 , 竺 如 此 乱 。 


4 i 陆 论 


1 0 下 pa | 
0 1 by bl: 
ef ea Mh dal* 
Fa 


例 4= 


出 (15) 式 得 : 

41— eb 一 Coty "号 一 {a— woh 
cd- Cra 一 中国 一 cabs 
4 和 从 定理 3 推 得 次 之 

定理 4， 如 果 表 长 码 乍 阵 五 篇 分 坤 型 
AB 80 
0 p)’ (30) 
此 中 4 篇 % 报 满 秩 方 阵 ( 4| 了 0), 屠 未 短 障 忆 的 秩 等 伶 的 充分 必 世 
休 件 是 


Jj 二 


| 


a ( 


D=04-18B , C81) 
症 明 和 从 矩阵 号 的 第 一 个 搜 行 减 去 左 滋 党 一 行 忆 Cr 的 屁 积 ， 
我 何 得 出 失 阵 
4 8B 
T= ua Do ° (82) 
由 定理 3, 短 阵 R 与 有 相同 的 秩 。 和 类 阵 T 时 甜 阵 4 有 相 问 的 秩 ( 亦 
即 都 等 於 习 的 充分 必要 俱 件 是 DQd-18=0, 亦 朗 [81) 能 掏 成 立 。 定 
理 朗 已 证 明 。 
闪 定 理 和 二 可 推 得 道江 阵 4: 瞄 一 般 习 本 O47-18 所 构成 的 演 段 ,其 
中 BB,0 竺 篇 nxp, ITXn 蕉 长 万 给 阵 生 。 
用 高 斯 让 段 号 来 把 算 陈 


(4 0) CIxg) C88) 


属 妆 考 65]。 

全 ”此 起 我 从 对簿 障 (33) 人 肖 有 完 作 用 高 斯 演 幢 ,而 族 基 用 到 他 的 前 4 们 程序, 其 中 
短 族 个 紫 际 的 敬 。 如 和 抽 常 = 时, 休 件 !15) 成 立 , 那 未 是 可 以 送 详 他 的， 如 单 泻 个 催 件 不 能 
通 合 , 邳 志 因 篇 ,了 | 关 0, 我 情 可 以 疆 动 给 障 (83) 的 前 % 个 行 (或 前 + 何 列 ) ,使 得 前 1 次 高 斯 
注 耻 可 以 施行 。 汉 锋 伯 (15) 革 扒 了 ==n 能 成 立时 ;我 位 有 时 要 用 到 泛 补 有 些 磷 动 的 高 斯 演 般 。 


弟 -- 部 入 。 人 当 二 并 斯 注 臣 及 其 一 些 用 玉 


轻 访 次 之 形状 
og Br 
0 x 
我 倘 求 羡 明 
=0A1B, 


事 旺 .生地 用 交换 短 随 C83) 的 同样 购 换 ,我 们 把 短 障 


1 pn 
(_ 已 一 oa 


二 了 1 
0 六 一 O41B) ° 


释 壳 次 形 甜 障 


五 


(84) 


(85) 


(C86) 


(87) 


出 定理 44, 知 短 陈 686) 有 秩 %* tn 篇 拓 障 4 的 般 数 )。 但 此 时 炬 陋 


C87) 的 秩 亦 必 等 苓 %。 攻 有 下 一 C4-1B-0, 亦 刀 得 出 (8 外 式 。 
特别 的 ,如 果 B=y, 其 中 4 需 音 列 业 阵 且 有 C 一 五; 那 未 


到 一 本 3 。 


(Ca) 


应 用 高 斯 演 段 ,我 们 得 出 次 之 方程 组 的 解 
d=y。 


再 者 ,如 朱 在 (83) 中 取 =0= 玉 , 那 末 对 和 r 障 
( 本 杏 
一 五 0 
应 用 高 其 演 段 德 ,我 伽 可 忆 得 出 : 
Gx) 
0 下 六 
其 中 三 一 1。 
求 出 4 的 过 一 个 去 法 可 民用 次 例 来 静 虽 。 


因此 , 对 垂 阵 
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2 1 1 
A=Il 0 2|, 
I 
要 算出 1 
订 用 烃 通 树 蔓 的 消去 注 各 辟 次 之 盾 陋 
2 1 1100 
1 0 3010 
四 3 1 2001 


-In oo000F 
0-1 0000 
0 0-1000 
对 所 有 村 行 ( 阶 菜 二 行 计 ) 都 加 上 第 二 行 的 适 党 的 倍数 , 使 得 四季 二 个 元 正和 估 , 第 一 询 上 
所 有 的 元 砂 部 等 雪 罕 。 此 实 除 第 二 行 篆 二 行 放 , 所 有 的 行 都 加 上 各 二 行 的 遂 当 售 吉 ,使 得 除 
弟 二 症 三 个 这 丸 外 ,第 二 向 的 范 玉 本 都 等 各 过 。 明 和 富 , 在 僵 三 行 上 , 加 .上 第 一 行 的 通 委 俯 数 ， 
车 得 我 们 得 出 次 形 拭 牌 


强 骨 二 怪 
计 时 唱 二 上 对 
其 如 骨 哩 苷 驻 
O00—21 3 
0 0 0 4# 1 | 
oo00 1 1-1 
因明 

1 一 一 1 2 

A-1=| 4 :| 
1 -1 


Lo 


入” 妾 考 上 面 的 是 诗 。 


第 三 章 ”和 维 向 量 空间 中 粮 人 性 运算 地 


短 阵 是 研究 厅 向 量 空间 中 儿 性 速算 的 基本 分 析 工 及。 轨 走 过 些 
渤 和 化 子 的 研究 , 葵 节 了 把 所 有 矩阵 来 分 类 的 可 能 性 , 且 得 出 属 基 周 -类 
中 所 有 甜 际 的 重要 性 实 。 

在 本 章 中 将 儿 述 4 亲 空间 中 阁 性 逐 算 子 的 景 箭 军 性 沉 的 一 些 钱 生 
述 。4 亲 空间 中 入 性 冲 算 子 的 滥 一 步 的 研究 稀 在 第 七 与 第 九 章 中 灯 粮 
于 以 讨 移 。 


$1.。， 向量 守 有 间 


1. 假设 已 经 粮 予 性 意 元 素 2, #1,?，,，… 的 某 一 咎 集合 刁 , 晶 在 他 训 
面 雄 定 了 十 眉 运 管 :加 汪 "到 算 和 与 '“ 半 域 下 中 的 吉 的 生 法 " 通 算 0 我 
们 假 改 迁 些 还 算 对 扒 晴 中 任何 元 素 ,yy,? 且 中 任何 元 素 a, 6, 都 
可 以 在 及 中 唯一 的 施行 , 且 有 : 

1° w+iy=y+e, 

2° (w+ +2=2+ (y+2), 

8” 玉 中 有 演 样 的 元 沫 0 存在 , 合 数 0 奥 召 中 任何 元 素 2 的 生 藻 
都 等 让 元 素 0 : 

0.£=0., 

4° 工 -由 一 必 。 

6° a(lB2) = (a8)s , 

6° (gt+AE=at+ Br, 

7° or 二 ast ay , 

定 闵 工 ， 元 素 的 集合 也 ,在 他 囊 面 常 可 唯一 的 施行 南山 涝 算 : 元 


必得 和 些 腺 算 特 用 平常 的 符 臣 “十 > 俱 “ “来 村 出 ,而且 稚 一 个 特 跨 常 党 将 去 而 号 是 暑 
审 售 有 在 内 。 


50 看 咎 区 


和 下 元 素 对 下 中 数 的 莱 浊 ， 而 日 过 十 伍 过 你 省 合 公 琶 

一 7° 肤 , 我 们 称 之 篇 ( 域 廊 上) 向量 空 间 , 而 称 其 元 素 篇 向 秆 9 ， 

定 攻 2， 民 中 向 贡 作 ,y，…, ,各 篇 各 性 钼 关 , 如 潜在 攻 中 有 过 
檬 的 煞 a; 8，…, 8 存在 ,不 杂 等 内 零 , 合 得 

ar tAy + ou=0., C1) 

如 果 没 有 汗 样 的 粹 性 相关 性 存在 蛙 , 向 最 >，8，…， 严 共管 次 性 插 关 。 

如 采 向 臣 计 ,8 ，…, 有 牺 性 册 关 ;于 未 在 他 们 于 面 至 少 有 一 个 可 以 
由 篇 健 数 在 城下 中 的 其 能 雍 向 量 的 入 性 租 合 。 例 如; 如 果 在 {1 中 
UD 那 末 


定 六 3.， 空间 北 稀 篇 有 限 雁 空间, 而 数 ” 需 遵 一 个 空间 的 悉数 ， 
如 果 在 站 中 有 % 想 入 性 德 关 的 向 量 存在 , 同时 嫩 中 任何 nn 二 4 刁 向 站 
都 是 物性 相关 的 。 如 果 在 窑 贞 中 可 忆 找 出 任 次 多 搓 向 景 称 性 犯 关 系 诗 ， 
那 末 稀 芝 一 个 仅 阅 篇 挺 限 雁 空 间 。 

在 提 - -教程 中 ,主要 的 斌 究 有 限 纵 空间 。 

定 导 4 在 ?3 和 维 空 浊 中 , 葵 予 了 有 一 定 次 序 的 插 性 无 天 疝 景 弓 ei， 
2 eu 稳 篇 后 届 空间 的 基底 。 


2. 例 工 ， 至 党 的 向 明 策 合 ( 有 向 的 六 何 糠 向 ) 是 一 个 沽 灯 向 昌 空 间 。 淹 个 灾 冰 中 所 有 届 
基 - -个 平面 平行 的 向 量 桥 成 一 个 二 灯具 间 , 而 瑞 某 一 饼 直 征 平 行 的 全 部 向 显 构成 一 个 一 雁 向 


发 空 间 。 
例 ”， 杰 感 互 中 路 个 数 的 现 Y= (9 加 … zn) 吉 向 量 作乱 一 个 固定 的 散 1。 及 重 列 
给 斋 的 到 算 篇 其 基本 渤 算 : 
{ls Tay 7s En) TF Ms Yas Wn) = m1 ee Te a) 
信人 


殉 避 ,0 全 需 其 替 光 未。 容 且 在 得 ， 所 有 的 公 吉 1 一 ?7? 都 能 滴 合 。 尝 些 向 量 查 成 一 侦 


LE 不 骨 看 出 .由 性 时 1 一 7? 可 避 得 出 所 有 于 常 雪 崔 四 加 暴 祖 汇 的 性 定 。 信息 , 芭 其 号 
中 任 一 元 ;x0 二 x[x 二 01 二 0 -x 二 (二 0)x 二 1 ,w=x]，x 十 (一 x) 二 9， 其 中 
一 站 二 《一 1)'w, 诸 如 此 锻 。 


第 - 部 从 第 三 嫩 “六 向 量 瑟 辣 中 亲 性 到 稻 子 51 


+# 粹 空间 。 作 篇 二 候 空 间 的 世 诡 ,和 例 尖 [可 具 上 充当 般 去 超 障 的 著 列 : 
i, Ds ON Ds Ts DD Ds Dy -ey ye 
在 过 何人 鲁 玫 中 所 讨 静 的 窦 间 , 常 大 短 叶 楼 数 序 生 问 。 


Tree 


例 3 舞 限 序列 (如 … 站 的 焦 台 ,其 中 祖 自 玉 的 定 册 运算 : 
{Tl Nas pm 了 二 
FEEL Way rs Tr = Tg py 
妻 现 需 一 个 扰 限 灯 空 间 。 
例 4， 隶 鼓 在 域 瑟 中 ,次 散 9% 的 这 项 臣 加 十 al 十 … 十 ar- 1 草 厅 可 以 表 品 一 个 
厅 向 县 空 间 各 。 作 骨 租 简 主 和 的 基 由 , 例如 ,可 以 皮革 实 如， 间 ， 雪 人 1 
所 有 的 凶 项 二 (下 吉 次 吉 的 限制 ) 构 成 … 个 艇 风 攻 空 间 。 
全 §8， 所 有 兢 定 樵 明 隔 间 59, 9. 上 的 户 数 构成 一 二 竹 限 粹 空 出 。 


设 向 量 乌 , 6&2，…, 构成 4 座 癌 量 空 出 五 的 基底 ,而 w 党 和 导 
个 空间 的 任 一 向 量 。 那 末 向 量 风 ，e6iy ez er 是 穆 性 相关 的 《 因 仿 他 
的 赔 数 等 黄 nn 十 1): 
oo el 十 ctoez 十 十 tn 一 站， 
圭 在 涩 coy ea po 中 圣 少 有 一 侦 不 等 训 震 。 伍 由 了 癌 荆 的 
的 袁 性 插 关 性 ,在 此 时 必须 有 mz#0。 四 此 
奖 二 61 和 十 Xo@2 十 :叶山 所:， (2) 
其 忠心 一 一 二 ($=4, 9, :+ NY), 
注意 ， 喜 Vy 由 所 于 向 量 4 于 基底 el, ee， …，en 所 了 唯 
一 条 定 的 。 事 实 上 , 如果 同 (2) 节 列 的 当 英 向 量 史 有 另 一 种 开水 式 


人 一 拉 Ba 十 2 十 十 JE， C8) 
闭 末 , 彻 ( 3) 沽 去 (2 ) ,我 们 得 出 : 
(TE) (0 La) Gat en =0, 
故 出 基底 向 量 的 多 性 揪 振 性 推 知 
MI 一 N10 
亦 鲫 
条 一 和 一 C4) 


全 ”可 内 取 球 沉 的 凶 项 趟 加 法 雁 针 项 式 对 散 的 习 法 恬 恕 他 的 基本 到 算 。 


#2 蜡 障 芥 


数 2， 2 En 称 篇 在 基 压 BE1, Eo 1 En 中 河 世 站 的 坐标 。 


起 本 
加 虑 X= tie Y= i 
内 部 
那 来 TTY TTY AT = Xa ei, 


亦 即 ,向 最 和 的 华 要 可 由 器 向 蘑 的 对 砍 坐 桔 的 相 加 来 得 出 ,在 琵 一 个 
重 以 数 < 时 } 所 在 的 坐标 都 阳 和 素 上 演 - -倒数 。 

和 4， 让 和 癌 重 

Cn= Done Ch=1, 2, + 0) 
刘 ' 性 相关 , 亦 闻 
cvr=0, 《总 

下 在 数 2 czy or 中 至 少 有 一 候 不 等 和 亢 震 。 

如 果 一 个 河 量 等 座 堵 , 那 末 他 的 坐 枝 至 等 於 需 。 故 向 量 等 式 《5 ) 


相当 苍 奖 之 粮 晤 等 式 粗 : 
Lp 
C1N21 十 ceo + | Cm Tom =—0, (8) 


Orn 十 gt 二 一。 
已 知 明 一 粗 关 训 0, ce，…， oo 的 壮 次 入 方程 粗 有 非 堵 人 解 的 充分 必 
村 人 条件 ,是 他 的 傈 数 答 阵 的 秩 小 亦 末 知 量 的 个 数 ， 丈 邹 小 拱 刀 。 因 此 ， 
他 的 特等 亦 数 人 是 阅 量 wii Ye， tn 称 性 插 央 葛 充 分 必要 休 件 。 
迁 衬 一 来 ,就 有 次 之 
定理 1， 答 了 化 向 量 移 ,, to …, do 类 性 抱 关 的 充分 必要 人 必 件 ,是 
在 任何 基底 中 由 适 些 向 量 的 符 标 所 组 成 的 短 阵 
1 Wl Ie 
ee (17) 


nl Wg nt 


第 一 部 并 ”第 三 章 闻 灯 向 量 空 间 中 称 性 于 引子 59 
的 特等 放 m, 亦 印 等 认 向 晤 的 个 数 。 

吐 “ 向量 zx， zs，…，2o 的 控 性 多 并 性 乃 明 了 甜 障 (7) 中 族 列 的 
焰 性 和 扰 关 性 , 因 篇 位 山 第 4 位 列 的 是 向 量 和 x 的 坐标 (CX 二], 3 …， 亿 )。 
因此 栋 据 定理 ,如 果 在 发 方 甜 阵 中 攻 烈 称 性 铸 关 ,天 末 渤 个 算 阵 的 秩 等 
筷 他 的 唱 的 公 数 。 故 知 在 任 一 基 友 答 阵 中 ， 千 性 手 关 列 的 最 天 的 获 日 
等 艇 过 个 夭 阵 的 秩 。 吾 江 ; 如 果 我 倍 转 信 短 菁 , 亦 即 凡 和 行 答 列 以 列 芒 行 ， 
某 示 显然 此 时 短 阵 的 秩 丫 扰 改 楼。 因此 ,在 长 方 短 际 中 ,好 性 抱 天 列 的 


烈 数 , 竺 基 炊 性 扰 关 行 的 行 数 , 亦 等 於 知 一 个 短 阵 的 秩 仿 。 

5 如 果 在 + 共 宅 关中 已 烃 取 定 基底 e1, ez, …， en, 那 末 每 一 个 向 基 x 都 叭 一 的 对 阀 丰 
列 “一 (my zy) 其 申 而 ,v2 …， zn 名 向 量 * 在 届 一 个 已 示 基 七 由 的 稚 标 。 渤 样 一 来 ， 
粮 巴 了 基底 就 在 任何 一 个 粹 向 量 符 闻 吾 中 的 向 其 与 例 2 和 所 珀 的 4 半数 序 空间 至 的 向 
登 之 闻 楼 底 了 一 贷 一 一 泽 哺 基 保 。 而 且 尼 中 向 其 的 和 革 床 认 在 到 中 的 姑 亡 向量 的 和 。 对 
於 向 量 与 大 五 中 的 数 4 的 号 积 亦 有 类 似 的 情形 。 搞 名 活 设 , 任何 x 灯 向 基 空 闻 都 与 灯台 
序 空 闻 同 楼 ,因此 ,所 有 在 同 一 个 轩 域 万. 上 的 礁 数 同 篇 的 向 居室 间 部 息 锌 此 同 楼 的 。 过 就 
各 明 了 ,如 果 把 同 棒 的 家 问 当 敏 一 个 来 看 待 时 ,对 於 世 予 的 数 城 记 一个: 条 商量 内 加 存在。 

可 能 发 生 洽 柑 的 向 题 , 如 果 把 间 构 的 空间 菇 做 一 个 来 看 竺 时,“ 拍 象 的 ”太空 间 就 归 * 
艳 束 序 空 间 重 合 , 敌 什 么 我 们 又 下 进 “ 抽 条 的 ”" 革 宪 闻 。 惠 袖 上 ,我 们 可 以 界 就 向 遇 炮 示 巴 
一 定 次 序 的 4 合 数 所 成 的 粗 , 习 各 蚀 2 一 柑 建 立 测 蕉 过 蔚 向 最 的 运 党 并 名 。 但 此 味 会 把 与 基 
启 的 选取 扰 册 的 向 其 性 时 同 对 认 特 殊 基底 所 缘 生 的 情况 混在 一 超 。 例如, 向量 的 求 标 们 等 失 
罕 且 才 个 内 前 的 性 质 ， 他 多 基 庆 的 还 卡 夭 昌 。 疝 生 区 代入 此 和 等 和 下 是 演 人 向量 的 性 和。 


和 


最 性 质 。 
2， 肌 像 半 锥 空 所 图 m 蕉 实 所 中 前 狠 性 还 算 子 


工 .讨论 粽 性 楼 换 
扩 一 全 11 人 1 十 Ge 人 i 囊 ，， 
31 ts te er Ty (8) 


Yt a nat ,at 


业 ”道人 入 芽 朵 是 答 定 理 1 来 笠 泊 的 ， 在 定 至 1 的 给 内 光明 中 ， ,我 们 用 到 克 妇 吉方 积 租 的 已 知 
性 轩 ( 算 有 在 佛 吉 出 穆 的 孤 小 部 未 知 呈 的 个 数 紧 嫉 有 非 零 解 存在 ).， 汽 他 水 可 不 刑 二 一 个 性 
质 来 斌 明定 理 1 (他 考 站 5)。 


54 起 路 菇 


其 傈 散在 虑 五 中, 筑 同 在 遭 一 介 域 六 的 南 个 向 量 空 间 : 么 闪 空 贡 吾 慢 
呈 蕉 空间 总 。 我 们 在 召 中 选取 某 一 基底 ea ea …， 久 有 在 总 中 玩 取 
某 一 基底 gi ;nm 。 那 末 攀 痪 18) 和 玉 中 千 一 俩 向量 冯 一 人 26i 


篇 S 中 某 一 个 向 量 y 一 闻 gr， 亦 即 , 名 次 (8) 确定 了 一 个 这 算 子 4， 
名 向 量化 党 癌 基 53: 5 二 夺 X 。 不 内 滞 出 ,过 个 运算 子 太 有 牺 性 的 性 针 ， 
我 们 将 其 六 篇 : 

定 闵 5 映像 忆 共 5 中 的 逐 算 子 44, 亦 序 多 民 中 每 一 个 向 量 交 
篇 与 中 傈 一 个 向 量 y= AZ 的 速算 子 , 竹 篇 燥 性 的 ,如 果 汉 锥 召 中 任何 
向 量 w, wi 与 反 中 任 一 数 ac, 都 有 


AX+ED) = AT+AT, ACax)=aAx, C9) 
性 榜 一 来 ,对 於 胰 与 S 中 已 子 的 基底 , 焰 拱 (8) 确定 一 - 眉 糠 性 到 算 
子 ; 映 像 电 礁 伍 中 。 


现在 我 们 求 王 明 , 相反 的 , 滋 於 任何 映像 屁 蕉 鸟 中 的 粮 性 洒 算 子 
在 与 中 中 任 一 菇 底 e1, 6s，…, er, 访 中 任 一 基底 5，9a， gm， 都 
有 元 素 在 域 五 中 的 还 襟 的 长 帮 短 障 
B11 Hg" Hn 
tl] on ""” thu (10) 
Om ma {mg 
让 在 ,和 用 过 一 拭 库 率 祥 成 的 称 性 网 换 (8 ) 把 区 换 和 后 的 问 量 8= dd 的 
坐标 径 何 量 字 的 坐 宗 求 才 出 。 
事实 上 ,应 用 到 算 开道 拱 基底 的 向 量 es 来 得 出 在 基底 gh, gs,…， 
gm 中 国 量 dex 的 坐标 和 且 妃 之 篇 (Ip, dz， n= 2 
4ex= 袜 ax (11) 


同 生 等 式 (10) 的 两 节 以 zi 生 将 其 全 部 加 起 ,我 何 得 出 : 
> rs Ae. -> Cig 证 
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[Ee 

y= Axr-A(Saer)— TAer— Syg, 
其 中 = Dam (t=1, 号 入 20 
迁就 是 所 要 苹 明 的 苦果 。 


肖 笠 一 来 ,关於 及 与 S 中 已 予 的 基底 ,每 -个 映像 尼克 号 中 的 入 
性 于 钳子 4 当 旭 外 一个 村 数 乱 mxn 的 长 方 知 征 (10): 反 之 ,每 一 个 到 
楼 的 年 际 对 应 认 革 一 个 区 像 正 礁 8 中 的 千 性 济 算 子 。 

此 时 在 蜀 底 放 运 算 子 4 的 矩阵 4 中 ,其 第 上 列 且 向 量 Aei(b 二 1， 


Ti Yay Hn) 与 g= Cy we ym) 志向 量 怀 和亲 的 坐 
室 列 。 那 未 向 量 等 式 


y= A 
对 厢 走 垂 阵 竺 式 
y= Ax, 
人 避 就 是 炙 换 (8 ) 的 短 隧 寡 法 。 
例 


计 给 所 有 的 保 徐 在 加 碱 玉 中 ,次 喜 < 一 的 ,+ 的 多 项 式 集合 。 示 一 俱 集 合 可 以 类 篇 
帷 内 基 具 加 如 ( 灼 考 本 章 第 一 简 1 中 的 便 4)。 间 说 的 , 保 数 在 城中 ,六 数 所 4 一 ?的 t 的 
全 部 多 项 式 构成 空间 及:_1。 微 人 还 算 子 全 多 及 , 中 每 一 俩 多 项 式 乱 有 Rn: 中 某 一 个 多 项 
式 。 演 科 一 来 , 道 信 首 算 子 映像 忆 , 稚 Rs1 中 。 籁 牙 逐 筑 子 基 一 个 乏 性 逐 算 了 于 , 因 货 

PO ,I= 

在 窟 冯 尼 。 窒 R,-1 中 ,选取 + 的 害 次 各 基底 : 

I= 


峰 玫 公式 人 11 , 笠 成 在 道 些 基 卡 中 其 了 崔 谣 微 秀 到 算 十 的 tr 一 1) xn 杂 蚌 方 拒 陋 
GO 1 0:..£0 


LP | 
yy 0 Dg 


§3. 和 粮 性 忆 算 子 的 加 法 与 乘法 


1. 讼 予 映像 品 舱 六 中 的 十 个 铬 性 运算 子 和 4 姐 五 , 旦 发 其 各 当 床 

莽 矩 阵 
A=laen|, B= GG=1, 号 mm; hl, DB, 1 )o 
定 闵 6， 束 筑 子 4 与 如 的 和 是 指 由 坎 之 等 式 所 休 定 的 逐 算 子 C， 
Cx=ArtBx (rEROQ, (12) 

趣 礁 避 一 个 定义 , 容易 王座 , 绿 性 有 运 算 子 4 办 如 的 和 C=A4+ 晶 
外 十 一 个 耕 性 运算 子 。 

再 渚 ， Ce.=Ae.+ Be,— Coir Pi Ye 四 


故 知 运 筑 子 心 对 应 枚 算 陈 下 一 ,ok 其中 居 王 cg 十 责 人 一 开 呈 
二 1 2 1) 亦 印 运算 子 C 少 麻 蕉 算 障 


=A+B, (18) 
入 对 麻 於 向 量 等 式 (12) 的 炬 陆 等 式 

Cz= Az+ Be (C14) 
(z 篇 向 量 w 的 坐标 列 ) ,可 以 得 出 间 乏 的 车 果 。 因 篇 列 z 是 任意 的 ,所 


慨 由 (14) 可 以 推 得 (13)。 

2%， 设 予 三 个 向 量 空间 六, SS 与 了, 各 有 状 烘 49, 与, 日 予 丙 个 
好 性 运算 子 和 办 吾 , 其 中 如 映像 尽 诅 驴 中 而 夸 眶 像 号 於 卫 中; 用 
符号 的 富 靶 篇: 

有 二 局 旺 屁 ， 

定义 7.、 双 算 子 4 肚 吉 的 乘 稿 苹 指 泛 样 的 圳 算 子 C, 漳 认 如 中 

任何 下 都 有 
Cxr=ACBYX) (XER), (15) 


和 xERR 的 意 闵 是 读 元 龙 x 周 认 第 合 玉 ,， 我 们 是 候 要 等 小 并 加 对 秀 最 中 任何 x 部 
人 能 成 立 。 
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爱 筑 子 C 映 像 尼 众人 中 : 
TR, 
由 运算 子 4 刁 如 的 贸 性 性 质 可 推 得 肥 算 子 蕊 的 穆 性 性 袖 。 在 空 
六 吾 ,S, 了 中 渤 到 任意 基底 ， 叶 以 4, B,C 记 到 算 子 要 , B,C 下 所 
胸 定 的 基底 中 的 短 和 位, 那 未 向 量 等 式 
2=Ay, y= Bx, 2=CR (16) 
将 对 应 殿 短 陆 等 式 
z=Ay, y= Br, x=0O%, 
其 中 省 y,? 各 篇 向 量 X,y 2 的 坐 千 刘 。 故 得 : 
Orz= A(B2) =tADY%, 
再 由 出 3 的 任意 性 , 知 有 
OC=AB., (1 
站 榜 一 来 , 洱 算 子 4 与 如 的 环 积 C=4B 装 麻 检 短 阵 0O= | or ， 
二 1 2 了 =] 2 …, 9), 但 等 殿 竺 陈 4 与 上 B 的 乘积 。 
让 读者 和 白 己 去 杂 明 ,到 算 子 
C=ad aEEK)O 
对 应 拱 短 隧 
O=ad, 
温 榜 一 来 ,我 个 看 到 在 第 一 童 中 所 设 的 和 矩 障 的 到 算 可 以 界 膏 篇 寻 
性 逐 算 子 的 和 了 + 总 , 积 4 如 与 a4 所 对 订 的 算 陈 4 十 AB 由 ad， 
其 中 4 有 贱 卫 篇 针 应 於 运 算 子 芝 肚 呈 的 答 障 , 耐 a“ 乱 天 中 的 数 。 


4， 坐标 的 乌 换 


时 询 在 % 杂 向 量 空间 中 的 十 个 基底 ; Ba Bz，…， es" 蕉 * 大 底 ) 与 
1, e2，》 ” en (新 基底) 0 
如 果 条 了 巴 了 其 中 一 租 共 底 的 向 量 央 礁 另 一 基底 的 坐 枝 , 那 未 基底 


闪 ”证 这 基 组 对 认 肖 人 向 运 算 半 有 Cr 一 axtwE 好 )。 


58 缘 斋 驴 


四 向 量 的 机 互 关 休 各 完全 歼 定 。 
我 倘 慨 识 : 
e1 = 二 fore 十 十 和 12ny 
C2 = te 十 加 2Bs 十 … 十 加 zen， (18) 


由 由 


en tne 十 如 es 十 和 十 上 ren 了 
或 者 多 刀 篇 : 
EE 二 ie (t=1, 323, ;1) 《I18 ) 
找 出 同一 的 向 量 在 不 同 基 底 中 的 谷 楼 则 的 关 标 。 
裔 zo 和 是 种 在 "车 " 基 底 骨 ' 新 ”大 
府中 的 坐 种 : 
Tz 一 也 wie 一 并 e:, (109) 
好 {13) 式 中 向 量 全 的 表示 式 代 入 (19) 式 中 ,我 们 得 出 : 
x 一 总 避 六 fr et -人 ( 袜 tee 0 
比较 苇 一 个 等 式 愉 (19) 式 且 注 党 襄 量 的 坐 逢 稿 所 对 向 量 界 所 首 基 庭 所 
一 了 1 3 全， C20) 
或 者 祥 和 的 祠 篇 : 
多 1 一 页 1 交 ] 十 丰 o003 十 -十 nr 人 0 ， 
2 一 ast to (21) 
Tn 一 mt 二 tw 十 a 已 
(2 了 0) 式 确定 了 欠 某 一 基底 多 到 另 一 基底 有 时 向 量 坐 标 间 的 杰 据 。 他 


们 把 “ 态 举 标 既 “新 坐 宁 来 改 出 。 算 障 
了 = Ibs (22) 


第 一 -前 牙 第 三 达 7 类 向 最 宇 酒 巾 粮 性 到 委 子 胸 


称 答 坐标 的 构 换 短 阵 或 泪 化 算 阵 。 在 他 晤 面 的 第 友 询 是 由 新 基 夺 中 
第 下 个 向 最 在 “车 -基底 中 的 坐 醒 所 组 成 的 。 演 可 以 从 (18) 式 水 看 出 或 
者 直接 在 (31) 式 中 取 并 = 工 而 党 “， 关 时 取 和 如 =0 束 得 出 。 
注意 , 短 阵 了 工 是 满 秩 的 , 亦 即 
! 人 0 。 C28) 
事实 上 , 在 (21) 中 取 有 一 X52 一 … 二 加 一 0, 我 们 得 出 行列 式 篇 , 卫 | 
的 % 自 知 最 匀 , 22，…， 2 的 4 个 课 次 方程 的 如 方程 租 。 省 自 万 程 粗 葬 
有 和 堵 解 刀 一 0 到 一 0 如 一 0 因 篇 否则 由 以 多 将 得 出 向 量 @1, 6 er 
词 的 寻 性 相册 性 。 故 有 | 了 | 关 09， 
中 | 进 电 刻 短 阵 j= (oa zr yy 惧 2 二 22; 人》 的 讨 


捉 。 
和 尹 ' 来 从 标的 打 换 公式 (21 可 以 窟 笑 次 之 年 阵 等 式 : 
w= 了 mw (24) 
再 同时 左 习 和 导 柚 等 式 的 苹 凶 战 7，, 我 们 得 岂 迹 狠 换 的 表示 式 : 
T= Tg, ‘268) 


35， 相 抵 矩 委 、 运算 子 的 秩 。 妖 本 及 斯 委 不 等 式 


1. 恨 裔 已 予 数 域 访 上 礁 数 各 篇 吕 时 吧 的 雨 个 向 量 空 间 亚 更 含 ， 
且 了 予 映 像 叱 亦 闪 中 的 稼 性 思 算 子 4 ,在 本 凶 中 ,我 人 来 设 明 , 澳 六 与 
后 中 的 基底 变更 德 , 六 腾 樵 所 于 粮 性 过 算 子 和 4 的 短 障 是 怎样 到 动 
的 。 

在 开导 辣 中 各 取 基 底 el，ea， …，e 民生 和，… gm。 在 汇 些 
基底 中 , 屋 媚 算 子 4 对 诡 殿 短 耻 4= [awl, (=1, 3， 中 一 1 2 
… 和 9%)。 阅 量 等 式 

y=Ag 《3267 


办 ”不等式 (23) 亦 可 欠 定 理 1 {水 章 和 1, 如 推出 , 因 篇 于 了 脐 了 的 元 素 古 粽 性 组 其 向量 
租 el 时 EE | 人 的 “ 秦 " 举 标 。 


www — or" 


对 赚 於 矩 休 等 式 

y= A%, C27) 
其 中 2 了 9 需 向 量 应 与 ¥ 各 在 基 夺 El+: Cry *"*) Cn 噶 Hs Hay yy Hm 中 
的 坐标 列 。 


现在 在 羽 和 与 访 中 取 曙 让 的 基底 1 e201 和 gi 5 
在 新 基底 中 ,2 zy， 二 各 换 需 : 2*,，y* ;A*。 此 处 
昌 (C238) 
芒 日 盘 育 各 写 阶 篇 % 民 训 的 泪 秩 万 障 , 他 全 篇 空间 如 由 总 中常 蕉 基 
故 坟 篇 新 基 诡 时 的 坐标 的 多 换 簿 陆 ( 这 者 $8 4): 


4 一 0 3 一 必 oo (29) 
那 末 往 (2) 与 (20) ,我 何 得 出 : 
r=N-iy= Nidv— NAQe* 。 (C30) 
识 卫 = 六 号 , 我 们 由 (23) 有 科 (30; 得 出 : 
A*~=PAQ, (81) 


定 赣 8， 南 个 礁 数 相同 的 长 方 逢 阵 4 与 3 称 需 相抵 的 ,如 果 有 丙 

个 满 秩 :三 障 忆 熏 电 存在 ;人 使得 
B=PiAQ, (32) 

由 C31) 得 知 ,在 丸和 蜡 访 中 屠 取 个 同 的 基 许 时, 导 诡 典 同 一 略 性 过 
管子 盟 的 填 个 算 陆 ,其 永 训 彼 几 相 抵 的 。 不 邮 丰 出, 相反 的 ,如 果 在 下 
熏 有 中 对 城 某 一 基站 来 贡 算 阵 4 洲 砍 认 连 算 子 嫩 ,而 年 重 了 向 垂 阵 二 
相抵 , 那 末 在 及 与 S 中 一 定 可 以 氏 诬 某 一 个 另外 的 基底 环 改 , 互 是 对 
麻 於 同一 还 算 子 有 4 的。 

得 榜 一 率 , 每 一 个 鼎 像 呢 樵 S 中 的 千 性 这 算 子 , 济 麻 座 元 素 在 域 
站 中 的 由 彼此 相抵 的 短 障 所 租 或 的 算 障 类 。 


各 ”如果 算 牌 委 典 让 有 亲 燥 内? 闭 未 在 (32) 中 方 隆 卫 的 故 数 等 於 ;, 而 方 阵 龟 的 
先 教 等 皂 4 。 如 果 相 括 想 阵 二 看 吾 的 元 妇 属 座 蘑 一 个 敦 域 , 那 来 红妆 一 费 意 亦 可 到 簿 赚 
亚 取 ,使 得 他 悄 的 元 未 都 轩 礁 证 个 同一 的 数 城 。 
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3， 次 之 定理 答 子 两 和 个 短 陆 的 相抵 性 的 制定 : 

定 于 2. 峡 个 同 妈 数 的 长 方 惩 陈 彼 此 相抵 的 充分 必要 条件 是 半 丁 
个 矩 阵 有 栋 同 的 秩 。 

屋 明 

钳 件 的 必要 性 ”在 (在 或 右 ) 乘 长 方 拭 陈 及 任 一 注 物 方 阳 时 ,不 网 
有 长 广 短 阵 的 秩 {( 宏 郑 第 一 章 ( 鸡 ) 式 下 耕 的 桔 蕉 ) 。 故 田 (人 33) 得 出 

人 二 To 

条件 的 充分 性 ” 设 4 需 一 个 %xn 亲 的 长 方 垂 陆 。 他 囊 出 一 个 映 
像 鹤 间 如 ( 基 亡 需 e@1, 62， ,er 时 ) 愉 驴 (基底 篇 ,94.，…， gn 蛙 ) 
中 的 季 性 到 算 子 4 。 内 "让 向 是 de Aes,…, 4e, 中 糠 性 无 关 向 量 
的 个 数 。 没 有 什 床 相 失 的 ,可 以 假设 向 量 A4e81, 4e， ,4e- 是 穆 性 乱 
天 的 @ ,而 其 条 的 向 量 de … de 可 以 淘 他 介 球 舟 性 玲 出 : 


4es= 习 ou Ae, (于 7 十 n), (88) 
在 县 中 定 出 次 之 形 固 的 新 基底 : 
€: (二 1 9 
那 示 由 (38) ,得 
ex 一 D (人生 一 十 二 Nn) (85) 
我 们 又 假 规 : 
Aei—g; C=1,2,.,7), (36) 
向 量 9 93,…, 57 先 性 扰 天 。 栅 充 以 某 些 向 量 gr pp 9 使 i, 92 
一 J 成 篇 六 的 基底 。 
亚 末 在 新 鞍 底 ef 23 981 9m 中 尘 应 认同 一 有 带 算 子 4 的 
甜 耳 ,用 (8352) 时 436) 将 有 欧 之 形状 : 


1 狂 订 以 出 调动 起 庭 由 向 量 ls Ed "En 的 这 台 来 得 出 。 


避 名 可 陡 议 


|, (87) 


二 


在 短 障 I 工 中, 沿 主 狼 角 好 由 工 间 下 有 7 个 1; 短 隙 工 ,的 其 他 元 琴 
全 等 拱 等 。 因 篇 甜 阵 4 宽 工 部 闭 麻 厅 同一 运算 子 和 ,所 记 他 们 十 息 紫 
相抵 的 。 因 贺 已 挛 司 明了 相抵 短 阵 有 相同 的 秩 , 所 以 原 短 阵 的 秩 等 航 
人 

我 们 已 椒 杂 明了 任何 7? 秩 晨 方 短 血 都 典 “ 标 准 " 短 障 了 相抵 。 但 短 
陈 工 完全 被 亲 数 和 xxw 租 数 了 所 约定 。 故 所 有 各 xm 杂 的 7 秩 屁 方 短 
阵 都 殿 同 .一筹 体 I 相抵 , 因 丽 彼此 相抵 。 定 理 邹 已 倒 明 。 

3， 假 坝 已 沟 葵 予 了 映像 ” 维 空 闻 囊 巩 咖 维 空 间 S 中 的 粽 性 汉 算 
子 岂 .4 形 的 向量 第 侣 ,其 灵 E 加 者 ,构成 -- 个 向 量 鹤 疗 四。 我 俏 疏 
二 如 来 记 站 一 个 空 刹 ; 他 是 空间 号 的 - -部 从 ,或 者 说 他 是 空间 SS 的 子 
实测 。 

所 六 中 子 空 尚 提 民 相 件 的 ,我 们 者 感 所 有 遗 合 方程 

不 一 0 (38) 
的 站 量 2tE 号)。 溃 些 向 量 同 样 的 棍 戊 民 中 子 空间 ;我 们 和 WV 来 记 
如一 个 子 实 明 。 

定义 9. 如 果 砚 性 运算 子 4 跌 像 召 巩 仿 中 , 那 来 空间 4 如 的 维 
数 r 称 需 运算 子 4 的 物色 ， 而 由 所 有 庆 合 条件 (38) 的 向 量 (YE RE) 


QO Ax(xE 已) 形 内 车 集 合 遂 全 31 的 公 训 1 一 7°， 因 篇 抽烟 AX(w Eh) 形 的 向 生 的 
和 洪 二 入 向 量 弱 通 的 滋 种 仍然 给 予 送 梓 形 状 的 商量。 

此 问 4 的 粹 数 永 这 < 和 则 刁 的 次 数 , 亦 即 rn 。 党 个 可 以 由 等 式 x= 以 aa 
《ely my en 篇 吾 的 共 克 而 到 竹 式 4xr= 疡 J 来 得 出 。 
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所 构成 的 空间 六 4 的 亲 数 4 稀 篇 运算 子 4 的 觅 。 

对 郁 一 个 已 予 的 到 算 子 和 4, 在 不 同 的 基底 中 所 沸 麻 的 全 部 相抵 长 
方 矩 阵 豪 而 ,有 一 个 栖 准 类 陈 了,[ 容 者 (87)]。 以 熙 ,62，…，65 觅 到， 
2，…, 8Vm 各 各 其 在 如 熏 筷 中 的 对 肤 基 底 。 那 末 

de 一 8 , A =—g, er 一 … 一 er 一 0 。 
由 4 总 由 Ns 的 定义 , 知 向 量 玉 ，… ,5 措 成 4 玫 的 基底 ,而 向 量 
ertlr…s ea 酸 底 六 as 的 基底 。 因 此 推 得 ” 乱 违 算 予 4 的 秩 而 
d= , (39) 

如 果 4 荐 任何 一 个 染 应 检 肖 算 子 生 的 短 障 ,新 末 他 开 工 相抵 ,办 

而 有 相同 的 秩 7 。 温 样 一 求 , 运算 子 4 的 秩 刁 长 方 短 陈 4 的 秩 相同 ， 


WY Oa ln 


和 


Chl ma "*" rn 
各 运算 子 4 在 芝 十 个 基底 C1 Ba 1 人 ER 典 91， oy "i's yn 中 


所 碎 定 的 。 

乱 障 4 的 诸 列 篇 向 量 A4e:, 4e,, …, Ae, 的 坐标 所 粗 成 。 因 怖 由 
z 一 习 2el 得 出 Aw 一 人 w,Ae:, 所 以 和 运算 子 4 的 秩 , 亦 即 4RR 的 猴 
数 , 等 从 4e,, 4e,，…, 4e, 中 元 性 钴 天 向 量 的 个 数 的 最 大 数 。 得 楼 
一 床 , 拓 陈 的 秩 等 起 还 个 姑 陈 中 狠 性 无 并 列 的 列 数 。 因 在 导 壮 徐 阵 惩 ， 
换行 需 烈 而 不 购 其 悉 , 所 以 算 际 的 执 性 扰 半 行 斤 个 数 等 基 过 个 甜 陈 的 
秩 人 @。 

4， 假 谤 已 郝 答 于 两 个 铬 性 严 算 子 4, 与其 乘积 C=A4 如 。 艇 滨 
筑 子 召 里 像 召 认 尽 中 , 而 逐 算 子 4 映像 S 认 克 中。 那 林 源 算 子 C 
揣 像 妖 放 和 式 中 : 


TS R, TR, 


从 ”区 共 半 一 个 医 果 ,我 们 已 径 在 红 外 用 另 一 种 推理 来 得 出 ( 春 考 1, 4 的 菩 尾 )。 


名 和 4 起 限 襄 


对 风 屁 , S 且 下 中 某 一 选 定 基底 ,引信 束 算 子 4, 如 与 C 的 对 应 
垂 阵 4, 五 对 CC 。 那 末 有 运算 子 的 等 式 C=4 已 特 对 应 其 垂 随 等 式 
UCU=—AB., 
过 ra， 如, 世 的 秩 , 亦 序 务 篇 矩 是 4, 了 ,0 的 
秩 。 尖 些 数 篇 子 空间 44S,， BR, A(BR) 的 礁 数 所 航 定 。 因 BRCS,， 
所 以 A4CBR)CASOQ。 再 洁 ,， A(BR) 的 妈 数 不 韶 超 过 如 尼 的 移 数 合 ， 
故 有 
人 
针 於 迁 些 不 等 式 ,我 们 全 远 在 第 一 章 8 2 中 , 由 关 放 雨 个 符 阵 的 乘积 中 
子 式 的 公式 求 出 来 过 。 
潜 到 算 子 扫 4 需 映 像 如 只 於 于 中 的 到 算 子 。 于 末 导 个 爱 算 子 的 鞭 
往 等 航空 间 44BE) 的 杂 数 , 亦 印 >o 。 故 由 (39) 式 ,我 们 得 出 : 
Te= 人 一 ， C40) 
其 中 届 需 通 方 程 
Ax=0 (41) 
的 所 有 召 恕 中 新 向 量 的 入 性 揪 天 向 量 数 的 极 大 数 。 但 下 一 方程 的 导 
蕉 5S 的 所 有 解构 成 一 个 4 条子 空 弄 ,其 中 


= (42) 
篇 映像 写 礁 了 工 中 的 之 算 子 4 的 觅 。 因 管 BRCS, 所 以 
dA (48) 


由 (40) ,42) 熏 (43) 我 们 得 出 : 
74 十 站 有 一 名 < 
关 样 一 床 ,我 们 得 出 了 关 共 mx xn 礁 且 axg 炎 两 个 长 方 算 陈 4 答 
B 的 滋生 的 覆 的 次 之 了 腹 尔 凡 斯 透 不 等 式 : 


二 面 兴国 昌 和 面 和 曙 


TAT To— NT TH C44) 


加” 交 二 有 的 意 闵 天 和 合 下 和 坊 S 的 部 共生 和 合 。 
急 ” 痘 考 上 面 定 六 日 的 足 益 。 


营 一 部 牙 ”第 三 桔 全 灯 和 量 赤 闻 片 椒 性 迁 算 子 是 


36， 上 跌 像 ”和 维 室 赣 藤 其 自己 中 的 稼 性 建 算 子 


映像 ” 从 向 最 空 曲 如 起 共 月 已 中 (在 和 过 一 情形 中 R=5, n 一 mn) 
的 穆 性 运算 子 ,我 们 簿 简称 篇 如 中 稼 性 运算 子 。 
下 中 由 刁 入 性 过 算 子 的 和 ,上 与 芝 种 运算 子 对 数 的 有 乘积 ,都 仍然 是 慎 
中 壹 性 去 算 子 ， 雨 个 得 种 入 性 逐 算 子 常 可 施行 乘法 , 而 且 他 位 的 乘积 
仍然 是 五 中 巡 性 运算 子 。 浊 楼 一 束 , 吕 中 娘 性 沁 算 子 裤 成 一 个 更。 
在 迁 个 环 误 面 有 人 么 遥 算 子 , 即 是 运算 子 召 , 台 认 他 有 
Er=2 (weBR), 45) 
胃 者 ,对 於 号 中 任何 一 个 运算 子 4 都 有 
EA=AE-A, 
如 果 生起 尼 中 物性 逐 算 子 , 那 末 4 一 44，4s=444， .一 
般 的 A 都 有 有司 叉 。 此 外 ,我 们 裔 4° 二 辣 。 那 术 容 易 漆 出 ， 
对 喜 任 何 非 负 整 散 2 与 4 都 有 
过 一 地 pfTa , 
甬 从 二 Qaoi 寺 十 am_t 十 oom 需 一 个 慰 茹 在 域 下 中 的 珊 
量 t+ 的 多 项 式 。 我 们 恨 设 : 


A =o0dA" oad" lit a da (46) 
此 于 针 族 任何 雨 个 多 项 式 了 (四 软 g() 都 有 了 CAYgCA)=gCA)7(4)， 
珊 y=Ar (x, YER), 


Ur, Tey "sy Tn 各 向量 比 在 任 一 基 砍 好 TI Es ,en 中 的 坐 榜 ， 而 以 
Wi Way yy Hr 总 章 量 在 同一 基底 中 的 坐标 。 那 末 


= ano (t=1, 2,.…, %)o 《47) 
在 基底 Ei Bey **, Bh 中 , 狐 性 运算 子 4 对 订 喜 虑 阵 .A4= ETE Ee 


人 遂 个 更 基 一 -个 信 数 。 淮 考 第 一 而 ， § 8, 30 
参 量 老 本 章 记名 各 些 尘 空 渤 Ra 而 基 语 1 GE 1 有 1 2 Hi 基 相 间 的 。 
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读者 注意 ( 志 考 8 在 各 个 短 隙 中 ,位於 第 5 列 的 是 向 量 Ae: (k=1， 
2,,…, 7) 的 坐标 。 引 进 坐 概 刚 4 一 《212o9 和)》 具 = C9 Ya 
我 们 的 炙 换 (4 站 可 以 写 仿 算 陆 的 形 凌 
y= lp , C43) 
清和 个 这 和 锋 子 4 全 BB 的 和 对 委 秸 震 订 图 其 对 应 三 阵 4= |axh? 而 
B= 1 2 的 和 起 染 积 。 环 积 a4 涩 应 欣 知 阵 cd 。 人 各 违 算 子 五 圣 库 施 
么 短 阵 万 13x1? 。 避 补 一 来 , 玩 定 基底 后 就 在 召 中 操 性 速算 子 典 殿 
光 玉 在 玉 中 的 名 损 廊 让 票 之 虞 ,建立 了 一 个 同 桶 关 任 。 此 时 多 项 式 
了 C4) 对 应 息 先 陈 f(A)。 
老 廊 瞪 基 诡 ea, es … 6, 相 件 的 吾 中 男 一 :基底 el，e2，…，en 。 
那 末 同 (48) 一 样 ,有 
yO—A*e*, (49) 
其 中 2 , ff 篇 向 量 fg 在 基底 ,62，… Er 中 的 举 杰 所 租 成 的 尼 侧 
短 重 ,而 一 awli 篇 过 算 子 才 在 二 一 -个 基 庭 中 的 对 磨 方 陆 。 把 举 概 
的 交换 式 喜 篇 弓 阵 形状 
r=1x*, y=Ty C50) 
那 末 田 (48) 时 150) 我 们 得 出 : 
y* = iATe*, 
比较 (49) 序 知 : 
A*=T-14T, CB1) 
(61) 式 篇 本 章 $5 中 (31) 式 的 -一 侧 特 例 { 在 此 有 时 卫 = 了 -1, = 不 )。 
定义 区 南 栅 知 顺 4 与 B, 适合 关 慰 式 
| BZ 1AT, 《517) 
其 中 了 需 某 一 个 满 秩 和 矩阵 者 , 称 乱 相 似 的 @。 


四 ”所 阵 工党 可 遵 赚 中 到 ,使 得 他 的 元 素 属 於 , 短 际 4 与 旦 的 元素 所 属 的 大 如 数 成 到 
页 是 。 容 易 验 党 相似 址 际 的 次 之 三 个 性 质 : 反 身 性 ( 竹 陈 4 党 同 他 让 已 相约) ,加 和 性 (如 果 
二 奥 避 相似, 那 末 了 亦 与 4 家 借 ) 积 授 推 性 (各 时 与 了 相似 , 与 C 相 似 , 那 示 4 涉 与 0 
相仿 )。 
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站 样 一 水 ,我 们 媳 明 了 ,对 以 不 同 的 基底 ,小 麻 失 中 同 一 的 称 性 
违 算 子 的 击 个 拷 阵 彼此 杠 亿 ,而 匡 速 千 过 些 征 阵 的 禾 阵 他, 与 和 从 第 一 其 
讨 炙 到 锯 二 基底 去 的 坐标 多 禾 短 耻 权 同 [ 变 考 (50)1。 

措 句 话说, 此 中 入 性 尝 算 子 对 应 樵 彼此 相 亿 的 到 部 师 陋 所 构 
成 的 矩阵 类 ; 学 些 知 陋 是 在 不 同 的 基底 中 了 航 所 于 运算 子 相 六 灰 的 类 
阵 。 

研究 如 中 糠 狂 运 算 子 的 人 性质, 就 是 研究 和 但 短 阵 类 中 妊 短 陆 所 盈 
有 的 性 丑 , 亦 即 太 客 甜 阵 的 壮 黎 性 质 , 党 已 子 敌阵 攀 沈 他 的 要 似 和 阵 生 
所 不 焰 的 性 质 。 

还 要 注意 ,两 俏 术 似 乔 阵 的 行 到 式 党 相等。 事实 上 ,由 (51 ) 知 

[ 召 | = | 了 | 4 TI=|14l, (652) 

等 式 'B|==|4|l 是 4 典 B 相 侦 的 必要 人 条件 而 不 是 充分 休 人 性。 

在 第 关 章 中 ,我 出 将 建立 起 珊 个 托 阵 禄 但 的 剧 定 ,基部 葵 了 坪 何 史 
报 短 障 彼 此 相 伺 的 充分 必要 条件。 

按照 每 式 (52) 我 们 可 以 界 语 如 中 线性 鞍 算 子 的 行列 式 (j 4 就 
下 了 解 乱 对 座 放 所 子 有 还 算 子 的 任何 -- 个 逢 陈 的 行列 式 。 

如 果 有 4|=0( 关 0), 闭 末 逐 算 子 4 称 篇 降 秩 的 ( 泪 秩 的 ) 。 按 照 浊 

-个 定义 ,在 任 一 基底 中 降 秩 ( 满 秩 ) 埃 算 子 灶 诡 殿 隆 秩 (请 秩 ) 短 阵 。 
对 於 降 秩 运算 子 有 : 

(1 ) 常 有 向 量 守 0 存在 使 得 A%=0， 

(2 ) 有 4 有 是 叱 的 里 子 空间 。 

时 帮 满 秩 违 算 子 有 : 

(1 ) 和 从 4z =0， 必 须 得 出 如 =0; 

《全 人 寻 三 可 , 亦 即 空 闻 天 中 所 有 的 向 量 都 可 及 福成 Ax (mw€ RY 
的 形状 。 

换 凶 话 设 ， 屁 中 穆 性 有 到 算 子 是 降 黎 的 或 满 秩 的 ， 要 说 其 觅 大 帮 或 
等 诚 竺 而 定 。 


i 夫 陈 娃 


$7 了 7， 贸 性 运算 子 的 特征 数 与 特 微 均 量 


在 研究 如 中 贸 性 逐 算 子 生 的 构 堵 时 ,让 合 炙 式 的 向 量 汉 有 重要 的 


作用 
Ax=}a (CK, #0, (53) 


迁 榜 的 向 量 移 往 运算 子 和 4 ( 捧 阵 山 的 特 微 向量 ,而 其 当 应 数 和 称 需 遥 
算 子 丸 《 短 陈 4) 的 特 徽 根 或 特 徽 数 。 
项 了 求 出 迁 算 子 4 的 特征 数 鼻 特 徽 向 基 ， 我 从 避 定 品 中 任 一 其 
底 ei, ez …yer。 认 网 一 > 8 而 二 = a,? 篇 站 基 底 el ez，…，en 
中 运算 子 要 4 所 六 麻 的 短 隧 。 二 相等 式 58) 下 庆生 两 他 的 油 放 的 向 县 时 
标 ,得 出 一 秀和 纯 量 方程 
本 1 省] 十 人 13 和 3 十 十 in 人 ， 


a i Te i (64) 


[ 国王 国生 于 半 坦 刘 了 上 有 国 中 本 和 中 用 国 国生 理由 只 站 


Gd ~ no Ann TAD » 
于 个 方程 组 永 可 以 寅 篇 : 
(anh) 0 
全 1421 二 二 《gas 一 人 十 "十 on 一 从 ， (55 


Gad 二 Gaza 十 … (Ns 
关公 所 要 技 册 的 向 是 不符 大大 ,所 避 忆 他 的 二 vi 32 中 ,于 
上 消 有 一 个 坐标 必须 不 符 礁 喜 。 
租 了 使 这 次 方程 粗 (55) 有 非 才 解 的 充分 必要 民 件 基 演 一 个 方程 各 
的 行 烈 式 等 於 需 : 


好 31 一 让 二 号 pa 好 1 
己 可 下 | 

a. .. 和 和 本 . = 一 0。 《56 ) 
nl ns "nn 一 儿 


方程 (56) 蚌 央 战 和 的 一 个 nw* 次 代 获 方程 。 漳 个 方程 的 保 籼 在 短 隙 
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一 和 ez 扩 的 元 素 所 在 的 同一 的 数 域 台面 , 亦 即 在 城 五 训 面 。 

方程 4156) 常 在 本 何人 学 , 力 府 ,天 区 学 ,物理 学 的 各 种 问题 中 届 到 , 稳 
规 算 陈 4= [azx 必 的 等 向 方程 或 有 乓 期 方术 有 (过 搓 太 程 的 左 节 大 需 矢 陆 
的 特 徽 多 顶 式 )。 

省 样 一 琴 , 绝 性 运算 子 4 的 每 -一 个 特 徽 数 ) 部 是 特 徽 方程 1456) 的 
根 。 友 之 ;如果 革 一 个 数 六 是 上 方程 4560 的 概 ， 形 来 独 秀 这 一 悦 箱 和， 广 
程 租 (55) 因而 (84) 有 非 雾 解 拉 ，za 2 亦 即 证 一 人 蛋 数 入 应 蕉 过 
算 子 4 的 特征 向 最 沙 = 立 2ei。 

由 上 波 千 果 , 知 妃 中 任 一 舟 性 还 算 子 4 不 能 有 多 饼 呈 个 不 同 的 特 
徽 数 。 

如 果 区 是 所 有 神 数 的 域 , 那 末 五 中 任 一 咎 性 到 算 子 都 于 少 在 民 
中 有 一 由 特 徽 向 量 与 涯 应 於 渤 个 特征 向 量 的 特 徽 数 % @ 。 芝 可 凡 从 被 
数 的 基本 定理 来 得 出 , 畴 篇 代数 方程 (56) 在 被 数 域 中 至 少 有 一 个 极 。 

窟 方程 456) 需 展 中 式 
网 一 A 司 二 (一 和 十 有 (一 和 十 和 轴 一齐 ?十 十 辣 。i[ 一 齐 十 名 一 0 《57) 
不 将 看 出 ,在 此 外 有 

Ss = Baw Ss= DS AC p) (58) 


一 般 的 ,同等 放 短 硬 4= |amx 上 的 所 有 了 般 主子 式 的 和 (p 一 1,9,…,n)@。 


心 ” 壮 一 名 儿 是 澄 样 来 的 , 因 短 在 最 其 的 行星 摄 勒 的 研究 中 遇 到 过 淫 一 个 方程 。 

办 ”如 某 五 是 任何 一 个 代 才 闭 会 城 , 亦 旭 化 数 在 省 个 域 巾 的 所 和 有 攻 散 方程 都 有 根 在 和 
个 域 的 囊 面 , 那 末 道 个 询 电 对 从 二 一 种 表 兽 天 的 情形 仍然 韶 拜 。 

生 ”村 次 ( 一 j” 蒜 有 在 竺 微 行列 式 ! 虹 1) 中 舍 在 芷 何 ”了 全 要 上 二 

站 人 一 和 A ty 一 加 “人 
抱 项 中 才能 昌 现 。 性 毕 董 骨 泊 上 元 数 的 来 积 在 行列 式 导 抽 中 有 有 因子 等 共生 了 
< 人 ja - ， 到)， 
计 祝 * 

东 中 是 茹 广 、 可， > “ bp 吏 正 租 态 ,六 ，… ” Jn-p 一 阅 克成 全 部 是 表 了 号 

FAAB|= (0 Nah ei A + 六 (一 和 mf 慨 
4 (HE -jh 找 出 由 旺 教 工 2 2 巾 取 nn 一 P 得 二 各 …, jr-p 的 所 在 可 能 的 契合 ,我 
们 就 得 出 (~ 各"? 的 请 烤 55, 就 是 掉 隙 工 的 所 在? 般 主 了 起 的 和 和。 
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畦 别 外 i ， 六 "一 过 | 名 
以 4 记 在 另 一 基底 中 对 谭 龄 同一 运算 子 4 的 徐 际 。 短 阵 二 焉 各 
健 4 相似: 


可 一 下 -4 
故 有 有 一 T-1(d— 和 BYT, 
因而 
14—AB|=|A—AB|, (59) 


性 样 一 来 ,相似 短 阵 4 下 4 有 相同 的 特 微 多 项 式 。 芝 个 多 项 式 常 
称 规 违 算 子 4 的 特 微 多 项 式 二 访 之 以 |4 一 %E|， 

如 果 2， 81; 2 是 速算 工 4 的 邵 性 佐 关 的 特 徽 向 基 ， 都 对 麻 礁 
同一 特 徽 数 ,而 wm 6, y, … 乱 冯 中 任何 数 , 闭 末 向 量 a 中 十 8 上 十 yz 十 
十 … 三 等 检 守 ,或 者 是 过 算 子 4 的 对 麻 放 同一 数 x 的 特 微 向 旺 。 事 实 
下 ,由 


T= Ay = A2=N7,.… 

知 有 ar+Byt yt ) rar tHyt ys) 
换 各 话语 ,对 应 座 同 一 特征 数 * 的 积 性 乱 关 的 特 微 向量 构 成 一 柚 “ 尾 
微 ” 子 空 犁 的 基底 , 各 一 耻 空 油 中 第 一 个 向 最 都 是 涤 克 骸 间 - 一 雪 入 的 
特 御 侣 量 。 特 别 的 ,每 一 个 特 微 向量 产生 -- 伍 一 傣 将 短 子 空 册 ,成 一 侦 
“特征 方向 ”。 

但 基 如 果 汉 算 子 4 的 一 些 特 币 向 量 名 磨 央 不 同 的 特 微 数 , 那 末 和 省 
些 特 币 向 甚 的确 性 想 合 ,一 般 的 谣 ,不 起 脖 算 子 4 的 特征 向量 。 

特征 向 量 和 与 特 微 数 济 答 物 性 惠 算 子 的 研究 的 价值 , 往 在 诡 凶 中 用 
砷 构 粮 性 过 算 子 需 例 来 隆 以 说 明 。 


§ 8。 香 构 乏 性 运算 子 


首先 有 次 之 引 。 
引 “加 赚 状 虚 二 不 但 等 的 特 微 数 的 路 特 向 向 直 党 各 性 钴 关 。 


第 - -部 牙 。 第 二 章 革 末 而 站 后 关中 入 性 到 算 子 时 


给 明 潍 
通 和 | 一 姑 册 ， (Cm; i 下 由， 可取 芋 和 二， 机， 二 1 ， 2 yy mT) {80) 


Sari=0 , C61) 
六 这 一 等 式 的 南 凶 施行 爱 算 十 4, 我 们 得 出 : 
omrs.=0 a 62) 


生 等 式 (61) 的 十 凶 坟 和 a 而 德 从 562) 中 诚 去 他 ,我 们 得 出 : 
> ca 一 DO (63) 


我 们 并 可 以 届 ,， 等 式 (63) 是 从 (651) 式 乏 项 施行 到 算 子 4 一 加 EB 来 
得 出 的 。 汶 (63) 逐 项 施行 过 算 半 4 一 hsB, A 一 hsB, ,A—%n_1E， 
我 们 得 出 次 之 等 式 : 

Cnt hm — Mm 2) Cm — hm 0 hm — A Nm = 0, 
故 cm 二 0 。 因 篇 在 (61) 式 中 ,人 性 何 …… 项 剖 可 以 放 在 最 德 一 项 的 位 证 ,所 
地 在 (61) 中 
人 二 Ca 一 +: 二 Cn 一 0， 
亦 郎 在 向 量 和 Vo，…, wm 间 不 能 有 先 性 相关 性 。 我 们 的 引 已 构 腑 明 。 

如 果 这 算 子 的 特征 方程 有 ”个 不 同 的 要 而 旦 过 些 要 都 在 域 六 讲 
面 , 那 末 由 上 引 知 对 应 走 渤 些 根 的 特征 向量 杉 性 铸 关 。 

定义 11. 五 中粮 性 运算 子 4 短 壳 单 可 运算 子 , 如 果 退 在 吾 中 有 
2 个 穆 性 插 关 的 特 徽 向 量 , 其 中 站 篇 总 的 礁 数 。 

苹 榜 一 来 ， 异 中 糠 性 志 算 子 是 单 构 的 ， 如果 他 的 特 微 多 项 式 的 视 
都 在 域 下 襄 面 而 且 彼 此 都 不 相等 。 但 这 一 休 件 下 不 是 必要 的 。 有 泛 
耕 的 单 棒 和 性 有 运 算 子 存在 ,他 的 特 徽 多 项 未 合 有 重 根 。 

讨论 任 一 单 槛 稳 性 有 运算 子玉 。 贞 纺 ， 9 ,9 访 民 中 由 芝 眉 进 
算 于 的 特 币 向量 所 租 成 的 基底 , 亦 朗 


7 是 看 骗 


= 二 二， 2, "yy nD)o 
如 时 T= rk, 
那 末 AX= x 手 一 之 A Tr Br © 


权 句 新 谣 , 香 构 逐 算 子 4 对 向 量 % 一 立 办 gx 的 影响 可 壕 之 如 实 ; 

在 你 向 最 守 并 .及 小 ,及 个 称 性 括 归 的 方向 "存在 沼 革 一审 
楼 计算 寺 和 得 出 保 数 仿 加 各，……， 入 的 "下 他 > 任 一 向 最 之 都 可 以 
洲 过 些 特 微 方向 求 分 解 分量 。 尖 过 些 分 景 取 对 应 的 “引伸 "后 加 起 就 得 
出 向 量 42 。 

不 讼 看 出 ,还 算 子 和 4 在 ' 特 微 " 基 压 名 ， gz， ,Nr 中海 应 乞 尖 有 角 
形 短 耳 

要 一 | Sexl。 

如 了 我 们 贞 4 记 在 性 一 基底 后 ，eay 中 对 谭 座 还 算 子 和 的 

短 障 , 那 末 
A=T A | To (64) 

宝 猎 角形 算 阵 相信 的 年 阵 帮 管 这 可 短 际 。 得 样 一 求 , 在 任 一 基底 
中 , 蛙 构 运 算 子 都 独 应 於 宇 构 年 么 , 反 之 冻 然 。 

在 等 式 (64) 中 的 年 阵 了 演化 基底 @1, 82，…, Bn 篇 基底 所， 9:， 
… 8 。 在 短 陈 荆 的 第 上 区 是 ,多 应 亦 垂 阵 4 的 特 繁 数 入 ; 的, 特 微 向 
晤 gr (在 基底 el ea …，en 下) 的 坐标 (4%=1, 2,…, mn)。 策 阵 人称 


仿 关 内乱 阵 4 的 基础 敌阵 。 
等 式 (64) 可 以 帘 乱 : 
A=TL (LL={M, Ma Mn})o (64') 
本 到 2 层 稍 精算 陈 (1s2swn%) ,我 们 得 出 ( 碌 老 第 一 章 的 $4): 
=; CBB) 


双 答 属 役 对 角形 敌阵 〈 胡 一 CC ，, 在 其 对 角 入 上 基 和 从 各， 和 pp hn 中 
取 了 悦 的 所 有 可 能 的 生 祝 。 比 较 465 鞭 (647)， 答 予 我 们 以 欢 之 


"_ 
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定理 3. 如 果 短 阵 4 二 [a 是 备 寝 的 , 那 末 惟 任 何 p<n, 其 9 
层 乡 辕 拭 陆 sf 亦 是 单 构 的 ; 此 时 和 矩阵 9 的 特 徽 数 是 从 年 阵 4 的 特 微 
六 hz, ~ » hr 中 取 了 个 的 所 有 可 能 的 滋 积 入 和 
和) ;而 短 陈 0 的 基础 敌阵 委托 取 4 的 基础 矮 障 了 的 2 层 稀 等 
短 陈 廊 ,。 
推论 如 梁 单 襟 甜 阵 4 = oli 的 特 微 数 对 魔 失 有 华 村 ti tory 
可 《着 一 1 2,… ,和 %) 的 特 逢 向 量 , 而 且 工 = | 如 | 2 那 来 禾 陈 时 性 


rr 


数 hs, Xi Nx 用 诡 内 有 迷 棋 
T(r p) 全 和 之 记过 之 入 攻 ) C06) 

的 特征 坷 量 。 

性 一 短 陆 4 一 ierl 者 可 以 才 需 短 陈 序列 da 一 co) 的 述 限 ,其 
中 每 一 个 都 说 有 多 重 特 签 数 因而 是 昌 屋 的 。 少 ws 一 0 上 时, 知 阵 4 的 
特 微 贡 人 Xp 4 的 极限 党 甜 功 4 的 特 徽 数 和 Na ha， 亦 
即 

lim MV (k=1, 92， 1) 


故 有 
in MD MD 人 一 Na 和 aa。 (Leh he hy SN) 
因 答 潭 有 lim sk 一 3， 故 从 定理 3 推 得 
定 运 4. (克朗 南 格 ) 如果 加 ， 加， …, 和 是 任 一 短 阵 的 双 部 特征 
数 , 那 末 由 数 入 ,Xe;…， Xs 中 取出 2 蛋 的 所 有 可 能 的 乘 稿 需 焙 业 短 阵 
se 的 等 部 特 徽 数 (2p= 1 2, sn 
在 性 一 蚀 中 , 我 们 元 研究 单 构 水 复 子 全 军机 矩阵 。 至 内 运算 子 奥 


甜 阵 的 一 般 档 型 的 灶 构 的 研究 将 在 第 六 陡 第 七 章 中 进攻 。 


第 四 章 ” 逢 位 的 咎 征 多 项 式 屠 最 小 多 项 式 


对 每 一 候 甜 了 丰 类 合 的 有 两 幅 多 项 式 :特征 多 弄 式 与 最 小 多 项 式 。 
温 些 多项式 在 短 随 论 的 各 种 问题 中 有 曙 要 的 作用 。 例如 , 将 在 炊 关 中 
引进 的 淹 浴 粉 随 的 图 烙 概 念 就 完全 葛 芝 谎 短 障 的 最 小 多 项 式 的 概念 。 
在 证 一 芝 中 我 们 来 讨 歼 特 微 多 项 式 宙 最 小 多 项 式 的 性 寅 。 送 些 探 计 并 
端 认 站 英 有 征 障 傈 数 的 多 项 式 与 他 们 滑 的 韦 算 的 基本 性 质 。 


TI， 年 陈 才 项 式 的 加 蒜 和 与 磁 法 


讨 脸 多 项 式 的 厂 了 4 ， 亦 即 元 素 乱 和 的 多 项 式 {( 傈 数 在 包子 数 
域 及 中) 的 方 阵 : 
本 (一 【aa 和) 人 一 a 《 工 ) 
类 了 d4A) 可 以 袁 乱 对 来 展开 的 已 顷 际 需 傈 数 的 多 项 式 : 
(和 = de 上 do 十 十 本 (2) 


其 中 
机 一 | 多 用 CG=0,1,, m)。 (8) 
如 果 4o¥0, 数 % 称 篇 多项式 的 次数 。 数 % 称 篇 多 项 式 的 汪 。 如 
果 | 如: 关 0, 学 项 式 (1)7 称 篇 正 基 的 。 
以 短 阵 乱 傈 圳 的 多 项 式 ,我 们 常 笑 需 策 阵 和 多 项 式 。 需 了 与 矩阵 多 
项 式 有 所 史 别 ,村 常 的 以 秃 晤 肖 保 数 的 多 项 式 稀 篇 邵 量 多 项 式 。 
村 讲 徐 了 咕 多 项 这 的 基本 和 韦 算 。 训 和 给予 雨 眉 同 般 的 禾 际 多 项 式 太 入 ) 
与 B(A)。 以 mm 记 温 些 多 项 式 的 较 大 次 数 。 途 些 多 项 式 可 以 寄 需 
有 OD) 二 doh 十 下 和 十，… 十 二， 
BOY) = Bohrt Bhi+ .+ Bo 
那 未 
A 十 BOD)= (Cd 二 BOAM+ (dt BMI+.. (d+ BB), 


第 一 部 牙 。 第 四 帝 失 库 的 恬 活 多 项 式 恨 最 小 多 模式 [i 


亦 朗 十 催 同 般 的 类 陆 多 项 式 的 和 ( 蔗 ) 可 以 表 氏 次数 不 超过 所 子 多 项 式 
的 较 大 次 数 的 短 旱 多 项 式 。 

设 葵 予 级 数 同 乱 ”而 次 数 各 篇 各 贵 2 的 两 侦 短 阵 多 项 式 4 与 
BOCAY: 


A = AoN" 二 41 十 二 4 (Cdo#*0)， 
BO)= Bo BAT1+ -+B (Bo 
那 末 
人 BO 一 Bo 二 (doPI 十 4 十 dn Bs (4) 
怒 果 我 们 以 BCX%) 导 44( 亦 印 王 易 玉 子 的 识 序 )， 那 床 一 般 的 我 何 得 
出 男 一 多 项 式 。 
师 孙 多 贡 式 的 相 瑟 冰 有 一 -个 特殊 的 性 园 。 与 巧 入 多 项 式 不 同 , 短 
耻 多 项 式 的 绩 积 (4) 可 能 有 小 於 各 十 号 的 葡 数 ， 亦 邹 小 衣 黄 因子 的 坎 数 
的 和 。 事 实 上 ,在 (和 4 中 矩阵 的 习 千 65, 在 由 关 0 而 关 0 时 ,可 能 等 
裔 霉 。 异 如 在 短 条 小 中 Bo 中 有 一 个 是 满 秩 托 阵 村， 那 末 由 去 0 导 
8o 关 0 得 出 : dBo 二 0 。 道 料 一 来 ;十 个 短 阵 多 项 式 的 冬 蒜 等 伶 一 谢 短 


er er eT Fa 


阵 和 多项式, 他 的 实数 小 蕉 或 等 谎 因 式 的 次 数 的 和 。 如 果 在 十 个 因 式 中 ， 


rs TT TT ET EE TT ee 


鞋 少 有 有 二 个 是 正剧 多 项 式 , 于 未 琵 积 的 次 数 常 等 座 因 式 的 鼠 数 的 和 。 
$2， 答 阵 多 项 式 的 右 除 与 左 除 


疏 和 给予 极 数 同 需 ” 的 两 个 矩阵 多 项 式 4(%) 与 BC), 目 裔 了 是 
正则 的 ; 
(1 一 4 十 4 二 :二 4 《340 法 的 ， 
BOO= Bir+ Bar t+ Be ( ! Bol 0)。 
我 们 襄 , 在 这 50) 除 440 时, 短 阵 多 项 式 Q 耻 攻 () 各 篇 其 右 
凋 答 右 铅 ,如果 
ACMD) = BN TF RN) (5) 
而 且 加 R(%) 关 0, 基 其 次 数 小 藤 B(%) 的 奖 数 。 


7 类 耻 Es 


_ 同 柑 的 ， 在 以 8( 和 ) 除 4 了 时 , 称 甜 阵 多 项 式 CN) 与 及 入) 各 篇 其 
在 南 与 左 入 ,如 采 

A400) = BOYOON + EN) C6) 
而 且 如 羡 (A) 关 0， 肌 其 实数 小 黄 8G,) 的 次 数 。 

芒 考 要 注意 ,在 () 中 避 -" 际 式 "CD 来 ' 右 " 除 蛙 ( 亦 郎 求 出 其 右 商 
奥 右 租 ) ,8(%) 获 在 商 式 久 (0N) 的 右 逻 , 而 在 (6) 中 ,县 除 式 BC 来 "在 " 
除 时 , 80) 梯 在 商 式 8(X) 的 左 泪 。 在 一 般 的 情形 ,多 项 式 @C) 届 
RR(%) 菲 不 办 人 (和 及 站 (入 重合 。 

我 们 来 发 明 ,， 如 果 除 汇 是 正则 多 项 式 , 屠 末 南 个 同 级 第 陈 多 项 式 ， 
无 论 右 除 或 左 除 , 常 可 唯一 的 施行 。 

讲 花 BC) 右 除 4G3) 的 情形 ， 如 果 <p，, 那 来 可 以 取 QCD =0， 
RRO) 二 4Q)。 在 %>>p 时 可 以 用 平常 的 已 多 项 式 除 多 项 式 的 方法 来 
求 出 简 式 QC) 与 能 式 RON) 。 “ 除 " 发 陈 式 的 首 项 do%* 以 除 式 的 首 项 
Boxz 。 得 图 所 求 的 南 式 的 首 硕 doBa12"m-*。 右 莱 过 一 项 以 B(%) 且 在 
4(%) 中 诚 去 时 一 个 乘积 。 我 全 求 出 "第 一 个 钥 式 ”4 中 (CX》: 


A = do Br BO + .AVONY, (7) 
多 项 式 4 中 (CX) 如 不 篇 震 , 其 台数 中 小 衣 各 : 
0 一 Dr + AP FEO, mt my , (8) 
如 果 号 二 p，, 那 末 重复 海 一 修法 ,我 们 得 出 ; 
AVH) = A BoA BOY +.ADNY, 
ADO) =0 ALO = APN® 4 nD) | (9) 


族 如 此 上 类。 

因 篇 多 项 式 4 ， 4) ,40 ,… 的 次 数 滩 --- 下 陈 , 所 以 寿 于 
一 步 上 和 生 , 我 们 得 由 骆 式 (20, 如 不 壤 堵 类 其 次 是 小 於 n。 吐 未 由 
《7D ，《9) 等 等 ,我 们 得 出 : 

AN) = QI BN) + ROM, 
其 中 


第 一 部 分。 第 四 音 郑 隙 的 特 和 党 包 项 式 粤 最 小 多 项 式 ?7 


PP 


OO = Ao Bo NAD Ba A" ?4 . (10) 
现在 来 镍 明 右 除 的 唯 -性 。 训 则 了 暑 有 
A SBG) + RO) (11) 
短 
A = ON BN) TRON), (12) 


其 中 BROW 输 R*O0) 如 有 次 数 ; 期 其 次 数 小 蕉 BQ) 的 实数 ， 亦 部 小 愉 
2 ， 由 (12) 泸 去 (11) ,我 们 得 出 : 

[QO — QI BBO) = R*) — RA), (13) 
如 时 日 (和 ) 一 Q*(%) 半 0, 那 末 因 篇 1B。 直 0, 等 式 人 (13) 的 左 节 的 次 数 等 
秀 BQ) 加 @00) 一 RC) 的 次 获 的 和 .所 以 党 D。 和 过 是 不 可 能 的 , 因 需 等 
式 (1 信 的 右 凶 的 多 项 式 永 能 有 大 认 或 等 稚 了 的 次 数 。 慎 样 一 来 ， 
2 一 人 (X) 二 0, 因而 由 (3) 得 RYG) 一 RG) 一 0, 亦 刀 

QO = BRO)= RN) 
同 理 ,可 以 证 明 左 商界 左 骆 的 存在 夭 其 唯一 性 人 0。 


倒 
X33 十 外 2 
A -| , 一 
一 J 一 2 二。 3? 十 大 
An 


L 中 "| 
0 了 | ao 


1 2 ， 0 hs 
一 人 . 
1， | + _， 0 


四 注意 ,以 了 (4) 来 左 除 4 你 ) 的 可 能 性 鳞 星 一 性 可 以 作料 里 红 赋 6%) 盘 玉 (%) 的 有 
除 药 可 能 性 顽 肉 一 性 来 得 必 。! 让 五 52) 的 正则 性 可 推出 人 (入 的 正则 性 。) 事实 上 ,由 
了 
得 出 ( 妾 老 第 一 二 , 3 3, 3, 4°): 
A =BOINN) TA {No © 6") 
由 部 同 翌 的 推理 我 习 得 出 左 除 万 (2 襄 卫 ( 信 ) 的 唯一 性 , 因 篇 出 左 除 40%) 盟 B03) 的 非 叭 
一 性 竺 推 得 石 除开 ( 和 0 县 严 人 的 非 瞧 一 性 。 
此 办 ( 6 ) 焉 (全 ) ,我 介 得 出 : 
站 = 站 (和 = 本 (3)。 


78 组 障 验 


Bo 
ri, 
Be 222|3 -352 二 1 2 1 | 3 | 
a -1 2 上 2 -| 1 Hi 
| 


3 5 322 2 二 181 
| ABo BY 二 | ， 


一 和 3 十 1 32 十 19 


了 


1 1 
bl |， ,| 40B5' 一 


a | 3 十 3238 二 7 -| 澡 十 引 wr | 
一 一 9- 让 ht 1 27 
一 3 和 -18 
-| | 1 ’ 


0 1|. 1—3 -13 0 0 
230=| _， ofl* Tr -nb Tl of: 


| 


1 也 222+8 -221 1 22 十 5 
和 501 五 人 ) = =| ， 
2. 2 hl A | 一 及 
BO = AD OY -4 二 人 = 
| 一 3 22— 19%, | 1 “| 
2 1 一 2 一 4 -6 


| | 
ts -16l’ 
中 1 | | wr] 


ME 
O00 = /ont 4 81 | 2 5 的 -2 al ls-s 5 
斌 第 者 自己 去 腑 人 惟 次 式 来 作 篇 和 镶 习 ， 
A = BT Ee 
$3. 广 蒜 赣 所 定理 
讨论 任何 一 个 %* 般 短 障 多 项 式 
再 (和 Po FN CAO), (14) 
各 个 渭 项 式 亦 可 以 篇 篇 : 
FO A TT A TE (15) 


痢 於 纯 量 人 ， 雨 重 帘 证 都 栓 予 同伴 的 咎 录 。 伍 是 如 果 我 们 代 辣 晤 
忆 乞 般 方 障 ， 那 末代 造 半生 宛 (15) 中 的 精 果 ， 一 般 的 是 不 个 同 的 , 因 


划一 部 竺 ”第 四 章 。 抽 大 的 等 向 多 项 式 现 最 小 客 项 起 Y9 


一 


乱 短 障 二 的 办 次 不 一 定 恰 尾数 短 障 ko, Bi, "ys Fm_1 可 易 。 
我 个 设 
FAd)= Fod*+ PA Em {18) 
与 
BA = A" Bot Am1F + Fn (17) 
且 称 (4) 与 请 4) 各 需 , 代 和 以 短 陈 4 时 , 多 项 式 了 (和 ) 的 有 与 左 
值 9。 
除 多 项 式 了 CX) 以 二 项 式 %EB 一 4 。 在 此 了 时 右 肯 瑟 办 左 鲜 瑟 都 同 
人 手 关 。 乱 了 确定 右 租 ,我 仙 用 平常 的 除法 步 骏 : 
FO = Fo FN m= Fo AB— A}+ 
+ CFod+ PA + FA 
= [Fo Tod} 
+ Pod tr AT PM ?+ Fe 
= [FN +Food PON Al 
FF A NB A+FoA"+ 
FA Fo 


我 们 得 出 ， 
R= Fod"*+ FA ?+ = FCAY, (18) 
同 理 得 
天 一 及 (4)。 (19) 
我 们 杂 明 了 


;如 一 4 时 , 陈 得 的 鲜 式 篇 了 C4) [RA)]。 
由 所 十 明 的 定理 推 知 , 右 ( 左 ) 除 多 项 式 也 (7) 玉 二 项 式 A 一 4 能 
钢 整 除 的 充分 必 要 人 条件 是 ,了 (C4) 二 0[ 信 CA) =0]。 


TT 


合 在 “在 " 值 了 4) 中 诠 障 4 的 钴 次 位 训 保 鼓 的 古寺 而 在 "在 ” 值 信 (4) 中 旭 位 樵 左 
过。 


80 是 年 诊 


例 设 44=|ouli 而 了 (篇 和 的 针 项 式 。 那 末 
VO EA) 
可 革 蕉 ?一 所 整除 (在 式 有),， 这 可 记 上 血 接 征 计 闵 洪 所 定 班 张 得 出 ,大喜 相 此 时 
FEN) = =0, 
8$4. 和 矩 随 的 特征 多 项 式 . 附加 旺 阵 


1， 讨 葵 算 阵 4= < 人。 称 和 类 重信 吾 一 -4 和 需 甜 阵 4 的 特征 短 阵 。 
特征 甜 陈 的 行 到 式 
人 和 一面 一 本 一 KGiz 一 Qi] 

是 一 个 X 的 姜 基 多 项 式 且 称 乱 矩阵 4 的 特征 多 项 式 ( 套 片 第 三 滞 
§ 090, 

算 障 BD)=]BxChD 上 其 中 xk%) 往 元素 64 一 aw 在 行 刘 式 
4 和 中 的 代数 能 子 式 者 , 稀 短 关於 短 阵 4 的 附加 和 希 阵 。 

例如 ,六 淮 短 陆 


我 全 有: 


AB—A= 


一 Gl 一 Cay a 


办 一 在 11 一 此 12 一 他 14 
4 


一 gst a A fy 

A = AR- A 一 和 一 (en 十 as 十 cas 十 
入 (tat dss)ht dosdas— dsdse 闪 站 

BC) = | 


Col 二 adisl— ad ¥ # 


gi 二 Hardas— Coal 和 和 


由 上 议定 改 ; 我 们 得 出 湖人 谎 和 的 恒等式 : 


OBE— A)BO) = A(N)E, (20) ， 
BO GE—A)=ACE, C20") 


直 第 二 章 87 四 所 引进 的 多 项 式 眉 多 项 式 4() 械 盖 一 个 因子 (一 1)*。 
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演 些 等 式 的 右 节 可 以 视 需 有 和 拖 阵 作 数 的 党 项 式 ( 每 -全 数 都 等 於 - 仙 
炎 景 刁 么 垂 陆 吾 的 乘 稿 )、 多 项 式 甜 际 3 :本 以 又) 的 塌 次 展 于 ， 麦 
尖 多 项 式 的 形状 。 等 式 420) 俱 (207) 恰 明了 好》 吾 一 才 左 或 右 陈 44** 特 
者 能 除草 ， 由 广义 碍 所 定理 , 过 片 有 在 邓 式 4) 吾 =444) 等 於 震 了 时 
才能 成 立 。 我 们 证 明了 。 

定理 3.( 郝 密 登 - 饥 莱 ) ”每 一 个 太 陈 刀 都 通 合 他 的 特 徽 磊 程 , 亦 


序 


AA) =0, (21) 
入 
2 1 
4= ， 
| 


aw=| 一 -和 5 十 了 
w=| a= i 


。 加 3 53 3 1 i & 0 0 
dA) = -5447B-| _ s|-| Ll sr ,=| o|=°. 

2. 及 A， 加 zy "yg ha 记 答 陈 4 的 所 有 特 徽 数 ， 六 朗 转 微 多 项 式 
4Q) 的 所 有 的 各 (每 一 个 数 ju 在 泛 一 序列 中 所 重复 出 现 的 葡 数 等 黄 其 


作 需 多 项 式 40X) 的 根 的 重 数 )。 那 未 


AM)= 1B A= MA ND) Nh) (22) 
设 答 于 任 一 存量 多 项 式 9(4)。 求 出 短 障 外 4 的 特 徽 数 。 篇 此 可 
分 解 9( 几 篇 弥 性 因子 的 生 竺 
gD = 0 HD Mo) CH Hn)o (328) 
在 但 一 恒等式 的 雨季 中 , 代 凡 以 短 阵 4: 
gC(A)=00 dA—mE AaB) Ad— mE), (24) 


在 等 式 (24) 的 古 凶 取 行 刘 式 且 应 用 等 式 (22) 息 (23) ,我 们 得 出 : 
gtAY | =as| A—n Bl| A Bl | A— mB|= 
={— 1 aA A pe) dC = 


=《— Dr"ad 11 区 Ca My) = gM ga) g Hn) 


32 给 阵 动 


在 等 式 
[gCA) 080 gw (25) 


中 换 gj) 议和 一 900) ,其 中 入 篇 一 柚 肆 改 数 , 我 们 得 出 : 
| 可 一 多 = -gD gg 26) 
由 过 一 个 等 式 推 得 欢 之 
定理 3， 如 加; jy 和 需 拓 际 4 所 有 的 特征 数 ( 和 多重 根 重复 疼 


入) :而 80 坑 某 一 条 量 多 项 式 : 邢 未 20 Ca)， 9Coy 篇 短 阵 
4 所 有 的 特 微 数 。 


特别 的 , 如 果 短 阵 4 有 特 徽 数 Xi Xs， xy 那 末 和 托 陈 4* 有 蛙 徽 
散 条， 入， 和 (一 站 1 ,2,8,.…), 

3， 我 们 来 指出 一 个 把 附加 短 际 BCX) 破 赎 微 多 项 式 40) 康 表 出 
的 有 交会 式 。 


服 
人 一 入 一 DA 一 2 和 po (27) 


部 4 一 4 可 以 被 和 一 风 所 整除 。 因 此 
Sh,, j= = A 二 1 f Ww— 1) hn-2 十 
+ Op pp) A+ (28) 
是 A 凯 中 的 多 项 式 。 


恒等式 
A —AC) Bh, 四 从- 由 (29) 


仍然 成 并 ,如果 我 们 在 他 豪 面 代替 与 x 必 彼 此 可 易 的 矩阵 和 召 一 4。 
那 未 ,因由 严密 登 - 帆 沫 定理 4(4)=0, 故 有 


A BN EB, ACBE A), (30) 
比较 (20 ) 时 (30) ,由 巩 商 式 的 叭 一 性 ;我 们 得 出 所 求 的 个 式 
了 (一 5 有 4)。 (81) 


故 由 《28) ， 
BOA)=M 1+ BINn ?4 BeAr $+ Bl, (32) 
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一 


其 中 B=A—p BE, Be= A:—pd—pB,, 
而 一 般 的 有 
Br=Ar— pA pA Fl1, 有 一 《33) 
矩阵 Bj，Bs,-…, 瑟 1 可 以 和 伐 交 之 御 琴 团 怪 中 脐 闪 计算 出 来 ， 
B= 二， 一 站 下 (hl1, 2, nl; Bo= NY, (34) 
此 麻 有 
AB.L—PE=00, (35) 
天 傈 式 (34) 季 (3 外 可 以 宪 接 从 恒等式 (20) 并 得 时, 琴 卉 栽 们 在 避 
一 司 等 式 中 便 击 季 中 让 的 相同 寄 次 的 公 数 机 等 。 
如 果 总 是 满 秩 短 障 , 那 未 
m=(—D" Al#¥0 
且 由 (35) 得 出 : 


Be (36) 
设 Xe 篇 矮 陈 4 的 竺 御 数 , 亦 印 4Go) =0。 在 (20) 中 代入 以 和 %, 我 
们 得 出 : 
(0B ABOW) =0 6 《37) 
我 们 裔 短 障 BGMo) #0, 且 脉 放 记 温 -- 拓 阵 的 任何 一 倘 非 雳 列 。 那 末 由 
(3 罗 有 (ho 如 一 45=0 起 
Ab = Mob , 《38) 
故 知 短 了 BC0) 的 任何 一 个 非 敌 列 定 出 一 个 对 麻 认 特 微 数 ) 的 特 徽 向 
量 @。 


敢 征 (3 扫 可 愉 得 出 等 式 533)。 部 林 在 485) 中 代 澳 了 ni1 匡 其 438+ 审 的 求 示 式 , 那 订 我 
全 就 得 出 : 4 本 天 0 。 于 一 个 幸 密 登 - 岂 药 的 精 果 在 说 有 昌 旺 的 用 到 麻 芳 靶 所 定理 , 但 基因 
宇 是 含有 得 一 定理 前 。 

各 ” 疮 考 第 三 章节 7 。 旭 果 畦 稚 囊 加 对联 擒 四 个 粮 福 揪 并 的 特 咎 向 其 (一 吨 乱 虑 限 
20 瑟 -4 前 秩 ), 那 来 庆 天 五 (0 和 的 秽 节 能 上 直通 由 。 特 别 的 , 友 时 加 证 基 胸 蕉 一 阐 特 微 方向 ， 
区 未 在 矩 陆 吾 羽 0) 中 任何 漆 列 的 元 米 都 旦 成 比例 的 。 


8&4 给 阵 护 


湿 杰 一 来 ,如 果 已 灰 知 道 特 微 多 项 式 的 低 数 . 闭 末 可 以 由 (3 式 来 
求 册 附 加 短 味 。 如 果 答 也 了 满 儒 短 际 4 于 未 由 《86) 式 可 以 求 出 道 知 
陈 4 。 如 时 n 居 短 际 4 的 特 微 数 ， 部 末 短 陈 了 Go) 的 非 雳 到 都 大生 
阵 4 的 对 详 於 二 ja 的 特 徽 向 最 。 


例 
2 -1 工 | 
A=l 0 ] ] 了 |， 
[it 1 1| 
“-3 1 -1 
d=IE~-A4[=| 0 -1 -1[=23~-D2+ 了 -2, 
1 -1 > 一 工 
30 0) = AD pia) pt 
Bl = dP, AY Ed 4 A Li, 
~ 
但 
1~2 一 0 23 一 3 
B=A—dF=| 0 -3 1'1 Fo 一 dB -1 3 一 2， 
| -IT 1 -8| 1 1 a 
1 32 一 人。 一 十 2 A 1 
B= -1 3 2%-2 | 
一 1 % 一 了 江 一 凌 十 
0 1 -1 
i 
14|=2, | 2 一 
| 1 1 
| -sa 1 
再 着 4) = (120% — 2), 


短 阵 (1) 的 第 一 列 栓 予 了 对 隆庆 特 微 雪 和 二 1 的 特 微调 是 (1, 1, 0)。 
矩 降 (2) 的 第 一 列 答 予 丁 革 跟 认 特 和 油 数 入 一 2 的 特区 而 量 (0, 1, 1)。 
85、 同 时 计算 附加 和 矩阵 与 特 微 多 项 式 的 
傈 数 的 德 , 克 ,法 捷 也 夫 方 法 


德 . 克 ,法 捷 也 夫人 生 提供 了 同时 定 出 特 微 多 项 式 


各 准 考 [28], 1J2 页。 
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A = Mp oh pn (89) 
的 丝 公 数 二 ;Pe;… 2 副 附 加 舌 阵 BC 和) 的 短 随 公 数 B1,， Bss*…， Bn 
的 方法 。 
篇 了 敏 述 德 . 克 . 法 捷 也 夫 全 的 方法 首先 引 和 渴 并 座 短 耻 的 追 跌 概 
仿 :。 
短 阵 4= axl 的 追 踊 (让 需 : Bp 和 是 潮 个 短 陆 的 对 角 入 上 诸 元 素 


的 利 : 


SpA=D an, (40) 
不 郊 洒 出 ， 
Bp A=p1 ~ (41) 
如 到 和 hoy Dn 旺 和 矩阵 4 移 特 徽 数 , 亦 即 
4 一 名 一 2 一 72 一)。 (42) 


困 6 答 由 定理 3， 妇 了 曾 器 次 A* 的 特征 数 篇 轿 沈 Mt Az, ”9 ML (F=0, 
1， 2,'*),， 所 以 


Sp 4*—s—D (k=0, 1, 2, .yo (48) 

多 项 式 (39) 痢 根 的 短 次 之 和 (8 一 1,2,…, 必 具 污 一 多 项 式 的 保 
数 之 间 有 牛顿 公式 加 

Fp =ss— P81— pa FR=1, ,mn), C44) 


如 果 州 算出 短 障 4， 者 ,，…， 个 的 书 跌 ms sy 那 求 可 以 由 
方程 (44) 合 次 定 出 保 数 pi1, ps，… ,prn。 对 此 有 连 几 里 方法 由 短 障 震 次 
的 追 黑 来 求 则 特 徽 多 项 式 的 傈 数 。 

德 , 殉 . 苇 杆 也 夫 代 符 吉 次 4 4 和 的 启 踊 来 顺 次 计算 另 一 
些 短 障 由. 4,，…, 4， 的 垦 跻 且 利 用 全 们 来 定 出 Di DD 


各 另 一 个 计算 特 微 凶 项 式 的 保 数 的 有 效 术 尘 是 呵 . 局 . 克 力 洛 夫 的 方法 ,我们 特 在 第 


七 坦 $7 中 告知 镇 者 。 
各 ”大考 ,例如 ,17]，273 责 ( 柯 东部 本 ,23 页 }。 


6 姑 隆 讲 


rz， 他 提供 了 次 之 旗 式 : 
4 二 44， Pp: = Bp Ad, Bi 一 本 一 2 加， 


-8p4，，， Bi1= A PB, 


4 1 一 了 用 3， WE 
A, = AB,_1, p= LSpAh,, B= A.— pRB=0, 


县 和 后 的 等 世 B= 4, 一 如 二 0 可 以 作 需 验算 之 用 。 

篇 了 瑟 明 由 (da) 式 所 顺 次 定 册 的 数 加; Pet :Jn 相逢 阵 B; ,BB:， 
BC 的 保 王 ,我们 注意 由 (45) 可 推 得 删 礁 44 与 Bi 
《下 一 工 23,…, 10) 的 次 之 端 式 : 


和 二 一 一 一 
有 一 由 一 DT 本 一 一 2 一 2 下。 (46) 
在 其 第 -一式 中 止 壕 严 右 雨季 的 奶 踏 ;我们 得 出 : 
RDB 1 D1 


但 是 芝 些 式 子 和 与 牛 巾 公式 (44) 相同 ,和 从 他 们 可 已 顺 次 定 出 特 徽 多 项 式 
ZA) 的 保 豆 。 因此 ,由 ( 咎 ) 臣 所 定 出 的 数 Day ps，…， pn 在 4 的 傈 
数 。 又 因 (46) 的 第 二 式 与 (33) 式 一 致 , 利他 个 可 以 顺 次 定 出 附加 短 阵 
-了 3 的 算 阵 保 数 甩 ， 囊 ， pw， By 故人 45) 式 礁 定 了 短 陈 多 项 式 BOD 


的 导数 Bi， sy Bo \ 
例 炎 
| 2 一 ! 1 2 -3 1 1 3 
全 2 四 
| 1 1 1 m=SpA=4,， 本 一 时 一 和 五 一 0 -3 : ? 
1 110 -1 i173 1 
9 4 i 1 1 一 


从 和 莹 了 验算 起 见 ,我 们 在 每 一 个 人 毕 .41 42, da 的 下 面部 十 上 他 全 的 诸 行 的 有数。 以 
业 千 中 第 一 侦 罗 子 的 诸 行 禄 划 咕 次 滋 第 二 个 因 于 的 蘑 一 个 刑 上 元 素 和 后 相 加 ;说 肌 得 出 羔 税 的 
同一 列 上 修行 的 和 闭 。 
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-aa 4 0 -3 
-1 -2 -2 1 

As=ABi=| 2 0 -2 -5 p= 二 SpAs= -2， 
-3 -8 -1 3 
5 1 58 -# 


B= -全 十 有 五 一 


-5 3 0 -2 
1 0 -2 -4 

do=ABs=| -1 -7 -3 4|, m=3Spds=-5, 
0 4 -2 -7 
-5 -I 一 -9 


Ba= Ag 5FE= 


J 
HA oo ob -2 ol mT? 


Q D 0 2 


| ，-。 心 1 


1 _5 1 -9 
[A1=2, A-i= 1 Ba= 2 2 a 
I 了 -1 -9 
FP 
0 -2 1 1 


EE 如 果 我 二 要 害 山 M1, Pa, La, D4 且 突 于 得 出 Bi1y Bros Ba 的 化 一 列 ， 那 未 彼 需 要 从 
43 中 算出 其 第 一 末 的 元 素 和 与 其 舱 精 列 在 对 身 误 上 的 元 素 , 在 4a 中 划一 烈 的 元 求 照 在 由 申 
第 一 殉 的 第 一 京东 三 个 元 囊 。 


$ 6， 握 阵 的 最 小 多 项 式 
定 闵 1， 攻 量 多 项 式 /()) 称 仿 方 人 4 的 化 雳 多 对 这 ,如 其 


号 有 是 阱 这 


f(A)=0, 

首 项 你 数 等 岭 1 且 其 次 数 最 小 的 化 屠 多 项 式 让 (A) 称 篇 答 耻 和 4 的 
最 小 多 项 式 。 

出 赫 密 发- 菇 散 定 理 知 短 阵 4 的 特 向 多 项 式 4() 是 这 一 烦 阵 的 化 
雳 多 项 式 。 但 是 ,有 如 德 面 的 驮 述 , 在 一般 的 情形 他 不 一 定 是 最 小 的 。 

除 任 一 化 雾 多 项 式 了 CN) 以 其 最 小 多 项 式 : 

f0) =p YN HG 
其 中 7() 各 不 篇 慌 如 其 次 数 小 稚 上 (和 A) 的 次 数 。 破 有 有 : 
FOOD = DN) TA), 

因 人 篇 了 C4) 0 与 (4)=0, 所 以 得 出 (人 =0。 但 如 r( 和 有 有 次 数 时 ， 
其 次数 稀 小 从 最 小 多 项 式 汕 (的 灰 数 。 故 7 和 二 08 。 沽 屡 一 来 , 短 
硬 的 任何 化 过 多 项 式 都 禾 共 县 小 条 页 式 所 整除 。 

丽 十 个 多 项 式 风 与 出 (都 是 同一 短 陈 的 最 小 多 项 式 。 嘟 未 每 
一 个 都 可 以 锥 另 一 个 所 整除 , 亦 即 这 所 仙 多 项 式 突 能 有 常数 因子 的 莽 
别 。 车 个 常数 因子 必须 等 於 1, 因 乱 由 0) 刁 加 (和 ) 的 首 项 傈 数 者 等 谎 
1。 我 们 就 翘 胡 了 光 页 一 个 已 予 甜 阵 的 最 小 多 项 式 的 唯一 性 。 

求 出 最 小 多 项 式 与 竺 徽 多 项 式 间 的 关 保 式 。 

以 妃 -:0D) 记 蛙 徽 短 陋 % 吾 -4 中 所 有 ?一 工 驾 子 式 的 最 大 盆 因 式 ， 
亦 仓 附加 短 阵 BOD 二 148sC%) 上 中 所 有 元 素 的 最 大 仅 因 式 (大 考 . 上 各 ) 。 
那 未 


B(D= D, (M0), (47) 
其 中 CC) 篇 一 个 多 项 式 人类 阵 , 他 是 装 座 短 阵 AB 一 4 的 “ 蓝 出 "附加 短 
际 。 由 (20) 与 (47) 我 们 得 出 : 
AIE= AE ACD,10), C48) 
让 知 4(%) 篇 D1(%) 所 各 除外 : 


n 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 - 


起 ”否则 晨 和 一 俏 任 党 多 项 式 弃 在 ,其 次 数 小 珊 最 小 多 项 式 的 殉 堵 。 
她 ”得 可 届 直 接 答 特 油 行列 式 站 六 按 铬 他 的 任 -一 行 训 要 来生 啊 。 
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AA) 
DiCh) 一 岁 (7 ， C49) 


其 中 由 (篇 和 的 一 个 尖顶 式 。 在 恒等式 (48) 的 十 名 中 前 去 
D100) 0: 


ONE= EB— ACCN), (80) 
因由) 如 篇 和 8B 一 4 所 左 整 除 , 所 以 由 广义 裴 所 定理 ， 
v4)=0, 
渤 杰 一 率 ， 篇 (和 9) 式 所 从 定 的 多 项 式 上 (2) 是 矩阵 4 的 化 雾 多 项 
式 。 我 们 来 寻 朋 ,他 就 是 4 的 最 小 多 项 式 。 
丹 C) 记 最 小 欠 项 式 。 那 末 小 (和 可 鹤 米 (加 所 整除 : 
CO (61) 
国 篇 六 (一 0, 所 以 由 次 六 烛 所 定理 , 短 阵 多 项 式 由 (NX) 斩 篇 hE 一 4 
所 左 整除 ; 
BAE—AO*CN), (52) 
由 (6 了 与 (52) 得 出 : 

VEE=AEB -AO MNO), (B88) 
恒等式 (50) 典 (58) 襄 明 COD) 与 CO*ODXC) 剖 是 以 AB 一 和 4 除 上 3%) 召 所 
得 出 的 左 商 。 由 除法 唯一 性 知 

CO =O OMXA), 
故 知 YX) 需 多 项 式 短 障 OU 的 所 有 元 素 的 公 因 式 。 但 是 另 一 方面 ， 
导出 附 章 短 库 C(%) 的 所 有 元 染 的 最 大 公 因 式 等 伶 二 因 需 车 个 垂 阵 是 
和 从 B(D) 除 以 D1(%) 所 得 出 来 的 。 帮 有 X 一 常数 。 因 篇 在 由 入 ) 暇 
和) 中, 首 项 傈 数 都 等 能 工 所 以 在 (51) 式 中 和 和 =1), 你 好 于 和 = 
一 "(WW)， 如 就 是 所 要 证 明 的 精 果 。 
我 们 浒 蕉 最 小 多 项 式 已 经 建立 了 次 之 受 式 : 


OB 在 所 予 的 情形 , 宙 ( 息 ) 相 件 的 有 恒等式 [ 光 沁 (20)] 
yO E=CO CE- A), 
闲 师 CC%) 同 时 沪 以 A 一 4 路 风 (WE 所 每 出 的 左 册 与 右 南 。 


0 得 隆 二 


WN) = 7 人 (34) 
类 似 伶 (31) 式 (在 $4, 3)， 轩 和 惧 洁 出 附加 矩阵 CC%) ,我 们 有 公式 : 
ON= BB, A), 《55》 
其 中 针 (N 1 篇 次 之 等 式 所 磅 定 的 多 项 式 ， 
VO = TI. ©, (56) 
再 者 ， 

CE—AON) OE, (67) 

在 等 式 (57) 的 两 包 取 行列 式 , 我 们 得 出 : 
A OCG) = [WI (58) 


过 习 一 来 ，4C%) 可 坟 坊 四) 所 整除 ;而 了 人) 的 某 一 个 替 次 又 篇 40%) 
所 整除 , 亦 序 在 多 项 式 4( 和 ) 眶 贡 以) 中 所 有 不 相等 的 根 是 彼此 一 至 的 。 
挤 各 话 襄 ， YA 的 根 答 予 了 短 陈 4 的 所 有 不 相等 的 特征 数 。 

世 果 


A = HAN Mm CN Mm (E69 
(天 用 如 其 42 关 7j 0 ,5,7 二 1, 2,.…， 3)， 
那 末 
让 (A) = 一, C60) 
其 中 
OmEns (R=1, 9, $)6 《61) 


膛 要 注 答 矩 际 CC 和 的- 含 性 质 。 说 各 篇 短 阵 4= aa 上 的 任 一 
特征 数 。 导 来 只 Mo 二 0, 故 由 全 7) 
(NE 一 CC =0。 (62) 
我 们 注意 , 常 有 CCko)#0。 事 实 上 ,在 相反 的 情形 ,导出 附加 矩 阶 
CO 的 所 有 元 素 部 将 需 % 一 x。 所 装 除 ,各 是 不 可 能 的 。 


故 。 158) 式 可 及 完全 熏 人 所 起 相 类 全 的 来 得 出 。 在 恒等式 的 一 二 以 -四 以 
4) 的 责 获 全 和 洽 5 具 虐 重生 旺 工 我 们 得 田 典 (到 } 旭 局 的 地 陵 箱 式 。 


以 玫 短 阵 Co 的 任 一 非 雾 列 。 那 末 册 463) 
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(WE.-~-A4c=0, 
亦 妓 
Aes= No 。 (C68) 
措 乱 话说 , 知 障 CC) 的 任 一 非 霉 烈 ( 泛 种 烈 常 能 存在 ) 礁 十 油状 人 一 
的 一 司 特 徽 向 量 。 
全 
8 一 8 另 
4=|1 -1 5 —2l, 
一 荆 8 如 
名 一 吕 3 一 各 
0) 一 | 1 生生 | 一 和 a 一 8 十 3207 一直 = (一 330- 轨 ， 
i 一 入 和 A 


CO， 站 = 于 全 二 各 一 二 20， 


10 -ls8 12 
BO) 一 42 十 (一 8) A N20) EF= 


-6 220 -13|+ 
“6 18 一 8 
3 —3 2 1 0 01| 
+o-sl-! 后 一 3 io-atml ] 0 = 
-1 83 9 0 01 
6 一 上 6 一生 
二 一 X42。 加 一 BT 一 2 十 4 i 
一 入 十 号 到 -6 0 一 时 于 19 


起 牌 以 ) 中 所 有 元 束 者 从 态 (29 二 A 一 3 所 除 礁 。 罗 去 省 个 因 于 ,我 们 得 出 : 


A—3  —8 2 
=| 一 1 %-1 -2 


—1 8 -6 


dx) 
鼻 i 《入 一 马 7 人 由 
在 CD) 中 代 * 点 利和 0=2: 


92 虐 隆 访 


缆 一 列 葵 予 对 藉 0=2 的 特 徽 疝 其 (1, 1, 1)。 第 二 列 精 予 对 放 辐 一 特 巩 数 =2 的 特 短 向 
关 ( 一 8, 1, 3)。 第 三 列 是 前 二 询 的 粹 性 各 合 。 

局 嵌 的 , 联 ==4, 由 矩 孙 C(4) 的 第 一 列 得 出 对 桨 闪 特 币 数 0 =4 的 特征 向 最 (1, 一 1， 
—1)o 

我 仍 肖 要 提醒 狭 者 , y) 身 C0%) 可 愉 用 另 一 方法 来 得 出 。 

首先 求 出 D0)。 蕊 (2) 的 模 侨 能 是 2 壬 4。 在 4 有 时， 4G) 的 二 级 子 式 | 二 中 = 
= -~》 十 2 不 能 化 需 蕉 。 所 具有 妃 (4) 二 0。 党 入 =2 时 , 拒 阵 %P 一 -的 许 列 彼此 成 比例 。 获 
在 4( 和 中 ， 所 有 一 规 子 武当 % 一 3 里 都 等 恭 堆 ; Ds(2) =0 。 因 篇 所 神算 出 谏 的 子 式 有 一 次 
的 存在 ,所 中 D(X) 不 能 篇 信 - 允 ? 所 除 缆 。 故 

了 et) 一 和 一 了 3 

因此 网 人 = -YD = 各 一 BX 十 8， 
pi = Et, 


入 一 3 一 革 3 
CO yOE, 94+0-0r| -1 Nh%~l1 -2 . 
-1 8 Xm~6 


第 五 章 ”从 障 测 数 


$1， 蝶 陈 画 数 的 定 逆 


穴 检 巴 方 陆 4=Farl? 典范 景色 数 入 的 汞 训 了 (3)。 需 要 定 出 fCA) 
的 总 义 , 处 印 要 推广 画 数 六 *) 到 有 短 障 值 需 多 数 的 意 萎 , 

北 崔 简单 的 特殊 入 形 , 朗 关 科 二 Yo 十 YT 十 …' 十 4 篇 入 的 多 项 
式 时 ,我 们 已 烃 知 道 遭 俏 肖 题 的 解答 。 在 此 肝 A(4) = 二 Yod :十 Y4A"!+ 
十 "十 7 。 征 过 一 特殊 情形 试图 得 出 一 般 情形 的 了 (4)。 

| 

让) 二 (C1) 
让 答 阵 4 的 最 小 多项式 全 (此 芒 js Xe 堪 短 隧 4 的 所 有 不 同 的 


特 微 数 ) 。 汉 个 多 项 式 的 次 数 w 一 这 ms。 


设 雨 个 多 项 式 gC%) 盘 有 CX) 有 
gd) =h(A), (2) 
于 末 辩 民 和 ) 二 9(%) 一 A 和 A) 基 类 耻 4 的 化 圭 多 项 式 ， 可 发 少 (和 所 整除 ， 
我 们 窟 之 篇: 


gSRA) (mod pM)), 《8 7) 
故 由 (了) 
dA) =0, dA =080, OD SO0 (Fel, 9,, 3), 
亦 朗 
GA) 一 用人 RD 太一 下 (CN DON) = 
一 只 MA (R=1, 28) 《4) 
m 个 数 


FH) Fhe), PC AN (下 一 工 ; 号 8) 


尾 合 洪 第 四 闪 , $6。 


中 十 于 给 


我 但 狗 定 称 信 夯 数 (2 在 短 古 4 的 的 时 ; 消 。 上 .的 入 得以 符 骂 窜 法 fd) 
记过 些 值 的 全 部 集合 。 如 果 半 部 枚 数 7(X), 请 值 (5 ) 存 在 (水 即 有 意 
装 ) , 那 末 我 们 说, 砍 数 /人 雁 定 徐 短 陋 {的 影 谱 - 上 ， 

等 式 (4) 说 明 多 项 式 g(%) 与 AX) 在 逢 陈 4 的 影 琵 上 有 相同 的 值 。 
在 符号 写法 需 


9K44 一 六 (4 
倒 琅 我 们 的 谭 论 :1B( 4) 推出 (3 ,因而 得 出 C2 )。 
各 样 一 康 , 如 果 和 给 予 了 甜 了 二 刑 未 多 项 式 9(X) 在 算 阵 4 的 影 襄 
上 的 值 完 至 篇 敌阵 gd 所 比 定 ,次 序 所 有 多 项 式 gC%) ,如 在 姬 阵 4 的 
庄 . 上 有 相同 的 值 , 沙 末 就 有 相同 的 答 陆 值 gC.4)。 
我 们 要 使 很 在 一般 情形 时 厌 尹 的 定义 服从 得 梯 的 原则 : 曾 数 87) 
在 天 阵 的 影 姥 上 的 值 必 须 完全 歼 定 .AKCLdD 亦 序 所 有 的 画 数 了 CD 如 
那 末 显然 , 狼 於 一般 情 形 中 灰 妇 的 定义 只 要 计 取 浊 楼 的 多 项 式 
?4 使 其 在 垂 阵 4 的 影 玫 上 同 FA 取 相 同 的 利息 , 且 兮 
f(A) =9C4)， 
郎 已 足 鹏 。 
各 栋 一 来 ,我 们 得 到 次 之 定义 : 
定义 二 ， 如 果 面 数 /能 定 谎 甜 阵 4 的 影 沽 上 , 那 末 
大 一 成 人)， 
其 中 94) 篇 尾 一 多 项 式 ,在 算 阵 4 的 影 谱 圭 与 7G.) 取 相同 的 值 : 
Fd = 09d)o 
在 休 数 篇 相 数 的 所 有 多 项 式 中 , 在 影 谐 上 骨 fC(X) 陈 间 秆 的 次 有 一 
俩 多项式 了, 其 次 数 < mm 曙 。 演 一 多 项 式 (0 ) 需 次 族 内 插 人 条件 所 叭 
一 确定 : 


丰 在 2 中 我 全 特 哈 明 , 天 样 的 内 插 儿 顷 式 党 能 存在 , 且 输 予 君 筑 最 小 次 数 内 揪 多 项 
式 的 各 数 的 演 段 。 
他” 温 个 多 项 式 可 共和 任 打 劳 一 有 相同 影 媳 伸 的 旬 项 式 , 除 点 秆 的 硼 忒 来 得 出 。 


弟 一 部 从 党 五 章 ”组 阵 图 烤 05 


PO) = FO TCAD = Hy PDA) = fT Dg) 
【下 一 于， 3, 8) 6 
多 项 式 7(7) 秋 仿 在 短 陆 4 的 影 避 上 少 众 两 数 7C%) 的 拉 格 天 日 - 余 
个 凡 斯 素 内 插 多 项 式 。 定 蓉 1 还 可 以 述 租 : 
定 闵 工 ， 规 fC) 需 政 定 开拓 阵 4 的 影 天 上 的 夯 数 ,而 rCA) 篇 其 
区 应 的 拉 格 蝴 日 - 花 南 凡 斯 透 内 揪 多 项 式 。 那 末 
.六 4 一 rd)。 
芋 ” 如 果 禾 阵 二 的 最 小 多 项 式 由 (%) 没有 重 模仿 [在 (I 工 ) 中 和 or 一 
一 ia 一 一 2 一 由 3 一 ?9 奸 未 篇 了 使 得 信人) 有 有意 工 ; 裕 要 画 数 了 (%) 
确定 於 特 微 点 各， Az,…' ;hm 上 上 就 已 中 其。 如 果 由 (7 有 和 多重 程 存在 ,于 
末 在 菜 些 崇 微 加 . 上 ,必须 定 出 仿生 其 至 已 知 次 泥 式 的 值 [ 密 者 (6)]。 
例 1， 讨 说 短 阵 埠 。 


煌 
0 10， :1 
1 -0 
BH=|: a 
000...1 
000..-0 


他 的 最 小 多 项 式 篇 hr。 所 以 (六 在 互 的 影 峰 上 的 往往 数 了 (0) 771(0),…, fn-D00)， 
而 且 多 项 小 +(%) 有 次 之 形 肤 : 
F 人 ，. fal (Dy jn 
rf 0+ te 


笨 样 一 来 ， 
_ F(D pVO yaa 
1B) = OB 1 H+ 
FO Fe-DtO 
0 m1)! 
ho 7o0 : 
是 0 
: ,I 
0 0 ,fC 
各 ”在 第 闪 章 中 就 食 明 皇 ,在 此 哇 亦 荡 有 在 过 一 情形 , 矩 限 4 才 是 思 构 丰 陆 (等 考 第 三 
齐 , $8)o 


总 ” 轩 英 上 拭 阵 互 的 性 里, 见 莫 一 章 ， $3, 1 的 合子。 


8 纸 话 这 


全 2 讨论 雪耻 


六 I i 全 
| 站 Am 了 全 
| 。 
了 =1 , 
|o on...1 
1 
D 0 .hn 


注意 ,= 加 下 十 也 教 有 一 加 下 = 互 。 扣 了 了 的 最 小 条 贰 起 贵 然 量 人 一)ojw 对 於 本 
训 (2) 的 内 持 多 项 此 7( 和 ) 避 次 之 等 式 : 
7 =f00+ CDAD+ 0) io 


Ch 1)! 
鼓 有 有 
HD rN SO FFL Ht 
Fa0) Fn hoy 
1 i | 
1 5D frm) . 
=| :1 
/ ‘tha) 
| ， . 1 | 
| 0 0 0) 
注意 乍 际 画 数 的 雨 血 性 贤 。 
1 如 时 二 侦 短 际 4 与 B 相 位 ( 短 阵 了 演化 4 篇 如 
B= ii, 


那 未 短 阵 fC4) 与 (B) 相 供 而 且 同 一 籍 阵 了 演化 (4) 篇 7(BB): 
FB)= TFC)T, 
事实 上 , 责 个 相似 答 障 有 相同 的 最 小 多 项 式 8 , 故 知 巩 数 PN) 在 
短 障 了 的 影 湛 上 与 在 乱 降 4 的 影 谱 上 都 取 同 样 的 值 。 因 此 有 内 播 多 
项 式 7 以) 存在 ,局 得 
F(A) =7(A), fH)=7(B), 


四 花 如 =T-14T 得 用 Bt= 了 17FT 了 (CE 二 0 1 28，…)， 总 对 蕉 仔 一 于 硕 式 J 以 ) 都 入 
= 一 了 -19(4)T。 因此 ; 由 #81 二 0 扒 却 5t 芋 ) = 二 D0, 友之 下 名 。 


莫 一 部 劳 ”第 五 章 其 障 而 数 


is 


但 旺 由 等 式 @ rtB) 一 了 4 有 得 知 : 
HB)=T FT , 
四 
都 末 JON= {FA fA), FA)}o 
忆 了 0 记 光 扼 在 年 阵 4 的 影 囊 上 的 两 数 灵 人 的 拉 格 兰 日 - 陵 尔 凡 斯 透 
内 插 案 顷 式 。 那 末 秽 知 
FL 一 民 人 一 人 CD C7) 
男 一 方面， 4 的 最 小 多 项 式 是 每 -~ 个 答 阵 4 4s;… ,的 化 老 


多 项 式 。 故 由 等 式 
fd) 一 (Cd 


得 出 : fd = dy FO) = 
轩 焉 AD=7 A fA) = TA), 
且 等 式 (7) 可 以 写 篇 : 
TOAD= Fd), FA ys, fA))}o ‘8) 


例 1， 和 如 果 单 构 霹 陈 佑 
4 hp hn Tl, 


那 添 了 (二 了 FT fa) ye 了 (于 了 
人 起 基 育 巷 履 的 ,如 时 出 鼓 了 以 ) 在 巾 Aly hy" [ 六 土 是 厂 定 的 。 
3， 类 取 J 有 沈 二 进 对 和 形 : 


| 2 
| 人 D 
| A 1 0 
1 
ID 0 0. 1 
0 0 0.， .加 
7=| 。 
| 一 、， 
人 
3 1 0...0 
| 0 he 1. .0 
| 0 0 0 1 
| 0 0 0D. .A 


和 地 同上 圭 。 


8 组 阶 | 往 


示 在 凤 角 直上 的 姓 子 埋 中 所 有 元 求 部 等 蕉 党, 田 公 式 忆 氏 迷 者 第 一 草 ， 3 工 的 例 开 )， 


六 Fe， 
1 
0 Fa 。 - 
了 | 
: i | 
本 | 
f 07) = 到 
i Fe Td) 
ow . 4 Coe) | 
0 pi “ 


Ow) 

| ,1 

io 0 .,，. fo | 
此 幅 , 瑞 在 得 障 7 中 一 样 ,未 在 对 角 烷 上 主子 欧 中 的 元 索 全 等 长 叶 加。 


$2， 拉 格 本日- 薛 尔 凡 斯 透 内 插 多 项 式 


i. 首先 讨 询 特征 方程 | 一 4| =0 汽 有 光 重 根 的 情形 。 衣 得 一 
咎 方程 的 棋 一 一 短 障 4 的 特 微 数 一 一 颇 As。 那 末 
中 = | 一 A 一 一 DCA 一 Na) 一 入 
上 且 人 条 件 (6 ) 可 窟 篇 : 
POA 一 .FA CF=1, 3, 的) 
在 过 一 个 情形 74 是 画 散 .站 和 在 点 各， 各， 上 平常 的 拉 禾 
潮 日 内 拖 多 项 式 ; 


一 一 六 一 
Re Go。 


由 定 闵 二 


本 


加 座 午 {在 第 太 章 的 $5 域 第 七 这 的 7 特 证 明 , 仔 一 算 陈 4 二 |x 了 都 带 能 宽 茶 一 候 
了 形 短 牌 相似: 4 二 TJI7T1。 客 ( 谷 者 本 薪 末 尾 的 1 ;党 有 了 (A) 二 了 TIC)T-1。 


第 一 部 鼻 。 第 王 章 ” 失 限 湖 驶 9 


站 一 人 一 
4 
1 《AB 一座 1》 六 记 一 站 1 六 一 站 证， 信和 记 一 敌 ， fh), 


2% 更 在 假 藤 . 特 微 多 项 式 有 多 重 根 , 但 是 除 阔 特 微 多 项 式 的 最 小 
多 项 式 姑 五 有 香 重 根 存 在 售 : 
下 (和 一 《一 各 站 太一 和 放生 一 和 ob 
在 胃 一 情形 (同上 斩 的 一 样 ) 式 C1) 中 所 有 的 指数 mx 都 等 玄 1， 且 
等 式 (6 ) 化 篇 


ThE FN) Fl, 2, Mm)o 
?4) 仍 然 是 平常 的 拉 格 请 日 内 揪 多 项 式 且 有 


AhnB) dA A NE) 
= p23 OD TE TOE rr .Cao 


3. 诗 芥 一 般 的 情形 
昌 人 一 (一 AD 人 轴 一 和 (大 一 和 《331 二 9 十 -十 9 一 和 外) 


表 质 分 式 画 数 了 64 需 简 分 式 的 和 : 


re 
TA 可 [os 
pn) pa 人 一 入 2 于 十 
+ |， (9 》 


其 中 eg 一 工 ， 2， re Tips £=1, 3 3) 往 荣 一 些 散 。 
往 了 下 出 简 分 式 的 牙 子 au 莱 导 一 等 式 的 十 凶 以 00. 一 Mp)™ 且 上 以 


+O) 记 多 项 式 -一 2。 我 们 得 出 : 


CA AN) 
A 一 Ga 二 pakA OA) 二 十 Op A A "pCN) 
(fF=1, 2,..-, 8), 10) 


其 中 p(t 和) 是 一 个 有 理 责 著 , 党 %= 为 肝 是 正 有 的 甸 。 


0 益 考 上 笠 计 的 福 。 
加 ” 基 即 党 义 二 x 时 趟 售 句 芒 必 可 


100 起 限 Ea 


故 . 
a 
mo] =rGu)|- 本 十 (11) 
十 Ch)- 二 yy] 人 


(1) 式 芒 明 了 ,在 等 式 (9 的 右 节 中 雍 分 子 ui 可 以 经 多 项 起 7(X) 
在 短 阵 4 的 影 王 上调 值 来 表 出 ,而 送 些 值 都 是 已 知 的 ; 他 们 等 於 画 数 
了 (0) 与 其 迟 式 的 对 应 值 。 所 以 


HO oopOd LY Pa ,.. 
CE1 一 WC) EE 0 +f Ca pA) 


(R=1, 2,."， 5)o (12) 
(12) 式 还 可 以 症 窒 篇: 
OY 
A A ECAY hk 
Gl. “9 Thy k=1,2,"" ,8)e (18) 


在 求 出 所 有 的 aw 凡 德 ,我 个 可 避 和 从 次 式 来 定 出 7(%) ,过 是 用 由 (X) 

求 乘 等 式 (9) 的 十 节 所 得 出 的 ; 
7 0) = Eom tesa —AD) Fe om hb), C14) 

在 得 个 式 子 中 ,位 苓 虹 人 ) 前 面 的 因 式 , 即 在 方 括 骨 中 的 表示 式 ,由 
(13) 知 其 等 南西 数 C7) 昭 人 % 一 jx) 的 震 式 展 隔 的 戴 劳 展开 式 中 前 mk 
个 项 的 和 。 

疆 拉 格 兰 日 - 评 请 几 斯 适 内 活 多 项 式 亦 可 以 由 拉 格 兰 日 内 插 多 
希 式 到 称 限 求 得 出 。 

攻 = OAD) m= ms) 
记 由 器 : 


。 和 。 »% {I 2 
M4, A 0 让 ) A } 9 A A )， A ) An 


攻 一 部 拷 。” 第 五 窑 站 障 闻 熬 103 


所 构成 的 拉 格 天 日 | 
Ns ， "A, ,i ,hs 
LY = A oo aeoy;， ，: FA DE CN 和)。 


那 末 不 允 醉 明 , 所 要 求 出 的 拉 格 昔日 - 侮 尔 几 斯 过 内 揪 多 项 式 需 欢 


式 所 确定 
r= lm ICO), 


M1, " A 
Me 
鲍 
y= (m= 
FA 三 8 ~y 各 
i PY Nt A Ht Rt 
政 FO) =[oF BO ADIN -AIT y+) 
因而 


riA)= [a A EA NE yA had BA ME) 
由 次 之 讳 式 球 求 出 : 


= +0 EE I ， 
0 0 CAD), 
= 
YY 一 (2 一 Oe 让 一 00 Tor Et Cha), 
ne f (he) 一 于 = 二 Ek Ga) 十 豆 pe (he) 


$ 3， 六 的 定 蓝 的 其 他 形式 . 卸 阵 4 的 分 量 
我 们 回 到 7?0) 的 公式 414) 。 把 赦 傈 数 = 的 表示 式 (1 分 代 到 证 一 
翁 式 中 ,日 往 含有 相同 的 fC%) 的 值 或 其 居 式 的 值 约 谭 项 全 入 在 一 起 ， 
我 们 圳 "7 篇 次 之 形 装 : 
四 AD) 一 [fi pa TA PsN) TF: 十 


+ EA Pe, ma A) o (15) 
此 在 的 px 和 (I=1， 3 To; 并 2-…， 引 容 易 计算 出 夹 ,篇 次 数 


109 眶 孟 本 


<m 的 的 多 项 式 。 汗 此 多项式 完全 篇 所 于 的 出 以 ) 所 矿 定 而 由 所 还 
取 的 面 数 太 筷 抱 关 。 过 些 移 项 式 的 个 数 等 慌 布 散 了 QO)) 在 短 陆 4 的 影 
姑 工 雍 值 的 个 数 , 亦 郎 等 南 m[m 篇 最 小 多 项 式 沙 (和) 的 次 数 ]。 柄 数 
put) 表示 对 春 芝 样 的 一 种 而 数 的 拉 褚 冰晶 -说 鲜 凡 基 表 内 插 多 项 式 ， 
适 种 三 数 在 迁 祖 4 的 影 导 上 除开 有 一 个 站 D0) 等 评 1 于 其 能 庄 值 
都 等 於 回 ， 

全 部 多 项 式 pri (0 一 1 3, My) 下 一 了 2， ,8) 是 糠 性 拯 关 
的 。 事 实 上 , 洽 


之 和 CDkI 一 0 。 
和 多 m 个 休 件 
TO 一 2 (16) 
来 定 出 内 插 多 项 式 7CX)。 那 来 出 民 外 与 (16) 


TC = > 站 cy 盖 人 0， 


因而 由 (16) 知 所 有 的 
cw =0 《了 二 卫生 Mey; 二 1],，，…:， 8) 0 


fC) = LOD Zt Tit 
+ DE) ZR. ne), (17) 
其 中 
Bir=pit A CF=1, 9, Mme; bh=1, 2 8), (18) 
吞 陈 Zi 完 答 篇 所 了 巴 的 撼 阵 4 所 确定 而 自 画 匮 .了 CN) 的 湿 取 继 天 。 在 
CD 革 的 右 凶 中 国 烧 六 和 ) 让 是 表 出 其 在 知 障 4 的 影 庙 上 的 诸 航 。 
短 阵 ZCj 二 1 2，…， ma; 和 二 1， 2,…, 8) 释 篇 所 子 短 障 4 的 租 霹 
夭 障 或 分 量 。 
滔 蕊 Zid=1, 号 Ek=1, 2,…', 3) 穆 性 欣 天 。 
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事 舍 二 , 贡 bp Zu=0, 
那 末 直 (18) 
A(4) =0, (19) 
其 中 
XO) = py。 (20) 


因 篇 由 (20), 多 项 式 YU 的 台数 小 页 mm， 亦 即 小 蕉 最 小 多 项 式 册 ()) 的 
次 数 ,所 以 由 (19) 得 出 : 
XCXy 一 0。 
但 由 (20) , 因 需 mr 个 西数 p40O.) 吏 性 钨 天 ,我 们 扒 知 
Cj 一 日 j= 
簿 就 是 所 要 发 明 的 千 果 。 

由 粗 成 短 阵 Zi 的 穆 性 乱 关 性 知 道 在 得 些 敌阵 中 小 有 一 个 能 等 拓 
零 。 膛 要 注意 ,分量 21 中 任何 南 便 都 是 可 易 的 昌都 且 算 陵 4 可 易 , 因 
汽 他 条 都 是 4 的 炖 量 多 项 式 。 

对 航 沪 信 的 公式 (17) 特 别 便 亦 用 来 处 理 局 一 矩 陈 4 的 若干 画 数 ， 
或 者 用 来 不 理 画 数 .FCA) ,他 不 仅 盟 有关 日 照 某 一 矢 数 有关。 在 第 
一 情形 代 式 (17) 的 右 节 中 诸 分 量 Zu 与 1 儿 湖 而 肉 数 ! 让 是 在 落 些 
阵 的 存量 傈 数 中 出 现 。 

在 -上 萄 末尾 拘 人 情 中 到 (= 以 一 30% 一 ?093 我 们 可 以 建 检 ?+ 从) 篇 次 之 形 羽 

ro = OAD Pa PT Oe) pa) + a) oath) Co) pa tN)s 


其 中 ou=( 计 这) 位 -2 让 


qa 二 信人 


(Ai Aap 7 
六 一 1 1 本 2 3 2 
ql) = (元 = 关 1 i- ( + = = le 


ea 了 -|， 
2 A 


总 一 六 A 
PN 


I04 撼 阵 Li 
变 有 OA OA TAAL 
其 由 Za=pa( 人 = 二 人 BE | B- 元 (4 为 本 下 
Zs=p( 4) = 一 F554 一 入 (4 一 245) 请 如 上 天 。 
和 如果 答 子 了 短 陈 4, 那 未 需 了 具 笨 的 找 出 过 个 短 阵 的 分 量 可 以 在 
基本 公式 (17) 中 到 Co 一 -二 ,其 中 入 需 一 大 数 。 这 楼 我 人 得 出 : 


Ie 


OW) ar 2 117 
AB— A)"1= = | Zu EE 
( [入 TR 


十 … 十 Cm 过 有 |， C21) 


其 中 COD 篇 * 吾 一 4 的 导出 附加 算 障 (第 四 童 ,$ 介 只 ， 
托 分 4 一 15105 是 在 展 肛 式 ( 红 ) 中 简 和 分 式 的 分 子 , 故 代 尾 开 式 (9) 
一 样 症 些 分 子 可 及 区 Ci 在 引 阵 4 的 影 证 上 庶 值 用 策 (11) 各 亿 的 仅 
式 来 我 出 : 
rn OA) Ca—D1 Zen = [RT] ys 


WA ph) 
因此 ， 
,1 FO) lm 
2 全 一 ]) mo— dL grCN) ,a 
(1=1, 2 Mp) = 2 8)o 《231 


以 各 些 粗 成 矩阵 的 表示 式 (22) 代入 (17) 式 ,我 们 可 以 霄 基本 公式 (17) 
过 来 之 形状 : 


1 CO or 。 
fOr LV) 。 (23) 
入 当 f(D = 二 -一 时 有 f(4)= (一 1 素 赛 上 ,了 4) 二 7(4), 其 中 +( 忆 篇 拉 


格 北 日 - 认 才 几 斯 惕 内 抚 凶 项 式 。 因 此 ;了 (办 种 fa) 在 给 障 4 的 影 肉 上 重合 , 故 在 半 一 影 
详 上 (一 2 TOD 当众 一 四 用 0=1 一 埃 o。 所 忆 B 一 人 rAd)= -人 74) = 百 。 
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3 一 上 i183 -人 1 -1 
| 0 1 1lg, -| D 2 一 -| 
1 1 -1 -1 
在 所 予 的 情形 ， 4 人 2} 二 | 再 一 且 | 三 位 一 13(% 一 中 。 辐 侣 元 来 了 二, 2 在) 吾 - 寺中 的 子 起 

等 於 上 所 以 严 人 一 二 坝 有 
昌 八 ] 一 向 人 一 (一 二 3 信 二 一 让 一 所 2 一 刍 ， 


,= pt [一生 凡 十 党 一 上 十 攻 


且 有 
Ct) 二 于 人 光 再 4) 一 如 于 改 一 必 革 二 从 2 一 和 十 区 吾 一 
8 —2 2 2 -1 1 1 0 0 
| -1 呈 8 :+ 0 1 ho 1 中 
-3 8 | ， -1 1 1 001 
此 时 基 本 公式 有 次 之 形状 : 
OA = 2 t(D) Zon 0 {24) 
I 
更 在 到 jx) = Xn ?来 笠 : 
GE- 让 + ys 十 基 鸣 ， 
破 看 Zu=— D-DD, Ze=— O01), Zn=0(2)e 
路 用 上 面 所 得 出 的 FC) 的 类 未 式 来 计算 Ga， 219, Gor 且 特 其 精 果 代 关 (34) 式 : 
1 0 0 1 -1 1 0 0 
jeAY=7DN1 0 04Prayli -LT 了 Fa TI 1 |- 
1 -1 1 0 00 -1 10 
| FDOD -AD | 
一 D4 2) DD FL lo C28) 
了 — 742 一 了 《十 关公) 上 


例 2， 我 们 指出 可 以 僧 由 基本 公式 出发 来 定 出 (4)。 仍 误 
2 一 | 1 
| 1 


—1 1 1 


| = (A 1 2) 


那 卡 
fd) HD ET TZ Zo 


中 ” 旁 束 的 作风 宇 管理 列 的 元 素 槐 入 。 梯 拭 障 4 的 行 己 和 矩阵 B 的 列 的 粕 科 , 我 们 得 梁 
积 48 的 列 的 元 案 相 和 
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峰 交 人 种 (2 由 的 1A 一 4 (一 二 六 
i100 

F123=E 和 m0 1 | 

|。 0 11 


| 1 -1 1lz 
Bt | 0 0 1iz, 
一 1 1 olo 
0 0 ofg 
=(A- E22| -1 1 路 
| -1 1 oo 


全 前 而 夯 等 马 诚 去 菜 三 档 等 式 ,我 们 定 册 了 所 有 卫 。 代 式 (220) ,我 傈 就 得 出 六 4 的 灌 示 式 。 
上 过 屋 子 部 明 有 三 种 方法 可 以 实际 的 求 出 .7d ,在 铅 -种 方法 
中 ,我 俩 求 骨 内 揪 多 项 式 "0) 而 让 .六 4) 一 (CD。 在 第 二 种 方法 中 ,我 
侦 麻 用 展开 式 (234) , 把 人 7 式 中 的 分 量 Zw 汐 亲 出 附加 徐 阵 CO 在 和 
阵 巡 的 影 辟 上 雍和 值 来 帮 出 。 在 第 三 种 方法 中 ,我 们 从 基本 肥 式 (17 出 
发 , 左 次 代 基 和) 凡 某 些 简单 的 和 多 顷 式 ;从 之 得 出 稼 方程 粗 球 决 定 租 
成 短 障 ZZ 。 
第 三 种 方法 可 能 是 实 隘 最 方便 的 。 他 的 一 -船形 钛 可 述说 如 次 ; 
在 (17) 中 有 奢 辫 代 了 (和 以 某 些 多 项 式 OO) ga 人 (go 
gid 一 > CPA A + gE™ Mh) ZE my 
=, 习 ，.…… 0 361 
从 个 方程 (26) 定 出 个 短 叶 9x 且 以 质 得 出 的 故 示 式 代 涛 (17) 式 
中 。 
竹 m+1 恒等式 426) 导 617) 请 去 Zr 的 千 时 可 以 写 需 头 之 形状 ; 
人 
gd) MD AD) gs) 人 
。 ， _0 


全 


go ge 
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按 妥 第 一 列 展 开 熏 一 个 行 亲 式 , 我 们 得 出 所 需要 的 A 的 表示 式 。 此 
时 与 4) 相 滋 的 因子 篇 行列 式 4 二 19290h) 1 位 典 行 齐 式 4 的 第 ij 行 
涡 多 项 式 gi 在 短 障 4 的 影 说. 上 部 值 ; i 二 1,3,-…, mm)。 篇 了 可 以 定 
出 F4D， 必须 有 4 汉 0 。 算是 成 立 的 , 如 果 没 有 一 个 各 天 式 六 (7 
名 人 四 ge 的 静 性 组 合生 在 甜 阵 蕊 的 影 谱 . 上 全 区 和 坊 震 ， 灰 朗 不 能 
车 yx 所 青 除 。 

休 件 4x#0 常 能 适 台 , 如 果 多 项 式 的 (9 人 pp oo 人 的 葡 数 
者 和 锋 盘 DT 3……， 记 一 1 四 

在 车 束 时 ,我们 注意 对 就 锅 杰 A, 用 基本 会 式 (1 站 代 其 了 OD) 以 知 
求 计算 比 磅 方便 人 鲍 ， 

俏 “ 共 予 姑 障 4=| 4 3 |。 训 计算 竹 次 41% 前 元 洲 。 所 子 起 凰 的 最 小 认 项 式 笨 

=) 


基本 公式 在 此 时 篇 
CT 十 六 Tao 
顾 次 民 了 ( 科 妥 工 兴 和 A 一 1， 我 个 得 出 : 
ZE1=FEF; ia 一 二 一 加 。 
冲 有 OD = ET DN A- E), 
应 -一 Am 我 们 求 得 : 
lo 4 一 和 | 1301 -400 
Am=B+i00cd- 丰 =| 。 小 zol， -lb dE 
8$4， 甜 潭 画 数 的 航 数 表示 
起 科 于 有 最 小 名 项 式 冲 (入) 一 (MM No 《和 一 和 
(m= 阅 moz) 的 矩 障 4= ouj?。 再 发 丙 数 .JCD) 与 醒 数 序列 所 (入 ， 
fa) pp fC%),… 榴 定 苍 短 障 和 4 的 影 洪 上 。 


一 


办。 保 玖 不 侍 等 於 夫 。 

和 @” 在 上 面 最 后 一 他 中 几 =3 g1( 和 二, 的 人) 二 和 一 1 ga(2) 一 (XD 和 

图 公式 (17) 可 以 用 来 寺 算 壕 短 阵 1， 如 果 我 们 到 /CO 一 圭 , 双 厢 (20) 式 中 取 和 =0 
六 可 神 虞 二- 


I08 短 附 验 


我 们 论 , 营 p>cc 时 , 而 数 序列 (在 敌 障 4 的 影 午 上 赵 认 革 -- 
极限 如果 有 文清 极限 存在 : 

lim .六 (Cha lim fp CHE) s* ; Him nn) (用 一 工人 3) 

我 们 说 ;向 2-co 时 9 面 晓 序列 上 (在 短 陈 4 的 影 玄 -上 趋 亦 夯 数 
CD , 且 寓 入: rr 


lim f,(44) =f(4), 
如 果 
lim fC) =f O80), lm fy) fC) seo 
lm fy VOD fH) (k=l, ,0 8) 
基本 公式 
f(D = BLatF Oe) Liat tf CN) Zan] 


经 由 大 筷 在 敌阵 4 的 影 敌 上 猪 值 走出. 痰 4。 如 时 视 甜 陈 短 弃 礁 空间 
于 的 向 量 , 那 未 由 基本 公式 与 知 陈 2 的 镶 性 力 涡 性 ,知道 (各 诬 已 予 
的 4) 所 有 六 4 构成 本:; 中 的 mr 条子 空间 ,有 一 基底 篇 xzr( 了 一 于 9， 
二 1 2,…, 8)。 在 过 一 个 基底 中 ,向 量 ” (4) 的 坐标 就 是 丽 
烧 了 (在 短 阵 4 的 影 计 上 的 放 值 。 

利 些 探 完 答 予 了 识 之 非常 明 是 的 定理 : 

定理 1， 需 了 使 短 际 六 04 六 Doc 时 赵 谎 其 一 极限 的 充分 必要 
候 件 是 :党 pco 肝 序 列 .Je 在 短 陋 和 4 的 凡 详 上 殉 座 某 一 树 女 , 是 印 
权限 

lim f,4), lim f(s) 


泥 同 脱 任 在 。 油 样 ,等 式 
lim f,(44) =f(44) (27) 
推出 等 式 


lim f,(4) —/(4) C28) 
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反之 亦 然 。 
囊 明 工 如果 (7) 在 短 阵 4 的 影 弯 上 党 革 当 p30o 时 有 极限 
值 , 那 未 由 公式 


(一 2 fo)Zat fo A Zi tf Oh) Ze mms] (29) 


改过 二 


知 有 档 限 loi 户 (4) 存 在 。 从 划一 赔 式 子 与 公式 (17) 由 (27) 推 得 (28) 


式 。 
2. 反之 ,机 lim 万 (40) 存 在 。 因 篇 om 个 组 成 拓 阵 2 粽 性 无 并 ,所 


以 我 个 可 以 由 (39) 把 广 必 在 算 际 4 的 影 玫 -的 m 合 值 寂 短 障 f,《4) 
的 m 个 元 素来 表 出 ( 沪 物 性 型 )。 政 知 极限 lim fs(44) 存 在 , 且 由 等 式 


(236) 的 成 立 得 出 等 式 (37)。 
按照 所 建 并 的 定理 ,和 如果 凶 项 式 序 刚 g,(%)(p=I 工 ,2,…) 在 短 障 4 


的 影 赚 上 趋 淮 枚 数 (和 ^) , 郑 末 
lim go A) =f( A), 
尘 一 公式 着 重 的 提出 我 售 所 痊 予 的 .AL4) 的 定 闵 的 自然 性 与 普通 
性 。f(4) 常 可 从 g,(4) 沉 40 时 的 极限 来 得 出 , 如 果 多 项 式 序列 
gz() 在 甜 阵 二 的 影 竹 -上 收 敏 状 FiN。 渤 一 个 条 件 是 部 pco 时 极限 
lim gj(4) 存 在 的 必要 休 件 。 
我 们 构 定 履 , 般 数 袜 邮 (在 短 陈 .4 的 影 豆 上 收 禾 准 画 数 ,yox , 且 
窟 短 : 
f(4)= Blds), (80) 
如 果 所 有 在 此 让 出 现 的 面 数 都 歼 定 庆 短 阵 4 的 影 巍 上 , 且 有 等 式 
f= DO FO DM, 
fe) = 3 Up Ne), CE=1, 2 8), 
而 且 位 稚 避 些 等 式 的 右 凶 都 是 收 化 极 数 。 挤 句 话说 ,如 果 会 
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8,(N)= > 4 FA) Lp=0,1, 2 


那 末 等 式 4307 和 机 蓝 居 等 式 
fd) = in sd). C31) 


显然 ,对 从 上 而 所 党 明 的 定理 可 以 入 于 次 之 等 价 的 说 法 ;: 
定理 1 售 了 癸 新 数 总 ( 人 ) 履 敏 然 蘑 - : 短 永 的 充分 必要 修 件 
篇 : 般 数 忆 ww(0) 在 给 奸 4 的 影 漳 上 是 履 铬 的。 此 时 由 等 式 
f(A4)= Dlds) 


Co 


得 出 等 式 f(D= 5 CD， 
反之 外 然 。 
设 粹 也 一 个 有 收 黎 轩 |X 一 ol << 民 的 客 级 著作 共和 拾 fC%): 
f= Dum)" (hi <B), (32) 


因 乱 对 肉 自 航 数 可 这 在 其 收 宫 辕 办 水 项 微分 到 任何 多 次 ,所 以 报 
获 (32) 在 性 一 短 障 的 影 谱 上 都 是 妆 禾 的 , 梓 要 迁 侦 矩阵 的 特 微 数 都 在 


以 逆 阁 中 。 
定理 2。 如 果 苏 数 了 (X) 在 收复 图 | 久 一 A9| <r 中 展 肝 仿 震 级 数 


£00) = 3 mA — Ao)?, (388) 


那 林 获 一 属 开 式 基 成 立 的 ,如 果 以 任 一 甜 阵 4 代替 茜 量 X， 焉 要 过 个 短 
际 的 特 微 数 才 位 於 收敛 圆 中 。 

诗 ”在 各 一 定理 中 可 以 假设 短 阵 4 的 特 微 币 落 在 收敛 图 的 问 周 
上 ,但 此 了 时 要 补充 一 个 休 件 ,就 是 般 蓝 (33) 的 mn 一 1 次 逐 项 微分 出 来 的 
好 曙 在 吕 和 一 A 上 收 禾 。 因 而 ,加 所 熟知, 籽 识 (33) 的 了 诡 微 分 出 来 的 
胃 数 在 点 为 收 煞 诬 .AD 一口 于， 3 T04 一 1 。 
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由 所 全 明 的 定理 可 以 推 得 ,例如 ,次 诸 尾 寻 式 售 : 


3)? ,2, 
=- 训 全 cog d= > 3 3 A， 


jn 1 A2n+41 
din d= > Ye Cp FT? 
2 -本 3 二 2 
一 L__ 品 -一 1 -一 - -一 一 - 
4 Dr 


全 -4 二 《< 2 8) 
mn4= SO CA— BEY” (Clip—1| <1; hl, 2,8) 


(此 不 lIn 入 是 了 解 篇 多 值 轴 贡 Ln + 的 主 秆 , 床 部 济 崔 Ln 1=0 的 各 一 
痰 )。 
尼 人 Ce tory 2 入 训 ;的 多 项 式 ; 六 0) ;让 (0) ;…， 
Fw 篇 的 夯 烤 ,入 定论 秆 阵 4 的 影 详 . 上 , 且 有 
gM)SGEFND, 0]。 


那 末 出 
yg(A4)=0 (34) 


得 出 : 
寻访 dd 一 0。 (35) 
事 袜 上 ,以 le ? TCA) 4 9 和 和 ft) 4 Ja 六) 1 六 (和 的 拉 
烙 隅 日 - 蔷 尔 斤 斯 延 内 所 多 项 式 是 改 
RO =GErN), ToCR), TNA), 


那 末 由 (C34) 推 得 : 
六 (4 一 0。 (86) 
故 知 
GAA) (4 + HA) = ee ra A), + TA)] 
= 元 一 


帮 ”前 两 行 的 展开 式 对 於 在 何 夫 了 4 孝 能 成 立 。 


本] 号 本 漠 | 


直 就 是 所 要 车 有 明 的 粘 果 。 

这- -个 已 娩 岩 明 的 论 泌 ,可 以 把 类 合 厚 攻 灵 数 的 虱 等 式 , 挫 广 到 有 
知人 阵 值 释 最 的 居 形 。 

例如 ,由 

en0s2 和 十 sin: 入 二 ] 
得 出 帮 舌 任何 短 障 4 都 有 
coos 本 -二 sina2 4 一 再 

《在 此 时 : 好 (Ca oa 一早 十 赔 一 工 , 方 ( 和 一 cog8 和 ， 访 (一 Sn。 


同样 交 对 藤 任 何 短 障 扫 都 有 
ee 4 一 古 ， 
亦 部 ote) 
再 者 ,对 耸 任 何 短 阵 4 都 有 


8 一 cos ATL Hn 4d, 
识 子 满 秩 短 际 AC| 4| 关 0)。 以 人 “二 多 值 两 数 的 单 值 坟 ,确定 然 
一 个 不 售 需 而 含有 短 了 泣 妥 的 所 有 特 微 数 的 区 域 中 。 那 末 ~v 4 是 有 和 辣 义 
的 ， 此 时 由 人 入 一 和 = 人 0 得 出 : 


(VAY A 
识 (1) 一 六 ,而 4= esl? 佑 一 满 秩 短 随 , 痢 末 本 数 A(X) 确定 认 
短 阵 4 的 影 融 上, 故 在 等 式 
AfO0) -1 
中 可 以 4 代替 入 : Af(A)=, 
亦 好 AC4)= .49。 


以 (已 醒 数 元 的 内 播 多项式 ,我 们 可 以 表 道 敌阵 4 一 壤 所 于 短 


便 4 的 多 项 式 : 
A-1l=r( A)。 


一 


办 ”二 一 情形 我 位 已 烃 在 本 章 第 三 世 中 川 到 。 基 者 读 区 的 第 一 个 足 神 。 
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计 疮 有 理 面 散 o(X) 一 各 全 ,其 中 g0) 届 0) 答 和 的 再 夺 多 项 式 。 


鞍 一 画 数 礁 定 亦 乍 全 4 的 影 请 上 的 充分 必要 媒 件 篇 :; 短 隧 44 的 特 微 数 
不 是 多 项 式 RC%) 的 根 , 亦 即 1hC4) | 产 0。 
在 各 一 条件 适合 时 ,我 们 可 以 在 情 等 式 
POOR) 一 了) 

中 以 4 代替 入 : pCDRCAD 一 VCd)。 
故 有 

Pd 一 9 [RA = [hI Tg A), (37) 

鞍 1。， 加 于 4 是 礁 些 间 尼 的 徐 诗 运算 子 , 那 此 有 如 (4), /44) 完全 雍 定 个: 
T=r(tA), 

其 由 如 了 (六) 在 园 算 子 4 的 影 滋 上 的 过 棒 戎 日 - 隆 负 凡 荐 移 内 插 多 睹 式 ( 带 算 子 和 的 影 
谱 全 到 管 也 4 的 匡 小 化 零 多 硕 式 立 (所 矿 定 ) 。 

搂 照 导 一 定义 , 如 果 逐 算 子 4 在 空间 的 时 一 基 斌 中 对 诡 认 起 降 4 二 |ar|?, 那 末 训 算 子 
(4) 在 同一 基底 中 对 月 於 拭 利 1(4)。 证 一 章 中 在 有 共 障 4 出 纲 的 所 有 其 所 与 公式 中， 代 
第 际 4 具 还 算 子 4 后 仍 外 只 获 。 

妹 23， 可 以 不 从 最 小 多 项 式 yO) = 站 0 一 hr) 而 从 特 徽 多 项 式 


4 的 = 2 
蚀 悚 来 能 定 和 @ 韦 障 丽 数 (4)。 此 时 全 (4) =9(4) ,其 由 9() 址 图 就 了 (%)mod 4() 庚 数 
< 的 内 插 多 硕 式 国 。 公 式 (17),(31) 民 (33) 换 篇 公 式 
一 SO Eat ra tf (8) Bins, 17’) 


_ 1 BGO) 总 11 施 (ne— 1) 1 Brn, ， 
i [= 和 Er (A nt + nim), 2]， (21') 


_ BO0) gy-ug ， 
4) 一 让 二 TU | ny Ns ! 433 


其 中 d= (1 9。 


但 在 (17D) 式 中 ,FMEAR)， 了 EFD AE) ss fm) 请 秆 会 基 一 种 假想 的 引 赣 , 因 


全” 登 考 和 吗 牵 8 4,，2 的 \23) 式 。 

昌 ” 价 如 , 登 考 梭 , 亿 . 套 克 米 从 ,并 租 动力 允 ,， 娄 3 及 以 起 诸 届 11951 华 俄 充 版 )。 

全 ”者 需 式 5 莫不 篇 等 式 尖 4) 一 2904) 珊 傈 件 " 放 散人 所 唯一 硅 定 。 

全 公式 (237) 的 特殊 情形 , 当 丰 筷 呈 各 时 ,有 叶 称 需 卫 卫 公 式 [ 登 考 [22], 19 一 32 真 ]。 


i114 炬 随 下 


租 上 比较 t21) 典 (21) 得 出 ; 


FEIE=AEls Ems = Zkn, mt 一 一 心 。 


#5.， 给 孟 本 数 对 於 常 傈 数 粮 性 微分 方程 组 的 积分 的 应 用 
1. 首先 讨论 一 般 常 傈 数 弯 次 穆 性 徽 分 :方程 组 : 


和 一 名 11 和 lr i 

QE ， 

Fost TT on Tn C38) 
a 


忆 
i D1 十 Un 十 ie 十 起 nn | 5 


此 七 二 乱 独立 狠 数 ，m oa zw 篇 上 的 水 知 画 数 ,而 am(3, 二 1 9， 
和 覆 数 。 
在 织 完 中 引进 由 其 保 数 所 构成 的 方 阵 4=]awli 殿军 列 算 际 
% 二 《0 22 0。 那 末 方程 组 (388) 可 以 乱 需 一 个 甜 陈 微 牙 方 程 
dr 


— A% 吕 《839 
玫 帮 及 以 逢 ,我 们 了 解 矩 隅 的 遵 式 是 代 换 所 子 斤 便 中 每 一 个 元 素 


以 其 导 式 所 得 出 的 短 陈 。 故 党 是 元 素 需 人 -2 ，…， 2 的 和 


列 短 | 别 。 
我 全 要 找 出 适合 原始 条件: 


ti 10= io, Va | to 一 ao， | 


或 新 高 需 : 
册 | | (40) 


的 微分 方程 粗 的 解 。 
避 1 的 震 次 把 列 2 历 成 亦 克 上 准 偷 括 数 : 
ks 


四 ds ~ 
TotoT tott woogr t+" Ko = | DoT | 


tut ” 


依 下 烽 推 )。(41) 
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但 由 逐 项 微分 (3 昌 我 们 得 出 : 
Do ra, dt 3 
Aa Ar, mr ™ 4G 及， (42) 


以 值 三 0 代 淮 089) 卫 (43) 我们 得 出 : 


20 一 -<zo to= Avoy""* 
更 在 胃 数 441 可 以 总 篇: 
2 一 00 十 42zo 十 dz 二 "tp o (48) 


直接 代 进 (39) 式 ,可 以 尊 明 (43) 是 微分 方程 (39) 的 解 @8。 在 (43) 
中 , 取 大 0 我 们 得 出 : Zoo 一 zo。 
这 楼 一 来 ,公式 (43) 答 子 我 们 适合 原始 条件 (40) 的 ,所 子 微分 方程 
家 的 解 。 
在 QD) 中 取 fC) 一 e+。 那 末 
et = | DN DLat Zantt Zeb em (44) 


闲 而 我 们 的 解 (43) 可 以 篇 坊 详 之 形 闫 : 
1 的 区 2 十 人 区 有 2a0 十 十 ef 区 Won 
E23—= ot) D0 Fo E20 tt Yon CP Rn0, (45) 


和 


n= lH) Fo rot R20 un Bo; 
其 中 0， gso "Yno 坊 等 起 未 知 画 台 2 ， 2， 和 的 原始 值 的 任意 
常数 。 
滥 样 一 来 ,所 子 微 下 方程 可 的 稿 分 化 怖 和 拓 阵 se# 的 元 素 的 计算 。 
如 果 取 值 = 末 和 作 需 丈 数 的 原始 值 , 卷 未 (48) 式 须 换 篇 公式 
t=6d(t-te)we 。 (48) 
合 


zx 
i 


Ba df, AN2 NY A 
0  -( ) = +4- ) = 4 十 全 =Aedt, 


Tt 旺 陆 内 


Lm -二 一 十 Brgg 


Qt 
i'3 一 荆 1 
保 元 生 辜 多 4 二 | 3 0 1 | 
It —1i 2 
建 记 特 敬 行列 式 


号 一 六 1 1 
2 一 太 1 
1 i i 
省 一 行 询 式 的 二 般 于 沁 的 最 天 从 因 式 司 人 以) 二 1 。 故 有 
2 


二 人 二 一 二 修一 直人 一 2)36 


共 本 公式 在 此 呼 吉 
TA = Dt + (2) so 
风 训 下 0) 篇 一 2 一 2 我 们 得 市 : 


| 人 必 
FR=i) 1 0 
| 0 1 
1 1 111 
= AR=|2 一 全 上: 和 
1 -1 ole 
|] 0 ? 0 
下 一 (一 -| ~ 
| - 1 0 
求 出 局 ,了 2 庚 2 且 伐 淮 基 本 公式 ,得 ; 
| 0 0 | 11 位 发 |， -1 1 
fedy=f) -1 1 0 ti 0 Or -1 工 |。 
-1 1 0 1 -1 1 ID 0 0 
换 0 上 世态 朗 有 
| D 0 0 1 0 0 1 -1 11 
eAt=e] 1 1 OFrethl 0 OFtteadli -1 11= 
-1 1 ol Il1 -1 1 0 0 0 
| te te 
一 上 — ttl 一 下 tt | 
| et et Et — er et 


第 一 部 牙 。” 第 王 意 炬 阵 配 数 117 


过 样 一 来 ， 
T= lt ed Cote Coatedt, 
ga= CT et (lH) te) 十 Cgfeot， 
T= et et Otel oat) Coet, 
其 中 Cg Co Xo CI Toe 


2. 现在 来 讨 花 常 剑 数 非 背 次 称 性 微分 方程 组 : 


dy 


Th 一 0 十 Q12ta 二 十 mn 十 记 ( 4 


dr 
B21 G22ds + 二 ortn +t folt), (47) 


[和 


QL 


at 
其 中 天 ( 旭 GG 二 1, 3,…'，1) 往 在 隔 间 加 所 1 中 速 纺 画 数 。 以 了 位 访 元 
素 答 (2, 产后 9 疡 (的 单列 矩 际 且 仍 丽 本 一 es ? 我 们 可 以 总 
方程 组 篇 : 


二 Qn 十 GinoTo 十 "十 Gn 十 站 的， 


dr+f(D), (48) 
引进 新 的 单列 未 知 范 数 z 来 代 索 zx, z 与 了 之 间 有 了 关 傈 式 
zc 一 eds。 (49) 


逐 项 微分 (49) 日 在 所 得 出 的 精 果 中 换 .92 以 其 表示 式 (48)， 我们， 
得 出 办: 


ex 一.FD。 (50) 
故 t 
z(t) -=o+| er-arFCrydTr 图 C51) 


加 ”参考 水 季 1 的 足 娃 。 
@ ”如果 锥 予 了 粳 基 纤 数 的 类 陈 副 数 孔 (T) 一 los (D1 二 1, 9,…， mt; 下 下， 2, 
Herty) 那 来 棱 委 j ,53(z)dr 自然 的 措 设 人 


1 
t ty _ 
让 Bs)ar=| [ Dien {TI Ar | (二 1 2 1 2 
1 1 


区 起 陈 Et 


生 因 而 由 (49) 得 : 
省 一 864 jot | er far| 2 66 i | etre dr; 《后 分) 
此 外“ 需 任 一 有 常数 示 素 的 香 列 垂 阵 。 
在 (52) 中 答 予 灵 数 + 以 值 如 ， 我 们 求 得 : 
Ce A gn 
因而 解 (52) 可 以 福 答 : 
= tte), + ed fr dr os C13) 
融 e=]9w0D .7 入 们 可 雇 寅 和 解 (53) 篇 民有 并 不 : 
T1 = 11 攻 — to in 十 … 十 dinCt—¥$o) tno 二 
二 | [olfD Ft gt fd 
a C54) 
t= Gti roo 二 
+| [qnG Of tt gn Fr) ar 
了， 作息 一 个 例子 ,我 二 来 计 戎 , 考 氏 到 惠 球 迁 揭 在 地 球 奖 面 阵 近 的 置 具 元 面 有 是 昌 裕 


nn 


力 2mwXD 和 所 砍 定 (pb 基质 台 岂 衣 地球 的 速度 ，w 居 地 球 约 角 玉 度 常量) 。 玄 质 加 还 惑 的 
迄 委 态 科 有 次 之 形状 稚 。 


学 =g-2wxv。 (55) 
县 等 式 
Ax= — www (56) 
来 雁 定 一 侧 三 凑 区 克昌 得 洗澡 中 六 性 天 算 子 44 革 寅 (55) 仍 
du _ _ 
z= yc (57) 


此 园 (5 站 浴 (48), 有 (59) 忒 基 知 : 


t 
v=ediwt [aidt-g (vo= -0}o 


全 许昌, 半 者 本 , 克 . 瞧 斯 洛 夫 , 理 装 力学 , 141 第 { 健 交 ，, i844 军服 )。 
全 ”此 同 的 笠 颈 “Xx” 类 未 向 量 乘 积 。 
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还 项 入 和 牙 , 定 出 熏 点 的 动 征 : 
一 0 十 eatairaod+ 人 ea eAtdl +g, {58) 
其 中 0 一 -0 Wo Un 
代 e4t 以 极 喜 Ed 十 A + 
且 失 还 算 子 4 下 其 雪 示 式 156) ,我 们 右 


r=70F ve 十 诗 g- We [eof 十 gs) wx 


[ox (goer ded) 
对 认 坟 值 很 小 的 角 达 度 ma 灶 抢 地 球 w=7.3X10-5 1 种 ) 可 及 不 讨 合 有 w 的 二 次 并 高 次 
模 ; 贿 散 请 足 电 地 球 炉 双 折 引起 的 是 前 集 莽 ,我 人 得 出 近 伏 从 式 
d= ~wx(vot Hg)e 
加 到 4 人 8 的 次 确 解 ,我 们 要 群 筑 sdi 这 上 党 其 定 运算 子 虹 的 最 小 多 项 式 有 次 之 形 装 。 
FD = 二) 
束 峙 上 ,由 156? 天 得: 
A = me) = 4 un) 0 — dv, 
A3x= — Zw x A = Bw wx), 
页 谨 !) 抽 迁 算 子 瑟 , 用 ,A3 粽 性 峰 并 ,而 
Ee 。 
最 小 季 目 式 葵 有 罕 棋 0, 206， 一 204。 对 详 cdt 的 按 档 葡 日 肉 揪 委 顺 趟 有 :次 之 形 疏 ， 


Bin Bcf LT— GOs Bet 
41+ + je -2 


Sim Dert 1 — oo Df ，， 
故 有 有 oA B+ A+ 0 20 4 。 
在 58) 式 中 代 4 以 还 一 个 下 款式 卫 搞 还 算 子 生肉 其 表示 不 {50) ,我 全 得 出 ; 
二 一 cog Zui 2 -Sin Deut 
二 


r=rottot tg -wx{ 
0 98 
Tux [wx (2 vot te sg) |]. (59) 
讨论 特殊 异形 to=0 吕 此 时 * 层 形 二 恒 凋 显 继 稿 :我 们 得 出 ° 


2 TS _ 入 
了 一 ra 十 颖 可 十 et 了 名 时 (gxX e+ 09 te 


中 中 呈 避 地 轩 上 所 王 点 的 秋 度 。 顺 


总 tt 一 Sm rt 


Fi (py 


(ov sin op WwW— wg), 


Im 外 幅 散 


囊 示 向 东 生 蕊 闪 子 午 杂 平面 方向 的 篇 送 ,而 上 式 丰 荫 的 最 后 一 项 粮 予 站 于 全 如 焉 面 上 熟 好 地 
轴 方 向 ! 焉 直 论 好 四 ) 的 坑 关 . 


4. 玩 在 屈 答 也 次 之 二 好 粮 性 微分 方程 粗 : 


Stn taramet .tap =0, 
Ss i i 
a 21 必 1 人 Den C80) 


98 十 Gag 十 Cos 二 "二 dunt 二， 
其 中 ep 站 一 1 2 人 0 得 常 保 数 。 仍 然 引 进而 2 一 (zi za py 和) 
与 方 陋 44= [awrit, 我 个 化 上 方程 组 (60) 篇 短 阵 形 锯 : 
号 池上 dz 一 0。 C60') 
首先 讨 痊 和 4] 关 0 的 情形 。 如 果 %w=1, 亦 即 x 与 4 都 是 厚 量 而 


4 =0, 那 末 厂 程 (60) 的 一 般 解 可 以 窟 埋 : 
w=e08V AR) ro + CV AY sin 4 的 2 81) 


ar 
其 中 2 二 Yo， j= ),,. 


店 接 对 算 , 蕉 明 46 了 1 是 对 锥 任何 w 2 仿 在 列 算 卫 而 4 篇 满 秩 方 
阵 息 时 ,方程 (60) 的 解 。 此 不 我 们 用 及 下 式 


cogfKw 4 全 一 盏 一 寺 42+ 基 4 ss 
_ | 了 C62) 
(vA)-1sin (VADO= EB 二 4+ ai 一 
公式 人 天色 含 了 万 程 组 (60) 或 4600) 的 全 部 解 , 困 乱 原始 信人 汪 加 


是 可 以 任意 园 取 的 。 
公式 (62) 的 右 凶 在 14| 一 0 时 亦 有 意 闵 。 因 此 如 朵 面 数 cos(Y A) 


0 我 们 了 解 ~7 是 一 俩 埠 障 其 下 为 等 让 4。 党 14| 半 0 时 ;二 品 骨 存在 ( 若 才 本章 
亲生。 
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一面 散 (~ 4)-1 sin (YVANDD 让 是 了 解 篇 (69) 式 右 饰 所 构成 的 烛 示 式 ， 
那 末 即便 |4| = 0 时 (61) 式 都 是 所 也 微分 方程 租 的 一 般 解 。 
院 芒 考验 址 , 乏 合 原始 休 件 mw-o= 思 与 ( 52) 一 加 的 非 查 式 棚 
3 二 4 一 fC#) (63) 
的 一 般 解 可 以 帘 坊 
z=c08 本 的 加 二 fw Safe 区 ro 十 
+ A) | sm[vIG-aD7GD)dr。 (64) 


如 果 取 一 包 必 党 困 怒 轩 间 , 那 未 在 ( 虹 ) 粤 (64) 式 中 要 杭 
cos (CY 本 四 盟 sin (CY A 人 篇 cogvV ACG-0) 曙 dnv 4 {tf 一 机 ), 而 有 要 


所 | 入 | 。 
在 特殊 情形 
FD =hain (ti+a) 
时 (六 党 种 数 殉 ,而 2 aa 和 需 常 数 ) ,064) 可 换 吉 需 : 
Yeosfe 4be 士 fw A)! sinCv ADd+ 
FAPB) hsin (pit+o), 
其 中 ec: 辟 乱 有 任何 常数 元 素 的 生 天 和 矩 了 信 。 如 果 祖 不 是 答 障 4 的 特 黎 
数 司 本 一 天 下 | 六 0 , 那 未 得 一 个 公式 是 有 意 闵 的 。 


86， 和 在 牺 性 系 委 情形 丈 动 的 稳定 性 


说 Tl Toy "yp 需 认 浇 ， 浏 划 所 在 研究 的 到 勤 的 已 也 力 鹿 系 纺 中 
“ 援 动 " 冲 惑 的 仿 竣 昌 , 日 识 慎 些 穴 训 适合 一 炎 微 分 上 方 程 扣 : 


Em. ~ fal Way ry Kn t) (Ll, 2 te) C65) 


Te mm me 一 。 mw， 。 。 一 


心 ” 在 瀑 些 娄 数 四 ,所 研 尝 的 还 熏 的 性 质 需 常 燥 车 值 吉 =0, zg=0, -…; zy 二 0 所 措 由 ， 
故 在 登 一 同 标 的 考 学 由 还 时 , 进 玉 德 秀 方程 165) 的 零 解 的 种 定性 。 
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此 不 的 独立 的 圳 二 表示 上 时间, 而 古 第 天生 ， X66, 人 篇 量 21 ,3， 
一 ,Vw 在 沫 一 -区域 ( 舍 有 加 加 =0, 2 一 0 pr 一 0) 内 浒 各 所 有 1 半 包 
(to 芒 肛 好 时间 ) 的 连 炉 画 数 。 

引进 上 略 普 诸 夫 的 运 珊 种 定性 的 定 闵 仿 。 

所 研究 的 这 动 竹 谷 磅 定 的 ,和 如果 潮 於 任何 数 s> 0, 可 以 找 出 鞍 榜 
的 数 6>0, 使 得 闹 樵 任何 守业 的 原 嫩 值 三 一 如 时) zio，22o 4; znoy 的 
楼 都 小 基 数 时, 状 数 ,za，… 和 在 所 有 弟 动 有 时 疝 G 汪 ) 中 ,其 禄 都 
小 谎 数 8, 亦 即 浒 蕉 任何 s>0, 都 可 以 得 出 各 榜 的 >>0, 使 得 在 

[so| < GG=1, 3, nn) (66) 


时 得 出 : 
(| < (Gt (C67) 
如 时 我 个 填 加 人 条件 , 襄 匀 擒 第 一 桥 5->0, 常 有 lim sD 04=1, 
2,… 00 和 窒 要 jao| < 二 1, 2,…,m), 那 末 所 研究 的 运动 称 篇 淅 近 
稳定 的 。 
更 在 来 讨 驮 帮 性 粗 , 亦 序 得 笠 的 特殊 精 形 ,方程 姐 165) 是 一 个 查 次 
娩 性 微分 方程 粗 


本 . 
Ft -Ptr 《63) ， 


其 中 px( 纺 需 Et 时 的 连 粮 男 数 (i, 5 二 1, 3,…, 。 
六 雁 和 矩 联 的 宜兴 , (68) 可 以 访 篇 : 


给 =PCGDz。 (68") 
此 克 是 元 素 篇 2 to ,6 的 单列 怒 际 ,而 PPO) 一 [pat 上 篇 尾数 
烦 阵 。 
以 
有 2 人 有 人 《69》 


心 将 考 119],4 芮 ;[83j, 工 贞 或 [20]，]1 一 上 次 
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+ 一- 


塌方 程 钥 [68) 的 交合 称 性 天 天 解 @。 以 此 鳃 解 篇 烈 的 短 阵 @C = 上 gl 
称 需 方程 粗 468) 的 稿 分 甜 阵 。 

家 闷 乏 性 微分 万 程 组 的 任何 解 都 可 以 征 ”个 性 性 关 解 以 篇 茹 人 需 
作 数 的 稼 性 钥 合 来 得 出 : 
光一 og C= ,2+**; NN)， 


或 用 年 阵 的 篱 法 : 
Y% 一 好 (及 0， 《70) 
其 中 “条 元 素 是 任意 常数 co 的 单 烈 拓 了 别 。 
更 在 选取 特殊 的 积分 乔 阵 , 尘 训 他 有 
Q(to) = EF; (C71) 


换 司 庄 诬 ,在 北 取 7 个 穆 性 扰 天 淫 (69) 时 , 由 详 之 特殊 的 原 录 休 件 出 
训 例 : 

0 (CF), 

g(to) = 6 = 3 7 


那 末 在 (70) 式 中 取 #= 如 ; 由 (71) 求 得 : 


Ca 71=1, 3, 1)o 


Ee 
所 以 (70) 式 有 次 之 形状 : 
z= Q(to C72) 
或 者 窒 需 尾 开 式 
2 习 wuGDon Gl, 2 nn), C72") 
讨论 三 鼻 和 情形 : 


TI. 是 在 隔 间 kt, 二 ce) 中 有 界限 的 算 泪 , 亦 朗 有 汪 榜 的 数 并 
三 在 ; 住 得 
1qf 信 | 所 下 CE tbo; < 7 一 二 2 人 


居 些 战 第 一 个 引 娄 是 指 解 的 床 教 。 
好 ”任何 原 娩 休 件 纹 定 了 醒 卫 是 唯一 的 区 定 了 所 予 方 程 和 的 某 一 个 解 。 
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在 仁 一 情形 ? 由 《72 ) 短 出 * 


[RD | En max [20 | » 


稳定 性 条 件 能 移 适 合 。( 容 要 在 (66) ,(67) 中 取 5<- 告 。) 性 性 篇 
震 解 为 二 0， 2 一 0, 0 所 找 出 的 未 于 是 稳定 的 。 

2，lim Q0) =0。 在 进 一 情形 , 甜 阵 &( 从 在 隔 间 的 ,十 co) 中 是 有 
界限 的 , 故 由 上 述 , 知 此 还 动 是 稳定 的 。 再 者 ,由 (7 录 得 贞 : 

Jim z=0 
济 内 任何 zo 都 能 成 立 。 还 动 是 渐 近 称 定 的 。 

83，Q@(1) 在 泌 间 Cio, 十 o0) 中 是 无 界限 的 短 陆 。 得 就 是 讼 ,在 画 数 
gqy( 凡 中 至 少 有 一 个 ,例如 grr 6 ,在 隔 间 Co 十 co) 中 没有 界限 。 取 原始 
休 件 zi0= 二 0D， -…'， zo 天 0 …， zn0 一 0 。 小 来 

(站 一 全 人。 
不 管 mw 的 模 如 何 小 , 函数 z1;( 引 是 没有 界限 的 。 条件 (67) 尘 状 任 何 6 
都 不 能 洒 合 。 沂 嘉 不 是 稳定 的 。 
现在 来 讨论 ,在 方程 得 (68) 中 傈 数 公 需 常 数 的 ,特殊 情形 : 


(一 了 二 常数 。 《73) 
在 沙 一 情形 ( 姿 考 8 5) 
出 一 EPGrto40 , (C74) 
比较 (02) 与 (74) ,我 们 在 所 予 情形 得 出 
QB) er (75) 
Bl = (AAD A) 


到 傈 数 拓 阵 己 的 最 小 和 多项式。 
需 了 研究 秸 分 敌阵 (75) ,我 们 应 用 本 竟 83 的 盆 式 (17) 。 在 过 一 情 
形 ， 拓 和 一 六 珊 主 乱 枯 数 ) DO) 二 一 0)jewt- 避 天 式 (17) 共 
子 : 
ETH) = > Léxt Zielt—to) TT Doan tbo)" emi) C76) 
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计 论 三 种 情形 : 

1、Re A 三 0(F=1,2)…' 8) ,而且 济 稚 有 Re % 一 0 的 X4 都 汉 赚 的 
有 mz:= 二 1( 亦 即 耗 盛 贡 的 特征 芽 是 最 小 多项式 的 单 根 }。 

23. Re hp<0O R=]1, 9, 3), 

3， 渤 航 鞭 些 开 有 Re 轴 记 0 或 Beh==0, 担 是 mrs 计 1，。 

由 有 公式 476) 知 在 第 一 年 情形 , 甜 障 人 9(D =ef 人 让 全 在 隔 轩 (十 00) 
中 是 有 性 限 的 ; 在 第 二 征 情 度 ， 党 全 十 oo 等 , e? 售 -0; 而 在 第 三 镍 
情形 , 短 障 中 避 在 隔 曾 (6, 十 oo) 中 没有 界限 省 。 

故 在 第 - -种 情形 3 逐 勤 i = 站 ， 22 一 心 ， 人 加 一 0 是 稳定 的 ;在 第 二 
种 情形 是 渐 近 稚 定 的 ,而 在 第 三 种 情形 是 韭 稳定 的 。 

所 时 论 的 精 果 可 以 牧 鞋 篇 次 之 定理 多: 

定理 3、 按照 略 普 实 夫 的 定 姜 ， 当 卫 二 党 其 时 ,和 尹 性 粗 (68) 的 零 解 
是 稳定 的 ,如 果 ( 1 ) 短 阵 卫 的 所 有 特 微 数 有 色 或 吉 滴 数 部 分 , (2 ) 所 有 
实数 部 轨 贷 才 的 特 微 数 , 亦 邹 入 钝 丰台 的 特征 数 (各 时 有 的 时 殿 ) ,者 虹 

从 ”此 典 的 特殊 时 其 引 需 要 时 欧 次 之 情形 : 在 et 的 表示 直人 ;中 有 荣 些 要 尖 增长 
于 {党 二 十 0), 亦 邮 有 极 大 的 Ret=e 让 (对 并 已 于 询 BReht 二 a0) 有 杠 大 二 : rw 二 mo。 那 
末 洪 邓 式 (76) 可 以 下 成 形 装 
EP -to = evatt—to? (ft th) wl Zs imoetastt to} Cy 由 
其 中 所 ; fo; 4 记 起 承 同 的 宕 数 , 而 f*) 训 谨 寺 > 十 co 时 者 抽 替 的 失策 。 岂 汶 -- 素 示 式 推 知 娄 
障 所 人 1 党 加 十 mm 上 蛙 荐 肖 有 界限 的 ， 固 蜗 入 十 ce 时 外 阵 全 ZE Tm 584lirio) 不 能 
档 识 夫 。 我 们 葵 明 了 牧 一 福 艺 ,如果 我 伴 能 手 谤 明 曾 娄 
f(t) = em * 
其 四 ## 需 得 烙 , 而 8; 湛 答 此 下 前 实数 时 牙 右 在 =0 的 情形 才能 党 二 十 mw 时 他 赵 
辑 湖 。 但 基 , 事 次 上 上 宙 规 lm it 0D 推 贡 
证 ob=lim 记 局 IF]=0, 
议 友 Li 一 一 和 
加 ”更 抽 狐 的 天 共 近 位 粮 性 租 { 杰 序 非 壤 人 性 粗 鞭 其 中 品 去 非 午 性 项 来 化 扰 迷 性 短 ) 的 得 

定性 鳞 非 补 定 性 的 量 定 , 阁 考 第 十 四 章 , $ 3。 
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年 阵 过 的 最 小 多 项 式 的 军 根 ; 是 非 稀 定 的 ,如 时 潮 苓 条件 (1), (2 ) 至 
少 有 - ' 俩 不 能 适合 。 

狠 性 组 68) 的 ” 人 和 解 是 浙 近 稳定 的 充分 必要 人 条件 篇 : 甜 午 二 的 所 有 
特 向 数 都 有 入 实数 部 分 。 

在 贡 数 算 阵 二 的 特征 数 乱 任何 值 的 一 般 情形 ， 上 壕 推理 可 以 推 得 
天 起 积分 年 阵 ee 的 性 状 的 条 断 。 

定理 和 阁 三 一 笠 二 二 第 基肥 可 性 组 058) 的 稿 分 年 障 oo 号 常 可 表 成 次 
之 形状 : 

6 起 一 也 (有 十 2 十) ， 

其 中 1) lim -已 一 0 《2)2o 或 等 谎 常 量 或 雹 在 隔 向 Go, 十 co) 中 


下 Te 


在 界限 的 短 阵 ,而 党 二 十 cc 时 ,没有 郴 限 存在 ，( 3 ) 81( 有 或 三 0, 或 
篇 在 世间 (如 ,十 co) 中 没有 界限 的 和 j 午 。 
杂 朋 ”分 等 式 (76) 的 右 凶 中 庄 项 答 三 部 分 。 以 Z_() 所 含有 因子 
ext-ty 目 其 Ro Xp<0 的 所 有 诸 项 的 种 、 以 Zo 位 记 Re 和 一 0 的 所 有 年 
障 Z#a 的 和 。 以 2 四 记 所 有 其 角 诺 项 的 和 。 易 知 症 样 的 ZC, Zo 


剧 Z..(t) 有 定理 中 所 指出 的 性 尼 (C1),(2 ) 愉 (3)。 


-本 


第 六 童 ”多项式 矩阵 的 相抵 变换 . 初级 
因子 的 解析 理论 


本 章 前 三 节 和 从 事 其 多项式 矩阵 相抵 性 的 硼 究 。 和 从 得 一 个 基础 在 此 
熏 三 节 中 建立 初 家 因子 的 解析 理 蓄 , 亦 即 化 常数 ( 非 多 项 式 ) 沪 取 4 篇 
法 式 4(4=2427) 的 理喻 。 在 本 章 的 最 钱 两 凶 中 葵 子 杰 模 类 了 位 中 的 
两 个 构成 方法 


§1， 和 刹 项 式 蝶 阵 的 初 航 灵 挽 


定义 1， 允 项 式 短 际 或 )- 姑 阵 是 指 一 个 长 方 筹 阶 , 其 元 素 需 和 的 
多 项 式 : 
A0) = 1awc) | = 1a N+oNT .+ 
(t=1, 2 mm; = 3 1) 
[此 万 ! 篇 多 项 式 gmx(%) 的 欢 数 的 最 大 数 ] 。 
下 
4=|onl G=1, 92, m; F=1, 2 4; 
?=0, 1,.…, D),， 
我 们 可 以 才 多 项 式 斤 本 需 关於 的 矩阵 多 项 式 的 形状 , 亦 即 雹 有 算 阵 
傈 数 的 多 硕 式 : 
4(0 = AoN 二 A 二-… 十 A 及 十 四。 
在 诗 基 中 引进 多 项 式 矢 隙 4(X) 上 的 座 囊 初级 运算 : 
1” 滋 任何 一 行 ,例如 第 2 行 ,以 数 c 和 0。 
2” 加 到 任何 -一 行 ,例如 第 纪行, 记 其 任何 一 行 , 例如 第 ; 行 , 熏 尾 
何 多 项 式 5 的 琴 积 。 
3” 互 易 任 何 十 行 ,例如 第 行 奥 第 了 行 的 位 置 。 
让 读者 验 广 , 还 算 1°, 2°, 3” 相 测 於 开 乘 多 项 式 短 隆 各 以 次 之 名 
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亦 朗 准 用 膛 算 1" , 2?, 3° 谎 短 阵 4C%) 的 糙 果 各 楼 往生 障 S'.4(%)， 
S74A(N)，S"。4( 和 )。 散 1 ,2°，3° 型 违 筑 称 管 左 初 圾 对 香 。 

完全 相 类 似 的 异 褒 炬 际 多 项 式 上 右 初级 运算 ( 泛 些 逐 算 不 是 
施行 擒 多 项 式 和 矩阵 的 行 上 而 时 施行 於 其 天上 ) 贷 其 嫌 应 的 (1 般 ) 类 
降息 : 
0 在 类 和 阵 ! 1 中， 所 有 梁 有 注 时 的 元 索 ， 在 本 对 角 粽 上 的 都 等 图 I 春 在 基 余 地方 者 等 
狼 深 。 

人 同上 社 。 
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麻 用 右 初 家 有 还 算 其 甜 贷 444) 的 桔 果 芷 右 乘 已 畦 应 算 取 全 。 

我 们 注意 , 短 阵 富 虹 垂 阵 辣 ' 相同, 宇 ” 旺 呈 "相同 , 正如 五 易 译 数 
“中 7， 则 是 阵 了 ”六 与 8" 一致。5'，S"，S" 型 算 阵 (或 者 同样 的 ， 
2 型 算 阵 ) 称 需 初 航 甜 阵 。 

任何 牢 级 和夫 阵 的 行 烈 式 遇 % 竹 关上 且 不 等 然 需 。 故 肆 每 一 个 左 ( 右 ) 
切 级 滨 算 都 有 逆 到 算 存在 ,他 们 亦 是 左 ( 右 ) 初 家 运算 人 9。 

应 义 2， 两 个 多 项 式 矩 障 40) 与 BQO) 稀 圳 (1 ) 左 相抵 的 , (2) 
在 相抵 的 3 ) 相 插 的 ,如 果 其 中 的 某 一 侦 可 凡 和 从 另 一 个 娄 麻 的 么 由 应 
用 (11) 左 初 级 潭 算 , (2) 右 初 航运 算 , (3 ) 正 粤 右 初 级 洒 算 来得 

均 知 ,如 果 和 给 阵 主 (%) 可 由 4 0) 囊 用 左 ( 让 ;在 庶 右 ) 彻 艘 到 和 饶 来 得 出 , 那 末 太志 来 ， 

撼 障 At%) 六 可 由 (0) 风 用 同业 型 的 彻 释 胃 算 来 得 入 。 志和 楼 到 算 湛 有 审 板 还 算 都 构成 
于 


出 全。 
发 征订 Bi 傈 由 40 订 用 左 声 级 运算 , 对 应 算 阵 乱 ，9 Ss，…， 
xp 者 所 得 出 的 。 那 来 


BM = 5, 85,28 ACNY, (2) 

惨 了 OQ) 记 琵 和 5,5.,_1…51, 我 们 篇 等 式 (2 ) 篇 
BOY = PMY ACY, (83) 
其 中 PO， 民 夭 陆 5 8s, … 沪 ， 的 每 一 个 一 样 ,有 不 篇 等 的 常数 行列 


式 多 。 

在 详 季 中 六 嫩 明 , 每 一 个 有 不 需 堆 的 常数 行列 起 的 ;一方 际 都 可 以 
圾 租 初级 短 阵 的 乘积 的 形状 。 所 以 等 式 C 3 ) 盟 等 式 ( 2) 相抵 , 因而 他 
旨 明 了 答 了 滴 4 与 BA 的 左 相 抵 性 ， 

莉 蕉 多 项 式 筹 了 4 和 BCX) 的 大 相抵 性 可 以 换 等 式 ( 3 ) 需 等 式 


BO = AAIAQCN), 《8 ) 

而 对 巩 ( 雨 稳 ) 相 托 性 ,有 风 有 等 式 
BOO)= POIACOIQH), (3) 
是 不 的 PCA) 与 Go 仍然 是 吉 样 的 矩 陈 , 他 的 行 刻 式 不 入 堆 月 脸色 拓 


天 。 

导 样 一 来 ,定义 2 可 以 换 需 次 之 等 价 的 定 闵 。 

定 闵 3， 击 个 和 -长 方 甜 阵 A4(%) 与 BC) 称 篇 ( 1 ) 左 相 江 的 , (2) 
有 相 拭 的 ,《 3 ) 相 抵 的 ,如 果 各 有 

GD)BODO=PCD40D， (BO =.4C00QC， 
(3) BO) = PCOD4CDQCD， 

其 中 P(%) 与 QCX) 需 有 不 篇 堵 的 常数 行列 式 的 多 项 式 方 阵 。 

所 有 上 面 所 引 滥 的 概念 可 以 次 之 重要 的 例子 来 说 明 。 

作 ”由 定 蒜 知 道 , 左 相 挫 , 右 相 托 或 姐 孝 的 相抵 都 酚 是 薪 认 有 相同 灶 驯 的 其 广 横 际 而 富 


的 。 
号 ” 均 就 是 询 生 》 丘 因 。 
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讨论 有 有 似 数 篇 的 ?个 未 知 画 贱 mi ,2 与 mm 个 万 程 和 的! 
授 常 傈 数 音 次 独 性 微分 方程 狂 : 
a ORT Gr CO) ms + + hr CD ,= 
a CD mt Co 人 2 十 十 Ga CP) = (4) 


Ga Dwi ane Dts. oC Ds = 
此 同 
aa(D) = a DoD ta G1, m1 
是 一 个 有 人 常 保 数 的 关於 了 的 多 项 式 , 而 D== 挟 是 一个 伐 分 逐 算 子 。 
源 算 子 傈 获 敌 全 
ACDI= artD! GG=1, 2 Mm; B=1, 号 
是 一 个 多 顶 式 垂 阵 或 六 矩阵 。 

昭然 , 甜 陈 4(D) 上 碟 初 极 逐 算 1° 表示 还 项 汪 微 分 方程 程 的 第 5 
个 方程 以 数 c 尖 0 。 左 初 般 运算 2 表示 水 项 加 到 第 ; 个 方程 以 其 第 j 
个 方程 经 微分 珠算 8(D) 后 的 业 果 。 左 初 和 有 运算 3 表示 互 易 第 个 与 
第 了 个 方程 的 位 置 。 

这 机 一 来 , 如 果 在 方程 粗 〈4 ) 中 坑 逐 算 子 令 数 短 泣 4(D) 到 其 左 
相抵 短 陈 BCD)， 那 末 我 们 得 出 一 个 导出 的 方程 粗 。 因 乱 , 相反 的 ， 由 
蕉 同 榜 的 讨论 我 们 可 以 从 悦 出 租 来 得 出 原 方 程 租 ,所 以 各 两 组 方程 是 
等 价 的 0 。 

不 内 从 所 于 的 例子 评 训 明 右 相抵 过 算 。 泻 些 迷 算 的 第 一 个 滨 算 下 
示 代 换 未 知 画 数 中 的 一 个 画 数 m 以 新 未 知 画 数 = 二 nt; 第 一 个 初 儿 
漂 算 卖 示 司 进 新 未 知 面 数 邓 一 为 十 5(CD)m (来 代 换 z); 第 三 个 过 贷 表 
去 在 方程 组 中 瓦 易 各 合 4 届 少 的 项 ( 洒 序 四 一 才 ， 且 一 以)。 


昌 此 自我 用 是 尖 闻 了 ,所 求 的 图 藤 如 22，…, zh 在 所 芝 到 的 树 模 让 ,对 於 送 熏 醉 数 的 
所 有 用 到 的 各 镍 于 式 都 是 存在 的 。 在 进 -- 简 限 制 之 下 , 有 左 相 托 算 陈 40D 与 站 ( 五 ) 的 阶 粗 
太 匠 有 同一 知 。 
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§2. -矩阵 的 模 灌 形式 


1， 前 人 先 乔 清 优 ， 床 应 用 左 初 级 汉 算 可 以 化 多 项 式 发 沪 短 阵 4AC%) 
篇 起 榜 的 进 简 塞 的 形 准 。 

我 们 仿 谣 在 短 障 40%) 的 第 一 剂 中 有 不 收 等 秦 堵 的 元 来 。 在 和 他们 
副 田 取 次 数 最 小 的 多 项 式 且 询 动 行 的 次 序 使 得 汪 一 个 元 来 篇 d11(%)。 
此 德 除 多 硕 式 gag 点 aa 记 基 商 式 与 能 式 以 gual) 办 ra) 
C=] 2, , 1); 

Gan) = aN) GM) Fr) G2, mm) 

现在 从 第 行 沽 去 第 一 行 慰 wa 的 隔 积 GG 二 2,…', 2%)。 如 果 此 了 肝 馈 
式 rat%) 不 和合 恒 等 蕉 寺 , 那 未 在 他 们 训 硬 ,有 有 - -个 不 等 呐 雳 而 及 是 次 数 
最 小 的 多 项 式 ,我 们 可 以 调动 行 的 次 序 鸽 其 位 航 att(%) 的 地 方 。 鞍 些 
运算 的 千 果 可 以 使 多 项 式 a11(%) 的 丈 数 降低 。 

现在 我 们 重复 这 一 厂 法 来 机 和 纺 进 行 。 因 需 多 顷 式 aa) 的 次 数 是 
有 限 的 , 所 以 在 其 一 个 步 朋 之 德 , 各 一 卢 法 将 不 能 稳 纺 进行 , 亦 序 在 此 
隆 所 有 元 素 caxt G50 和 aa 人) 都 构成 惜 等 亦 雳 。 

此 和 后 我 们 取 元 束 cz(x 日 应 用 同样 的 方法 误 订 数 坊 2，3，.…， mm 
的 主 行 。 那 就 会 得 到 aae(%) 二 … 二 am2(4) =0。 灯 精 如 此 复 行 , 最 后 我 
们 化 矩阵 4(%) 篇 次 之 形状 : 

| bir CA) 012C%) 机 六) | 

! pC AY bulh) et PmtCh) un。 百 j | | 0 Bon) "Don th) 

?DD ,| 0 0 | 0 

U 


oo db 0 
(mn) | 0 0 … 0 ] 


如 采 多 项 式 52 入 ) 不 恒 等 肉 夫 ,于 末 麻 用 第 二 种 左 初 稻 洽 算 , 可 臣 
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伍 元 素 辣 2(%) 的 次 数 小 亦 5oo(%) 的 次 数 《如果 Boo 和 ) 是 老 次 的 , 那 来 
bth) 可 以 名 篇 屋 等 从 圭 ) ， 完 侈 一 样 的 ;如果 5ss(%) 去 0, 那 末 应 用 第 
并 种 丰 初 报 这 算 , 可 坟 合 元素 00 ps 的 次 数 都 小 熟 5sst%) 的 次 
数 , 而 且 诸 不 羽 动 元 素 Dis0 和 0 , 训 如 此 类 。 
我 们 建立 了 次 之 定理 : 
定理 1， 任 一 m%Xn 共和 多 项 式 丘 方 拭 万 短 阵 者 可 以 应 用 左 初 枚 违 算 化 
篇 (5) 的 形状 ， 其 中 多 项 式 Qin 人 Da i oz_oat 的 次 数 都 小 
起 zz 的 次 数 , 如 果 br 以) 去 0; 而 全 都 屋 等 稚 堵 ,如 果 Be 一 入 
关 D 【下 一 号 号 min(m, 2))o 
完全 一 楼 的 可 以 证 明 
定理 2， 和 低 一 吧 Xm 炙 多 项 式 展 方 短 阵 都 可 以 应 用 有 初 航 到 和 贫 化 
篇 次 之 形状 ; 
cuth) 0 … 0 
ecu) 0 :+ 0 0-.-..0 0 oe -0 
enh Coo A 0 OD: OF ,oosvooc， 
| 
0 os ~- ea00D0 -. “0: a 
Cn Sm) oa Ch) ae em 
Cm en) 


其 中 争 项 式 cx Ck1 (CN) , 和 C2 (A), yy Dk Rl (A) xc 的 次 晓 都 小 散 cexr(%) 的 次 数 ， 
如 果 ou 等 0; 而 双 部 二 等 其 改 ， 如果 ox6() 二 入 数 关 0 Cb 二 2 8.…， 
min(m,n)), 

2， 和 从 定理 1 与 2 推 得 党 之 

推论 “如 果 和 多 项 式 太 阵 PC 的 行列 式 全 和 钴 关上 且 不 等 让 等 , 那 林 


避 一 合 短 阵 可 以 表 仿 有 限 个 初级 知 陆 的 乘 稿 。 
事实 上 , 按照 定理 1 可 以 应 用 左 初 极 迷 算 化 答 阵 P(A) 需 次 之 形 


pith) bioth) 四 Bf | 
0 bo) 7 Bo (7) 


中 


0 0 | 
其 中 篇 炳 阵 PP 的 般 烧 。 因 需 兢 用 初级 迷 算 内 多 项 式 方 陈 时 ,过 个 
短 阵 的 行列 式 牙 是 王 工 一 个 不 乱 零 的 常数 因 闻 ,所 以 短 陈 全 ) 的 行列 式 ， 
与 PQ) 的 行列 式 一 样 , 生 和 舞 关 理 不 等 疏 址 , 亦 印 
B11 (A) Das C2) nn 一 常数 关 0 

故 有 Be( 和 一 常数 关 D 《有 一 1 2,…, 。 
但 汞 再 从 定理 工 知 敌阵 (47 有 轿 角 有 展 的 形状 [bx3z|, 改 可 应 用 第 一 盘 
左 初 圾 逐 算 使 其 化 篇 么 甜 刊 召 。 那 未 反 过 球 ; 么 禾 陈 百 可 以 表册 姑 陆 
需 5 ma po 的 左 初 家 运算 化 知 CN)。 因 此 ， 

(一 应， 

答 所 囊 明 的 推荐 推 知 ; 有 如 -上 饰 所 术 的 , 案 项 式 矩 阵 相 浅 性 的 南 候 
定义 2 与 3 的 等 候 性 。 

3， 回 到 我 们 的 例子 一 一 微分 已 鹅 粗 (4)。 详 用 定理 芋 亦 速算 子 全 
数 和 矩阵 |ex(22)| 。 那 末 , 有 有 如 上 他 中 所 挤 册 的 ,可 以 换 组 (4) 篇 等 价 租 : 
(Dj 十 有 Di 二 十 ba Dm = — Pst Dsi— — bin Dy,, 

de ce) 

一 一 本 一 

其 中 *=minktm %)。 站 如 一 粗 中 , 画 芽 ms …，z 可 以 任意 选取 , 此 

后 再 顺 欢 定 出 西数 %， 名 -1， 和 而且 在 蕉 定 遭 些 画 数 的 每 一 个 步 遇 
身 要 积分 一 个 全 舍 一 未 知 画 数 的 徽 牙 瑟 程 。 

人 和.， 现 在 来 用 左 和 与 右 初 级 有 运算 崔 多 项 式 长 方 短 障 4(%)，, 使 其 化 需 
“标准 形式 。 

在 矩阵 4 的 所 有 不 恒 等 汰 雾 的 元 到 ainC%) 中 ,到 其 关 检 和 的 次 
数 节 小 者 ,各 通 宜 的 行列 番 动 ,使 过 一 个 元 翅 需 ea:()) 。 此 征求 出 多 项 
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起 ca) 三 oz) 篇 airway 除 知 的 南 式 重 钉 式 ; 
aah}=a Oo 中 全》 一 ECG) Frnth) 
{ 人 一 是 ， 和 2 

如 果 在 角 式 YCA) ma 吉 一 2 一 2 034) 中 ,至 少 有 
一 眉 例 妆 rixth) 不 是 恒 等 惧 震 , 那 末 从 第 上 列 沽 去 第 一 列 暴 grt 的 
环 杆 ,我 们 网 换 元 素 ext 需 能 二 7980 ， 他 的 次 数 小 诅 ma 的 次 
数 。 那 末 我 全 就 有 可 刘 再 求 降低 位 谎 算 障 左上 角 革 一 元 素 的 次 数 , 使 
在 过 个 地 方 的 元 汇 关 亦 和 的 次 数 最 小 。 

如 果 所 有 的 能 式 9ai6i tC) dt) 都 司 竺 扒 
零 , 那 未 从 第 1 行 减 去 第 一 行 与 gt 和 0 的 滋 积 地 = 2，…，%)， 而 从 第 
五 列 茂 去 第 一 列 与 guyt 和 ) 的 乘积 导 一 2，…, 9 我们 化 原 和 多 项 式 和 矩阵 坑 
次 之 形 国 

daa) DO 0 
0 qoaN) "tan CA) ， 
0 Caf mh ) 

如 果 在 此 时 在 元 素 g(t%) 人 一 2 IW; 衣 二 9, nm) 中 ,于 少 有 
一 个 不 能 乱 okth 所 除 坟 ,于 末 对 第 一 烈 如 上 上 含有 滨 一 个 元 素 的 那 一 
列 , 我 们 就 得 出 前 面 的 - :多 情形 ,因此 仍 可 换 元 素 ca (人 2) 乱 一 俏 次 数 较 
低 的 多 项 式 。 

因 需 原先 的 元 素 gC%) 有 一 定 的 次 数 而 降低 各个 次 数 的 步 瑟 不 刘 
扰 服 制 的 悉 各 下 去 ,所 以 勾 汕 有 限 次 初 胡 过 算 和 后 ,我 们 -一定 得 出 实 形 短 
陋 : 

oh 0 … 0 
日 ok》 «oe ben C7) ， (8) 


和 


D Dnath) i bn th) | 
其中 所 有 元 来 Bix, CH) 孝 可 以 丰 ca Ch) 所 除 获 。 如 果 在 道 些 元 嫉 bpCh) 
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中 有 不 懈 等 谎 寺 的 元 率 , 尘 琳 半 闪 序数 篇 2,…, mm 的 行 与 订 数 篇 3,….， 
的 列 麻 用 .上 述 的 同 尽 方 法, 我们 可 以 化 知 耳 (8 7) 篇 次 之 形状 
| ct) 0 DOD … 0 
0 dah) 0 + 0 
0 0 ess WW :Can 机 1? 


| 0 a): | 


其 中 cz 篇 oa 所 除 落 ,而 所 有 多 项 式 co() 都 需 ae 人 所 除 章 。 
炎 稿 施行 得 种 方法 ,最 德 我 倍 化 原 引 阵 需 欢 之 形状 ; 
ago 0 .-... 0 O00| 


0 0 GH) DC (9) 
0 0 .0 0...0 
10 6 0 0...0| 


其 中 多 项 式 gC) Go( 和 GO) (8 所 人) 部 不 情 等 崔 圾 ,而 且 每 
一 和 蛋 都 可 设 彼 其 前 -~ 眉 所 阶 素 。 

省 生前 * 行 以 天 家 的 不 党 圭 的 常数 因子 ,我 们 可 以 使 多项式 a1l%)， 
at ，… ;Ge(%) 的 首 项 保 数 都 等 於 1 。 

定义 3. 多 项 式 长 卢 乍 阵 帮 沉 标 从 对 角形 的 ， 如 果 他 有 (9) 的 形 
状 , 其 中 ( 1 了) 针 项 式 ai eat ma 人 (都 不 司 等 起 雾 日 有 (2 ) 多 
项 式 42( 和 A)，…， QsC%) 中 每 一 个 都 惟 其 前 一 个 所 除 亚 。 此 处 假 定 所 有 
和 U1 :0 et， “ry eh) 的 匠 珊 俊 数 部 硅 雁 1, 
ey 在 区 节 中 我 们 将 芒 明 ,过 此 多项式 项 起 oO ach, 了 a) 
和 震 所 子 算 阵 4A) 所 了 唯 -- 砍 定 ,而 且 建 立 吉 些 凶 项 式 贸 短 耻 40) 的 元 


素 间 的 天 公式。 
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$3， 窜 项 式 矩 际 的 不 购 因 陈 和 与 初级 因子 


1， 引进 关上 身 ,一 年 障 4 的 不 多 固 式 的 松 念 。 

识 凶 项 式 拓 陈 40 的 秩 篇 7 亦 即 在 这个 短 征 中 有 一 个 不 恒 等 礁 
雳 的 r 胃 子 式 ,同时 所 有 报 娄 > 的 子 式 滑 锥 入 都 产 等 从 迁 。 上 以 DD:( 和 ) 
记 短 陈 40) 中 所 有 7 胡子 式 的 最 大 到 因 式 G=1, 2,…, 7) 人 9。 逆 未 
不 允 看 出 ,在 邦 列 

0 
中 每 一 个 多 项 式 郁 改 其 锐 一个 所 队 毒 日。 及 证 GD 名) 人 (人 ) 训 
其 法 应 的 南 式 : 
一 也 D10) 


A 2%) ”， Do 
定 误 4 篇 (10) 式 所 约定 的 多 项 式 入) To) 和 入 
长 方 短 阵 400 的 不 构 因 式 。 


“不 构 因 式 汪 一 名 词 轩 次 之 殿 讨 有关。 衣 40.) 笑 BC) 篇 责 个 相 
括 多 项 式 甜 际 , 痢 末 他 们 彼此 间 都 可 由 初级 运算 来 得 出 。 但 是 不 座 将 
接 瞪 给, 初 极 过 算 儒 不 慨 酷 朱 阵 水 jy 的 秩 "， 亦 不 构 盘 其 多 项 式 D(X))， 
Da Dr 事实 上 ,应 用 恒等式 43, 把 类 阵 乘 积 的 子 式 斧 其 
因子 的 子 式 来 束 出 ( 谷 稍 第 一 童 83 末 是 ), 汰 认 和 矩 障 有 (AN 的 任 一 子 式 ， 
我 个 得 出 表示 式 
2 J2 "dp 
he ke bh 


3 P( “9 1 Sa 65 有 
em > rr HE 1 2 ) 4 人 (8 Bs 让 1 Fo: 下 


fe 
CT 号 ， “Mine, eg 


= 


加 


看 在 i 中卫: 失 上 项 代数 等 共 Lj=1, 2, F)o 
会” 如 果 对 任何 --- 俏 j 疾 子 式 地 照 任 一 行 的 元 表 到 要 所 用 并 式 , 屠 未 在 演 _ 个 展开 区 中 
每 一 玉 都 蕉 DD 所 除 吉 ;喜人 尾 何 一 皇 j 搬 子 式 , 因 击 耳 和 0 租 如 -zt 所 除 太 [=143. 7 6 
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故 知 ;和 矩阵 8G.) 中 所 有 裔 数 > 的 子 式 玫 等 礁 霉 ,因而 对 蕉 矩阵 
BO) 的 秩 7* 有 : 


i 

再 者 ,从 同一 仅 式 推 知 , 短 障 访 入 殉 所 有 了 季子 式 的 最 大 公 因 式 Di%) 
篇 D4) 所 除 黎 (=1,2,…,min(m,m)。 但 短 陈 谍 习 恒 太 和 ) 可 以 易 
其 作用 地 征 。 瞩 7 了 所 7 而 纪 妨 (和 0 乱 Dt 所 除 苗 (p=1, 水 min 
(m2))。 因 此 吕 

"or 一 站 (一 了 Da DM) = DM) 
因 和 人 急 胡 有 运算 站 不 区 翻 委 项 式 Diy Dot 了， 所 切 他 们 亦 
不 释 动 由 (10) 式 所 夏 定 的 条 项 式 (2 人 0) ，…， 人 (CA 

得 窒 一 来 ,和 从 一 司 符 阵 略 到 另 一 侦 颈 他 相抵 的 矩阵 降 , 多 项 式 人 (2 
iD ，…， (0 是 不 将 的 。 

如 果 多 项 臣 秘 际 有 标准 器 角 形 (9), 缆 末 不 疮 看 出 , 当 评 过 种 敌阵 有 
D1) = Ch) Da 一 (和 ak ns DM) = 6M a 0A) 
但 由 天保 趟 (I0) , 知 (9) 中 对 角 籽 上 渭 项 式 @(%), Gs 和 0),…, ol%) 层 

不 焰 因 式 重 合 
dh =) ba) = ra SN) = 01(N) (11) 
此 氏 和 (0) (和 和) ,如 C2) 同时 又 是 原 短 障 40%0 的 不 释 因 式 ， 因 从 
这 悟 短 务 奥 短 阵 ( 9 ) 相 抵 。 
我 全 可 志和 所 得 出 的 桔 果 和 萎 桔 篇 次 之 定理 。 
定理 3， 多项式 长 方 类 阵 4() 第 相抵 大 模 淮 对 角形 短 讲 


A) 0 -0 00 
0 si 1 0 0...0 

0 0 dC 0...01, C12) 
0 0 0 0...0 


0 0 . 0 0...0 
四 了 0 下 项 CO (p=1, 2,… +r) 的 首 项 部 数 部 等 座 1。 
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其 中 篇 知 陆 40%) 的 秩 , 和 如 ( 入 ,如 (Wy … 各 (2 乱 由 (10) 所 在 定 的 
短 陈 42 的 不 多 因 式 。 

准 冶 1， 坊 了 了 使 丙 个 网 严 吉 的 县 方 短 阶 4( 与 (2) 相抵 的 到 分 

事实 上 , 得 一 条件 的 必要 性 已 镍 在 上 面 妇 明 。 其 充分 福 可 以 污 柑 
求 得 时 ,两 个 有 相同 不 变 因 式 的 多 项 式 短 阵 都 幅 同 一 个 标准 对 角形 短 
障 相 抵 , 因 而 彼此 相抵。 

演 样 一 束 , 不 缕 因 式 构成 - 短 阵 的 完 双 不 多 系 。 

推荐 2， 在 不 构 因 涉 序 列 
一 六 一 玫 和 了 (DasD) (13) 
中 ,从 第 二 个 肛 姑 ,每 一 个 多 项 式 都 是 其 前 一 个 的 因子 。 

这 个 论断 不 能 从 (13) 推 出 。 但 基 可 昼 从 多 项 式 和 (各 GD ，…， 
专机 标准 对 角形 短 障 (9 ) 中 的 a.(%) ,cr_1(%)，…, axCD 重合 来 扒 
H。 

2. 我 们 指出 对 肉 准 对 角形 和- 短 障 的 不 变 因 式 的 前 算 方 法 ,如果 
已 如 知 道 位 众 冯 角 坷 上 小 子 境 的 不 杰 因 式 ， 

定理 和 ， 如果 在 准 对 角形 卢 方 矩 乔 
dx 0 ) 

0 BO) 
中 ,多 页 式 知 陆 4() 的 任 -- 不 刍 因 式 部 是 多 项 式 知 别 BO 的 任 -不 
变 因 式 的 因子 ; 届 末 合 必 多 项 式 短 阵 4(X) 与 (和) 的 全 部 不 楼 因 式 就 
得 出 多 项 式 短 兽 CO 的 不 楼 因 式 。 

本 明 以 芥 ( 科 ， 总 (和)，…， 澡 (0) 绒 谍 (和), 褒 (%)，…, 总 CD) 各 记 
入 - 短 陈 4(X) 与 BC) 的 不 变 因 式 。 那 下 


C0) = 


委 ”此 地 我 们 以 罕 购 ~ 站 示 卉 切 的 相 括 性 , 而 内 有 曲 括 跨 { } 表示 (12) 型 的 对 角形 是 方 
着 隆 。 
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~ fir Ch) 0, 1 0}, BO ~ (igth), A 0 + 0}, 
因而 
COO ~ IE) ND , ON ON), 0 1, 0}。 (14) 
位 疏 运 一 需 傈 式 的 右 季 的 \- 筹 阵 有 标准 昔 角 形 的 形状 。 那 末 接 
照 定 理 3, 壮 一 短 阵 的 对 角 称 上 不 芋 等 惧 老 的 元 素 可 成 所 阵 CC 的 全 
租 不 释 因 式 。 汗 理 即 已 悚 明 。 
息 了 在 一 般 情 形 , 由 甜 陈 4 与 BC%) 的 任意 不 可 因 式 球 定 出 缸 
熏 0C7) 的 不 杰 内 式 , 我们 要 利用 关於 官 航 因子 的 重要 概念 。 
在 所 子 数 城 五 中 分 解 不 多 因 地 人 (ia 入 ) 乱 不 可 井 
因 式 的 乘 祝 : 
和 CD) = [gs Ch) Epa] [p01™, 
(2) = ga] [ps1 TO (CN a 


jC) = [ps CD] [ps Ce- .Ig, Oe, 


此 不 BC)， 50 基 在 全 人 宫 C2D 和 G0) 中 再 现 的 所 
有 在 域 玉 中 不 可 移 的 不 相同 的 多 项 式 (此 首 项 保 数 都 等 1)。 
定义 5， 在 分 解 式 (15) 的 证 知 奖 [p03%)]*，…， [gsC%)]* 中 ,所 有 
不 等 起 1 的 霉 夹 称 吉 敌阵 40) 在 城下 中 的 初 航 因子 自 。 
定理 后. 长 大 进 对 角形 所 阵 
40 0 ) 
0 BC) 
的 多 部 名 毅 因子: 富 可 由 合作 所 陈 40. 的 初 般 因 子 与 短 随 BC%) 的 初 
般 因 - 子 来 得 出 。 
堆 明 分 其 短 降 WW) 与 BO 的 不 甸 因 式 篇 域 芭 中 不 可 和 因 


C0)=( 


2 四 次 Urs Em 人 后 的 某 些 个 可 能 等 淮 零 ， 
全 (15) 式 未 休 料 予 由 不 树 因 式 来 定 出 域 乓 申 矩 利 4 人 0) 的 乔 厅 因 子 的 可 能 性 , 而 旦 
相 太 的 ,可 由 和 笑 因 子 来 得 出 和 不 变 因 式 。 
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的 委 秸 和: 
A= [oN ge gs = Eph] 4 a0)] GA)] 
dh) = [pl sms Ip, 1 = Ea el 中 .., [pA] ， 


EE jp Eas) J*2.. [osth)1™s, 5 [有 ED] 攻 -。 人 

| 

>0 (16) 

记 邓 ;大 天 人 过， 多 中 末 等 旋 零 的 芋 数 。 

闭 未 由 抵 阵 《14) 相抵 的 矩阵 CC 玫 苦 动 行 列 德 可 以 化 需 “ 夺 角 
形 " 形 睦 

《La 人 se) [pO ee), [ga 人 ar (ss) oo (ex) C17) 
其 中 全) 是 表示 民 p(X) 百 贤 的 多 项 式 , 而 (x*) 表 示 与 qn) 百 持 臣 恒 
等 武 替 的 多 项 式 。 埋 短 阵 红 1 人 的 形状 , 丰 接 推 得 关 南 敌阵 CON) 的 多 项 
式 DO ， DO)，… 刁 生 ( 和 io(N)，… 的 次 诸 分 解 式 : 
D0 = [p01 DN = I ,如 此 类， 

= [pl ks) ;Ca 二 [pj 族 如 此 类 。 
故 知 [gC 和 )]*， [p11 Eg (Dj 亦 即 寺 奖 

[pr 1, To A] Lo CNIS ,1 LCN) 

中 所 有 不 等 内 1 的 详实 次 ,是 短 当 CON) 的 初级 因子 。 

同样 的 , 可 定 出 答 当 CO) 的 天 内 ps(%) 的 圳 式 的 官办 因子 , 诸如 
此 类 。 定 理 序 已 来 明 。 

诗 ”、 上 与 上 述 完 生 类 似 的 可 以 权 成 关於 整 数 短 陋 ( 亦 朗 元 素 个 篇 整 
数 的 短 陈 》 的 相 播 性 理论 。 此 不 在 1?， 2? 中 ( 宏 沽 本 章 $ ,c= 十 1， 
换 5(%) 需 整 数 , 而 在 (3) , (8) ，(8”) 猎 式 中 换 PON) 和 与 Q(X) 需 行 列 
式 等 内 土 1 的 整数 算 阵 。 

站 机 
中 出 现 , 那 末 在 另 一 宜 不 发 因 苇 中 加 人) 的 可 次 孝 取 篇 堆 。 
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3， 现 在 假 敲 给 于 元 当 在 域 KK 中 的 矩阵 4= ex|3。 建立 他 的 特 向 


短 陆 
A ae 
MA 8) 
A 
特 微 短 陆 是 一 个儿 般 - 生 陆 。 他 的 不 儿 因 式 
和 = 和 的 一 玫 开 光 D1) (19) 


和 狼 需 年 剑 4 的 不 构 因 式 ,而 其 在 域 掺 中 的 初级 因子 称 和 起 基隆 4 在 域 吧 
中 的 初级 因子 。 可 用 短 阵 4 的 不 图 内 区 (因而 初 地 因子 ) 的 知识 来 研 
完 甜 陈 几 的 辕 情 。 所 乌 我 们 就 关心 到 娃 算 得 阵 的 不 区 内 式 的 实际 方法 . 
有 公式 (19) 葵 子 了 计算 渤 些 不 歼 因 式 的 演 段 , 但 是 寺 一 演 段 对 以 较 大 的 
% 基 非常 麻 灶 和 的。 
定理 3 炸 予 了 计算 不 苏 因 式 的 田 一 方法 ,他 的 下 点 是 利用 初 胡 洒 

算 求 化 特征 算 阵 (3) 篇 杷 淮 涛 角形 矩 函 。 

例 
8 1 0 0 入 一 全 -1 0 
-4-1 0 0 是 1 性 0 

1 2 一 诗作 
一 1 一 后 1 oo 1 
在 特 敲 想 硬 2 五 ~ 中 把 前 三 行 卡 和 的 弱 积 加 沽 第 四 行 ,我 情 得 出 : 


六 一 吕 一 工 2 0D 


4 二 "FEF—A4= 


一 避 一 工 和 一 


一 如 一 芋 一 2 —i 
ld-Bh SA Ml] 0 
渴 丰 车 第 四 列 尼 一 避 ， 一 下 和 一 3 科 芝 用 的 吉 到 第 一 ,二 ,三 刑 上 ， 我 俏 得 由: 


-3 -1 0 0 
4 +1 0 0 

0 0 他 一 上 由 

| 14— 0 5—% 21 0 


以 荣 二 列 焉 和 ~3 的 简 积 加 到 东 一 列 上 ,得 : 
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I 0 -1 0 0 

| 1 和 站 0 
0 0 0 下 

一 二 十 下 一 了 5 一 入 0 一 了 十 人 


及 第 一 行政 和 二 1 5 一 和 的 羔 积 女 曾 却 到 第 二 ,单刀 入 上 ,我 们 有 : 


0 一 工 0 0 

52 41 0 0 IE 
0 0D 0 il 

一 ?2 二 2 一 1 和 入 一 到 小 站 


册 第 二 行 吉 问 第 四 行 上 和 而 稚 汇 人 第 --- 行 只 第 二 行 以 一 工 。 轻 遂行 或 列 的 萌 勒 的 ,我 俩 福 出 : 
1 oo 心 Ge 
0141 0 0 
0 0 -1 0 
ID 0 0 G1)2 


烛 阵 4 有 了 十 个 和 般 因 子 : 一 1 让 做 一 TD 
$4， 和 多 性 二 项 式 的 相抵 性 


在 芋 节 中 我 们 讨 花 再 长 石 人 年 体 。 在 迁 - - 饰 中 我 们 来 讨论 两 个 
般 和 方 了 4 与 吾 (%), 其 中 所 有 元 来 天 岭 * 的 广 数 不 超 进 1。 演 些 
多 项 式 算 障 可 乌 表 和 坑 年 阵 的 二 项 式 : 

(和 一 4 二 Adi, BO 一 本 十 吾 。 

我 们 假说 各 些 一 项 式 是 一 次 的 而 且 是 平 芭 的 , 亦 即 有 |4o| 关 0， 
| Bo| 震 D《 将 考 利 四 章 $ 了。 

克之 定理 培 子 了 污 炸 二 项 式 的 相抵 性 的 币 定 : 

定理 日 ， 如 取 丙 个 一 葡 正 划一 项 式 dh 十 机 陪 B+ Bl 相抵 ， 于 
末 避 上 比 二 项 式 是 颈 格 相抵 的 , 亦 朗 在 愤 匈 式 

Bo B= PO CAN ANA (20) 


[+ 


eT 
rr mr 


常数 甜 阵 也 本 驴 有 : 


各 ”和 什 等 式 (1) 短 丢 让 两 个 矩阵 笑 或 : Do 二 Pd 中 由 记 = 了 0 。 
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aa 


Bo Bi— Pd.A RQ , (2]) 
征明 因 答 答 陆 PO) 和 的 行 刘 式 兵 入 和 殷 关 上 且 不 等 谎 零 自 , 所 以 池 短 
阵 Mr( = = 了 (00) 亦 是 一 介 多 硕 式 得 障 。 应 用 和 这 一- 个 竺 阵 ,， 我 们 可 已 
把 恒 等 太 (20) 祝 篇: 
MOVCBo+ BY) = CAN .AQ , (22) 
般 关 (0 与 @( 和 0) 知 夭 陆地 项 式 , 左上 除 并 G2 器 4% 十 ;i，, 而 右 队 
Q0) 以 BA+D: 
MOV)= Cdoh + ADS OY + NY, (23) 
QT OICBNt BD) AO; C24) 
此 处 开明 日 篇 % 航 常数 (和 代入 扰 关 ) 方 障 。 坟 所 得 出 的 对 稚 有 人 与 
0 的 表示 式 代 进 (22) 式 。 释 沉 很 少 的 一 些 名 并 我 们 得 出 : 
CAor FANETON—S OVI Bo Bi = MCBOA T+ BY — CA 41)Q, (25) 
位 伶 方 括号 中 的 莽 必 须 等 人 沐 堵 , 因 篇 看 有 则 租 蕉 等 式 (25) 左 饰 的 琴 入 ,将 
有 有 次数 宇 2, 但 基 在 各 一 等 式 右 凶 的 多 项 式 不 能 超过 +4 座 。 所 以 


SCO) = NY; (26) 
因而 由 (25) 我 们 得 出 : 
M(B+B) -CAN+ANY , C27) 
现在 我 们 来 嫩 明 并 是 一 个 满 秩 短 陋 。 篇 王 左 陈 POV HM Boh+ Bi: 
PO)= CB BIUOY+P, C28) 
由 (22) ,C23) 聘 (28) 得 旱 : 


E=MOVPOY— MO CHA BOU OV + MOVIP= 
= dA AVQOID OO + CA A BO P+ MP 
= (CAAAY [QAOIUOI FHIOI PI ENMP , (29) 


站 二 项 式 4 十 二 现 Bo 了 BB 的 祖 手 性 古 没 有 恒等式 (20) 存 在 ， 其 中 |P(%)|= 常数 
革 D |@(20 | 二 常 对 生 0 0 但 是 搓 两 个 天体 在 所 于 的 情形 中 可 广 众 恒 锋 式 (20) 来 推 击 。 事 宽 
上 ,一 次 正则 二 项 式 的 行列 未 有 次 吉 4 AY 叶 二 | = [Ao 和 |B 六 [一 1B0|Xn 填 …3 
| Aol 于 0, [Bo| 才 0。 训 由 | BY 十 玉 ! 一 上天 人 | 4 十 -| 全 人 | 二 有 : 

[|= 二 党 烧 子 90， | 日 必 二 常数 半 0。 
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央 需 造 一 让 等 式 的 最 德 一 饰 员 钴 必须 是 鹤 识 的 《 国 其 睾 於 吾 ), 所 以 
在 方 括号 中 的 珍 示 式 必 须 悟 等 席 雾 ， 页 由 (29) 知 有 
MP=BE., 80) 
因此 得 出 :| 型 | xb 磺 用 一 一 
左 琵 等 式 (27) 的 雨 包 以 了, 我 们 得 出 : 
BasB=POAm+ A QO, 
答 (30) 得 出 短 陈 了 的 讶 牧 性 。 但 是 算 卫 .P 导 久 的 满 秩 性 浆 可 和 从 
恒等式 (21) 得 出 , 因 需 和 从 汪 - ' 慑 等 式 推 得 等 式 
五 一 三 do 并， 
故 有 | 三 1 人 一 Bole#0。 
定理 已 弃 箱 明 。 
许 ” 禾 全 明 中 知道 [ 套 考 (254) 明 (3?3)], 作 党 代 换 恒等式 (20) 中 的 
和 A- 短 障 Pow 三 化 惫 的 常数 短 阵 三 最 色 我们 可 以 取 BoA 十 Bi 除 PN) 
与 QA) 所 得 出 的 左 余 组 去 休 。 


$5， 外 阵 相依 的 列 定 


届 葵 予 元 兰 在 城 拓 中 的 矩阵 1 上 。 他 的 特 徽 算 体 和 百 -- 4 是 一 个 

4 秩 入 重 障 , 故 有 9 个 不 杰 因 式 ( 驮 若 &3) 
人 人 人 

次 之 定理 卉 明 ,如 果 把 相位 和 矩阵 当 作 一 个 酒 短 时 ; 那 末 过 些 不 释 因 
式 次 定 了 原 短 阵 4 ， 

定 旨 7， 霜 了 伍 竺 哺 个 算 耻 4 一 [exly 与 B=| = 上 Bw 种 但 《B= 
二 人) 的 充分 必要 人 条 什 ,是 他 们 有 相同 的 不 释 因 式 或 有 相同 的 城 
中 的 韧 般 内 地 产 。 


re 


的 滑 多 守卫 + FE 全 得 
B=T-147T 。 
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故 有 有 MB B=- dT 
渤 个 等 式 请 明 ， 特 向 征 阵 X 吾 一 本 暖和 一 B 相抵 ， 故 有 相同 的 不 构 因 


式 。 

修 件 的 充分 性 ” 讼 特征 和 拓 陆 和 一 4 与 A 五 ~ 8 有 相同 的 不 楼 因 式 。 
那 未 过 些 - 短 陵 是 相抵 的 《大考 定型 8 的 推论 1), 帮 有 前 侧 多 项 式 短 
阵 已 0 和 0 在 在 ,使 得 

AB— B=PO MAE ANQON), (31) 

应 用 定理 6 礁 二 项 短 阵 五 一 4 时 和 召 一 B, 我 们 可 以 在 恒等式 (31) 
中 次 )- 短 阵 PGA) 与 CO 以 常数 短 际 : 

“EB- P(E- AY, [329 
而 且 可 以 取 %B 一 了 除 P(N) 奥 Q() 所 得 出 的 左 钵 届 右 了 来 作 需 已 奥 
Q( 参 考 上 节 最 后 的 莫 ) 亦 序 由 广义 斐 所 定理 可 以 取 四 : 

忆 一 衣 B)，Q=QCB)。 (33) 

在 等 式 (383) 的 左右 两 多 中 ,使 7 的 雾 灵 生 一 次 才 的 傈 数 相 等 ,我 们 
得 出 : 

B=PAW, HH= PA, 


亦 邵 五 一 了 .42 
其 中 2=Q@-=-P-。 
定理 郎 已 性 明 。 


站 3 们 娃 立 了 次 之 询 断 ， 过 估 


HT 


时 尝 哩 昌 生 


B==T- 14T， (34) 
那 末 可 以 取 次 之 短 阵 作 需 沟 换 短 阵 了 
T=®(8)= [BB], (35) 


其 中 PQ) 与 Q(X) 是 辕 合 相抵 特 微 烦 隙 一 4 与 一 B 的 恒等式 


各” 注音, 二 (五 ) 优 换 入 钥 吾 时 邓 项 式 TP 人) 的 左 值 , 而 901B) 过 事项 区 84) 的 右 请 
( 疗 考 第 相 童 , 蚀 3)。 
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AE—B=PO (RAIQD) 
中 的 多 项 式 知 阵 ;在 (35) 式 中 Q( 电 是 换购 县 入 驳 敌 陈 忆 时 知 陈 多 项 
式 QG) 的 有 值 ,而 人 (8) 篇 知 耻 多 项 式 了 CX) 的 左 什 。 
6， 和 矩阵 的 法 式 


II. 发 给予 任 数 在 拒 天 中 的 革 一 雪青 式 
bE be A EE 十 om 
讨论 ?r 灿 万 障 
0 00 一 oa 
上 0 on 
Po 1 0 a sl (36) 
10 0.1 a 
不 次 县 请 多 项 忒 9(%) 是 年 阵 工 的 特 伍 雪 项 二 : 
和 A 0 0D 0 wm 
一 和 Or: 人 Cm 1 
0-1 Ae O00 [=I 
0 0 0. 1ad 
曙 一 方面 ,在 特 微 行 麟 式 中 ,元 索 ow 光子 式 等 苓 土 1, 故 肋 (一 
-了 而 i = DN) -9 bo = 1 
得 样 一 来 , 短 阵 工 有 了 唯 - -不 等 谎 工 的 不 缕 因 式 , 他 等 走 9fX) 。 
我 们 称 短 阵 工 估 多 项 式 9(N) 的 件 倡 答 阵 。 
届 始 子 有 不 释 内 式 
BMY aC) yy Os br I LT 《37) 
的 短 障 4=|aw1? 。 此 处 所 有 多 项 式 生 (和 记 ( 入 ，…, 训 (2) 的 次 数 烙 
天 鼓 替 ,而 且 在 过 些 多 项 趟 中 和 从 第 二 个 开始, 每 一 个 都 是 其 前 一 个 的 因 
于 co 及 五 ， 上 Ls，…, 六 记 竹 些 多 项 起 的 件 侣 甜 陈 。 
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那 末 航 准 淹 角形 引 | 咪 
Lr={Ls Loey ne, Er) (38) 
有 不 区 因 式 (37)《( 秦 江 $3,823 证 邢 4。 因 篇 短 陈 万 暴 有 相同 的 不 
多 因 太 ,他 机 是 牛刀 的 , 亦 妇 有 过 柑 的 裙 秩 知 了 UC 如 | 竺 0 竹 在 ,人 刁 鹅 
A=UNU. CD) 
短 际 [7 称 乱 敌 陈 4 的 第 一 箱 自 然 波 式 。 过 个 法 式 的 性 质 乱 灵 禾 条件 
所 沈 定 :5 工 ) 维 曾 和 角形 的 形状 人 8 ,C2) 攻 角 好 上 子 更 但 辐 的 特殊 千 酸 
与 ( 3) 补充 人 湛 件 :在 半 衣 各 . 上 襄 子 刘 的 且 微 多 项 式 序 列 中 ,从 第 二 届 开 
好; 得 一 - 侦 凶 项 式 部 是 其 前 一 个 的 因子 如。 
24、 更 在 以 
KM), Hoh) ,No CN) (89) 
记 短 委 4 = |exli 在 数 域 中 的 初级 因子 。 刀 其 对 应 的 位 局 知 陈 需 
了 LD, “1 Le 
因 篇 (0 是 短 障 卫 呈 的 难 - 一 的 初级 因子 GG=1, 23,…, 态 鲜 ， 所 
已 由 定理 日 , 于 类 角形 年 阵 
Lrr= {LH, FA - , Liny 《40) 
有 初级 因 子 (89) 。 
知 陆 4 加 Crr 在 域 乒 中 有 相同 的 初 家 因 子 。 所 以 迁 雨 个 短 卫 是 林 
估 的 , 亦 和 包 有 冲 标 的 注 秩 答 陈 CIF| 关 0) 存在 ,使 得 
A=V nv, (ID 
短 阵 Lr 称 篇 短 阵 4 的 第 二 种 自然 法 式 。 避 一 种 法 式 的 性 余 仍 次 
庙 人 条件 所 决定 :( 1 ) 淮 吧 角 形 的 形 固 C40) ,( 2 ) 圣 角 委 上 子 据 (86) 的 特 
淘 和 结构 届 ( 3 ) 视 充 人 条件: 每 一 -个 对 和 此 和 烷 上 子 玛 的 特征 多项式 是 在 域 瑟 
中 不 可 困 多 项 式 的 营 次 。 
从 信 件 (1)，(2) ，(3) 自动 的 得 出 ，Z1 中 时 角 缠 上 清寺 荐 的 竺 基 攻 质 藉 呈 相 际 工 
困 而 基 姑 阵 的 不 妖 因 式 ， 
侠 Xjy(2%) 是 什 障 中 的 唯一 的 不 可 因 式 , 同时 Xj(%) 双 是 域 下 中 不 可 移 儿 项 式 的 自 


oD 
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诗 ” 姑 卫 44 的 初 角 因子 奥 其 不 多 因 式 所 不 同 的 主要 是 奥 所 熔 的 数 
域 到 的 天公。 如 果 我 合 换 原 数 域 乓 以 男 一 数 域 (在 全 襄 量 亦 合 有 所 
子 算 阵 4 的 讨 元 素 ) , 那 来 初 役 因子 可 能 有 所 网 动 。 年 障 的 第 二 丁目 然 
造 式 就 村 与 初级 因子 同时 发 生 欧 于。 

例如 , 敲 所 于 和 矩 陈 4= |aw 的 元 素 全 需 壬 数 。 薄 个 短 阵 的 特 微 多 
项 式 的 集 烧 全 篇 实数 。 下 时 过 一 个 多 项 式 可 能 有 窗 根 。 如 果 了 是 实 
数 域 , 那 求 在 初 航 因 子 中 可 能 有 袖 保 数 的 不 可 和 莉 二 次 二 项 式 的 苹 奖 出 
更 。 如 果 玉 是 被 数 域 , 那 末 每 一- 个 彻 般 因 子 都 及 一 Xo)? 的 形状 。 

3. 现在 假 座 数 域 无 不 答 含 有 垂 三 4 的 元 素 , 而 且 例 有 各 价 算 隋 
的 所 有 特征 数量 。 屠 未 短 阵 4 的 初 极 因 子 就 有 次 之 形 央 时 

CA A CA hg) 二 41) 

讨论 近 些 初级 因子 中 的 荣 一 个 : 

(一 je 
所 稀 成 眉 其 相对 于 的 区 之 和 办 算 重 : 
20 1 日 … 0 


局 nip 1 i 0 
= C429) 
0 Do 1 


0 0 0 i 
不 殊 验 薄 , 演 个 和 矩 际 夏 有 -个 初 级 因子 以 一 ‰o)?。 我 们 称 敌阵 442) 
篇 对 麻 玄 初 航 因 于 以 一 40)? 的 若 岩 境 。 
已 


vd J so, 轩 Ay 
来 记 对 应 趣 初 家 因子 导 二 的 说 苦 唐 志 。 
犀 示 更 省 角形 甜 别 
了 一 {fs dos ” dv) 


介 ”对 总 任何 拭 限 二 者 能 或 过 ,如 果 大 是 向 带 城 。 
昌 ” 在 入 4;…; hw 岂可 能 有 蛙 大 彼此 相符 的 。 
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的 韦 级 因子 就 是 庄 攻 次 (41)。 

年 陆 7 各 可 以 写 篇 : 

= {MB Hi, ho Bot Hoy MB H,}, 
其 中 
B= EY, Hi= HY (=1, 2,.*, w), 

因 乱 业 障 4 鄙 7 有 相同 的 初 航 因 子 , 他 们 就 彼此 相位 交 序 有 汗 
笠 的 满 秩 矩 了 了 (i 了 | 却 中 存在 ,使 得 

A=TJT TAME TH-., MBs Hoy, MB 五 CIIT)Y 

知 障 2 竹 吉 短 陈 4 的 项目 法 式 或 简称 若 唐 式 。 若 唐 式 的 性 损 乱 次 
对 角形 的 形状 怀 其 对 角 彬 工 子 据 的 特殊 千 构 (42) 的 获 定 。 

次 之 障 列 寅 出 初 凶 因子 篇 (一 0， (一 No2 和 一 2 (一 2 的 若 
唐 甜 别 7: 


(48) 


Oo oio 


0 
|o on 0 .00:0 % 
如 果 和 佐 阵 4 的 所 有 初级 因子 玫 是 一 次 的 ( 亦 获 古 在 全 一 情形 ) ,车 
唐 式 是 兰 胸 形 年 卫 有 在 此 时 我 们 有 : 
A= ha hn TT, (C44) 
吉 们 一 来 , 短 际 4 是 军 链 的 (内 考 第 三 章 $8) 充分 必要 条件 是 :他 
的 所 有 初 极 因子 部 是 一 次 的 9， 
市 时 代 符 若 大 乾 (43) 来 讨论 次 之 9 毅 * 低 " 苦 计 才 


ee 


大 ” 训 时 而 “次 初级 因子 息 : 者 性 币 胃 因 于 2 和 7“ 借 重 和 报 因 子 ”。 


心 
2 ， 
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|* 0 0..0 0 


hoB) Fe, 

0 0 0... 0 

Io00 01 %| 

适 惕 乱 位 亦 窗 有 一 抽 初 家 因子 以 一 ho)r?。 初 籽 因 子 (4D 丰 应 蕉 “ 低 洲 
唐 甜 阵 作 


T= M+, hob Fo, 十 五 
(B= Ho, Fr= FD); k=1, 2,..., 1 
生 一 有 初级 因 扩 人 (41 的 短 陈 4, 常人 曙 短 阵 7 相似, 亦 即 有 但 样 的 
灌 秩 夭 阱 T:《 | 人 Ti! 关 0) 存 在 ,使 得 
A=T TT TMB MB 
th ha Bat Fa} Tilo 《TV7 
通 要 注意 ,如 果 如 关 0, 对 末 甜 阵 
MC HD HD ， MC ED ID) 
中 每 一 眉 和 矩阵 都 研 有 一 个 者 级 因子 : G0 一 各 9)"。 所 以 游 航 有 初 毅 因子 
(41) 的 满 秩 短 阵 4, 与 (TID ,GTV) 平 行 的 有 表示 式 
A=Tu MB + HD), MB Hs), -7 MB HT, (CV) 
本 一 了 人 EF) MB Fy MAB POT CCV) 


§?. 短 陈 (4) 的 初 角 因子 


1. 在 本 各 中 讨 丛 次 之 问题 : 

葵 子 短 阵 4 二 |ew 上 i 的 初 艇 因子 (在 槛 数 域 中 ) 是 答 予 夏 定 其 矩阵 
和 的 影 酷 工 的 医 数 ,从 x。 要 定 出 年 障 ,7 的 审 税 因子 (在 实数 城中 ) 。 

做 算 并 44) 莫 扰 改 获 , 如果 我 们 换 画 数 .Ai 己 过 梯 的 多 项 式 ,他 在 


1 加 了 障 别 共 医 甘 唐 算 陈 有 70, 让 有 时 称 胡 阱 J 党 高 车 唐 炬 了 。 


和 
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短 库 4 的 影 训 上 奥 醒 数 了 到 但 同 的 值 ( 知 郑 第 王 章 ，§ 了。 所 以 ,让 
不 扣 失 其 一 般 性 ,我 们 以 熏 可 以 认 了 ( 罗 篇 - -个 多 项 式 。 

以 

人 一 2P Oh) 人 一 Nm 
如 矩阵 4 的 初 角 困 子 @。 那 末 缸 陆 4 相似 蕉 若 唐 短 了 J 
A 7, 

因而 FON PF To 
克 芍 

一 人 
而 


一 CFA (45) 
其 中 + 沟 老 第 五 章 , $3 的 例 2) 
0 PO) 
| 7 ‘Pi—1)! 
0 eh) ” 
FC7D=-| ， . , (46) 
Fh) 
。 . 11 
0 0 0 


办 乱 短 障 4) 与 了 (7) 有 相同 和 的 初级 坦 子 , 拉 以 钱 我 们 代替 算 午 
了 了 (4) 而 来 讨论 短 了 7》 

”2 首先 俯 守 短 位 A 少 , 或 短 障 六 站 的 鹏 d 时 。 准 对 角形 条 位 的 
脑 等 崔 其 半角 车 上 谋 于 堪 的 脑 的 和 ,而 短 障 F(Z) 的 腑 [ 套 着 (40)] 等 
喜 数 所 导 中 校 尖 的 一 个 ,其 中 焉 篇 天 各 的 被 入 的 重 数 母 , 因 般 

TOD =f = “ot Wy = 0, OOD EO C=1, 3, ,), 

各 ”在 鼓 如 ,2ay …-; yw 出 ， 有 有 此 可 可 能 鼻 此 相等 。 
和 “=3-7: 长 中 7 外 其 随 了 .4 的 积 。 如 果 已 基 失 随 的 和 航 因 子 , 敢 未 峙 阵 的 观 可 由 


世故 办 只 特 微 束 的 彻 烤 因 子 的 借 散 来 定 出 , 环 训 可 四 形 篇? 的 和 般 因 子 的 个 数 来 定 峙 。 
图 “三 可 能 等 其 零 ;在 汪 一 情形 了 024) 二 0。 
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我 们 得 由 了 : 
定理 8， 设 短 阵 4 有 彻 玫 因子 
一 A nm, NA) | 【六 一 As ™, (47) 
则 短 阵 (4) 的 且 篇 详 式 所 雄 定 : 
d= Tmin (hs #0) ; (48) 


其 中 大 篇 (的 根 入 的 重 数 人 一 1，3，…， 人 @。 


作 需 所 证 明 的 定理 的 夸 用 ,我 们 定 出 任 一 甜 了 4= axl? 当 应 於 特 
微 数 和 的 所 有 初 夫 因 耶 : 
和 一 2 一 No 你 一 2o2 ers Ch— No) 33 
一 一 一 一 一 一 一 一 
1 gs 
A)" OA)"™, 
一 一 一 一 一 一 一 一 
sm 
其 中 再 守 0G=1, 3， 一直，tr 全 0， 如果 已 殊 葵 子 了 甜 际 
可 一 如 大 《过 一 各 五 委 《过 一 关 6 醒 ) 
的 觅 Hi, ay dm o 
半 此 我 们 取 {4 一 加 让! 一 了 (和 ,其 中 方 00 二 人 U 一 P00) 于] 多 …， 
m) 。 所 以 篇 了 确定 短 贫 (4 一 BB)! 的 鹏 , 在 (48) 式 中 到 浴 鼻 特 微 数 各 
相对 应 的 者 家 因子 取 站 = 了 而 在 所 有 潜 他 各 项 都 取 大 一 0 了 一 工 ， 3 
”ij 。 得 样 一 来 ,我 们 得 出 公式 
型 十 多 十 gs 二 十 和 一 而， 
二 209s 十 29s 十 :… 十 29m 二 Qs， 
开 十 29z 十 393 十 "十 39m 一 ds， 


[| 


(49) 


种 在 了 以 ) 不 蚌 一 - 个 多项式 的 - -如 情形 ， 在 (8) 式 申 的 minth, 入) 了 解答 数 pr 如 果 
f= 了 0) 二 一 十 茹 (0) = 二 0 困 答 教 翅 袜 人 基 时 对 英 启 有 了 有一 天 (人 人 一 一 天 于 
=D TE O11 2 
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故 有 由 
gr=2d—d dr (f=1, 2 一 0 一 和 《50) 
当 ， 回 刊 定 出 短 陆 .六 如 的 初级 因子 的 主要 园 题 。 前 面 已 殊 癌 过 ， 
耻 的 初级 因子 奥 了 (让) 的 初级 关于 相同 ,而 浴 汶 角形 短 阵 的 初级 因子 
是 由 其 匀 角 铬 上 康子 块 的 初级 因子 所 钥 成 的 ( 厨 考 定理 下 )。 所 坟 我 们 
的 辣 题 化 党 找 出 有 正三 角形 形 因 的 短 阵 CC 的 萎 籽 因 子 -: 


Ho 六 1 时 三 C1 


0 名 | . .| (51) 


讨论 丙种 不 同 的 情形 : 
1 m0 。 敌 分 C 的 特 微 多 项 式 果然 等 识 
DN) = (hao) ro 
那 末 , 因 需 Dol 和 发 了 D1() 所 降 夯 , 故 有 
用 -TO 一 以 一 ao (gEP), 
此 大, 点 Di (和 记 特 徽 甜 阵 


他 1 


0 0.:... wo 


中 所 有 2 一 工 竹子 式 的 最 大 企 因 式 。 
易 知 ,有 符号 “+ "的 元 素 的 子 式 当 和 =ao 时 禾 施 (一 an 在 我 个 
的 簿 一 情形 他 不 等 轮 堆 。 帮 此 时 9=0。 但 由 


属 ” 燕 入 的 性 肯 龙 定 苹 Bm_1<d = (二 1 3 
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DMO= Ma) Dath)—o1 
知 答 障 局 民有 一 个 初 凶 因子 久 一 40)"。 
9 二 0。 在 此 卫 
他 一 cp B+oH+ + auH’ 
所 愉 对 蕉 任何 正 浆 烤 7, 短 陈 
(OC—aoE)i=aHY 


的 脑 篇 次 之 笑 式 所 决定 : 
Q;= 全 如 有 人 < 
Dp 如果 彰 之 po 
E24 
p= (OahA), 
那 末 和 全 
dh, d=2h, ., do= qh, dor1=p eo 
故 由 (50) 式 我 们 有 : 
的 一 一 的 -1 一 个 的 一 天 一 及， 11 一 下。 
于 样 一 来 ,和 矩阵 C 有 初 航 因 式 
(六 一 Go 人 (ho— G0) et, 
h 
(NA— do) Choo), 
一 及 


其 中 整数 Y>0 与 着 0 篇 (52) 所 确定 。 


158 


(B23) 


《53) 


(54) 


4， 现 在 我 们 膛 要 说 明 甜 阵 了 (7) 有 礼 榜 的 初 航 因 于 [ 亦 考 045) 和 与 


(46) 式 ]。 短 阵 4 的 拇 一 个 初 地 因子 
(Xo)? 


对 应 然 甜 障 7 (7) 的 对 角 牺 十 子 韧 


是 站 所 予 的 情形 , 散 9+1 有 在 (和) 奥 (50) 式 中 数 m 的 作用 。 


158 由 限 上 | 


foB+H) -SA 


f00) HY 


0 Co) 


(85) 


。 。 i1i1 

0 0 | fAo) | 

显然 , 我 们 的 四 题 就 化 篇 求 出 (56) 形 子 块 的 荐 籽 因 子 。 但 炬 障 
《55) 有 正三 角形 的 形状 二 二 而 且 此 时 


aoo a1=f (M0) 02 = ,ee 
迁 榜 一 来 ,我 们 得 到 : 
定理 9， 类 阵 了 (4) 的 初 报 因 于 可 以 从 短 阵 4 的 初 般 因子 用 六 之 
办 法 求 得 出 ; 知 趾 4 的 初 般 因 于 
Oo (56) 
党 2=1 或 萤 p>1 而 了 Qo) 芝 0 时 革 诛 从 短 阵 了 ( 作 的 一 个 初 角 因 于 
0 一 /Oo (57) 


回 2>1 了 0 二 下 二 Mo 二 0， 让 ho) 关 0 时 ,类 阵 委 的 初 角 因 子 
(560) 半 详 烘 短 中 了 (的 浆 敬 初 胃 因 闻 : 
CA fo ye Ch FA p+, 
下 
(MA— AR, NFA), (58) 
下 

其 中 P= Og, Oh 
最 化 ,党 P> 了 G6) = (0) 二.… 二 19-4(Xo) 一 0 时 ,初级 因子 (86) 
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革 府 其 短 际 FC4) 的 了 个 一 次 初级 因子 @: 
太一 .0 和 A— f(Ao) 所 《59) 
注意 欢 之 包 合共 过 个 定理 机 面 的 特殊 芥 饭 。 
70w 是 舌 陆 7( 今 的 蛙 做 数 (在 第 一 个 序列 届 第 二 个 序列 中 都 且 一 杰 
的 ,每 一 个 特 微 野 的 重 神志 芽 江 其 篇 特征 方程 的 棋 的 重 数 一 致 ) 和 @ : 

2， 如 时 油 式 (1) 检 知 陡 4 的 影 物 .上 不 等 从 夫 9， 郑 太 从 短 秆 4 
情 移 到 短 耻 (4 时 , 初 狼 因子 下 钴 < 虱 分 ”水 即 如 果 短 陈 4 有 有 庵 级 因 
二 

MADD hh A) 
那 未 短 随 (4) 有 初级 因子 
人 一 站 AD Ch fhe) I ey CA FA) o 


8 8. 剖 换 给 阵 的 一 般 的 构成 方法 


在 给 际 苍 及 疾 轩 用 的 媳 狼 闻 是 圳 而 , 被 要 知 省 从 所 予 钻 环 4=[aix 玫 称 相 似 习 换 所 得 由 
的 法 式 就 已 足 锡 , 他 的 法 式 是 各 其 特 向 直 村 % 吾 一 4 的 不 伙 因 式 所 纸 全 雁 定 的 。 党 了 采 出 慎 
上 不 锋 因 式 可 眠 条 用 一 定 的 公式 [ 委 者 本 章 $3 的 公式 !10)] 或 考 利用 和 级 继 换 把 特 伍 扯 简 
2 了 一 过 化 篇 标 闻 圣 有形 的 形式 。 

但 在 车 些 周 题 中 ,不 仅 旧 知道 所 予 炬 障 4 的 法式 4, 遥 必 须要 知道 人 的 谨 秩 绒 换 给 障 


To 

下 而 往 椅 成 蕉 定 短 联 工 的 间接 万 法 。 

赵 式 才 二 全 Tl 
可 以 写 澡 : AT-TA=0o 


王 个 关 妇 王 的 矩 陆 等 式 竺 价 下 关 蕉 算 障 了 工 的 好 个 未 知 元 到 有 纤 个 方程 的 谊 次 粮 方 程 粗 。 
君 换 此 障 的 定 出 就 东 需 过 峰 有 语 丫 程 持 谣 程 粗 的 解 出 问题 。 此 康 必 须 从 解 的 征 香 中 选取 得 
种 解 使 得 |T| 壮 0。 而 其 拭 阵 4 典 富有 相间 的 汶 继 因 式 ,可 以 保 攻 竹 秆 解 的 存在 全 。 


二 (59) 得 册 {57) ,如 果 取 二 1; 由 (58) 得 出 (59) ,如 果 取 下 一 或 天 ps 
论断 1 已 元 在 第 四 章 和 4, 2 中 得 出 。 

其 序 对 冷 最 小 洛 项 式 的 守重 己 罗 者 有 站 (21) 了 06 

到 篇 从 省 一事 福 得 出 粗 障 -1 殿 们 的 相似 性 。 


全 于 二 全 


了 58 办 随 请 


我 们 注意 , 路 期 法式 基 篇 所 予 其 阵 鞋 所 哗 一 确定 的 司 , 但 对 失灵 拘 志和 便 了 , 我 们 误 有 徐 


秘 考 库 伴 , 售 喜 车 式 , 
了 一 五 了 00 


中 ,其 中 Ti 是 辟 换 失 随 的 划一 个 ,而 亚 党 任 一 生 4 可 易 的 拭 阵 各。 
定 出 八 挨 算 限 工 的 上 选 太 法 , 半 挫 鬼 念 来 融 非 常 简单 , 但 实际 上 毫 乱 用 成 , 因 器 常 须 四 
巨 的 计算 {例如 党 42 二 革 叶 全 释 要 角 出 有 16 个 方程 的 方程 租 }。 
阿 来 壕 导 梧 成 炙 换 租 阵 了 的 园 有 效 的 方法 。 浊 一 方法 英 基 龄 定理 ?的 铺 光 (本 意 引 炒 
旦 )。 按 醋 遵 一 个 补充 ,我 们 可 以 取 矩 障 
T=Q(A) (561) 


作 备 叙 找 朱 限 , 琵 要 a 
EA=PA) EANQN) , 


知 一 车 式 类 示 特 微 矩 阵 %E 一 4 导 2 卫 一 本 的 相 拖 性， 此 式 了 中段 们 (4) 基 有 不 等 蕉 堆 
的 党 加 行列 式 的 率 顶 江 直 际 ， 
和 起 了 具体 求 出 第 陈 81*), 我 们 利用 和 和 冰 钨 换 把 “一 和 味 一 4 与- 二 邵 化 党 标准 对 


和 角形: 
Fi a 0 , (62) 
上 nt) N= Pal) EA}, (63) 

茧 中 
Wim) = TT Tn Wat) = TETS-- TF,, {B64} 


而 于， 上 和 科 到 和 沉 的 初 般 下 
由 。 由 (6 ,063) 窒 (861) 得 而: 
EA PNE- AQ), 


其 中 
QO = EH) = TPs Th, TT TE L635) 


顺 次 对 去 斯 陆 严 和 施行 对 肤 共 失 看 Tl, ay 1 了 ps 了 人 ny TI! 的 六 级 脖 算 ,就 可 计 
算出 拒 随 昌 4) 。 此 后 [ 按 宴 会 式 16 切 ] 在 吕 人 2) 中 摘 笑 基 》 战 直 筑 工 。 
例 


“ 1 -1 1 -1 
-3 3 -5 4 

4= | 
8 -4 8 4 


1 Ss 10 11 —1i1 


烛 ” 溃 一 路 断 北 油 有 读 记 半 蕉 第 一 御 自 然 注 式 才 能 成 立 。 如 巢 轩 稚 第 二 舟 自 狼 和 注 涉 吉 
者 薪 苹 车 上 唐 法 式 , 那 未 在 水 计划 前 妇 上 庄子 韦 的 次 序 叶 , 寺 他 俩 的 任何 一 种 仍然 是 咯 一 - 碾 定 
前 。 
@” 云 式 { 的 ) 浆 可 以 换 露 公式 
I= 人 TF, 
其 中 玉 乱 任 一 典 年 可 局 的 此 阵 。 
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oo CC 


直 进 对 认 调 和 级 还 算 殿 其 赂 内 红 大 的 特 吕 如 广 ( 汐 才 本章 和 二 。 
eo] oi By] T= [ls 
型 竺 茹 市 陈 *E 一 本 访 标 遂 对 骨 形 牛 绰 , 同 肤 注 兴 所 施行 的 尖 砌 李 逐 算 , 闵 序 在 列 上 的 多 
算 : 
和 一 上 1 | 1 
; 一 生 


pp ， 
| -8 4 2-8 4 
| 一 十 10 1 st11 
必 0 [| 1 
i4%—1 四 十 1 1 一 4 和 
一 起 一 4 0 十 1 4 由 


一 这 一 102 一 4 一 2 一 上 % ?II 


1 0 0 0 
一 4 十 1 1 lI | 
4 0 $1 | 
1 
1 0 0 0 
0 al 1 yl 
0 0 51 一 生 一 生 
0 -A104 
1 0 0 0 
0 0 1 如 
0 21 tl 一 驮 2 一 7 下 
日 一 科 一 区 ,一 1 2 一 2 一 全 一 4 
1 0 0 0 
D 1 0 0 | 
0 Tl -21 S73 
0 2 一 22 一 一】 一 上 2 一 八重 
1 0 0 0 
D 1 0 0 
gO 0 1 
9 自 直 十 吕 于 1 于 9 和 十 二 


160 上 陋 吕 


0 0 0 | 
0 1 0 0 
2 
| 扣 2227 十 款 于 
1 a 0 § 
ty 1 0 0 | 
0 0 一 和 -2 一 | 2 二 1 
0 这 二 1 | 
1 了 0 0 | 
0 1 0 0 
j) Oo 1 -和 
iD 0 一 X23 一 全 一 各 各 十 2% 十 
1 0 0 9 
0 1 0 0 | 
0 0 2 二 1 0 | 
0 0 一 和 -3 一 电 一 | 
:1 0 0 
0 1 0 0 
0 站 入 二 0 
0 0 0 (十 了 3 


旺 碟 
由 ZA 三 [十 疆 一 各 和 [2 一 和 [3 二 和][I4] [3 一 人 十 了 ji 十 人 一 起)3J[23] XX 
XX[4 一 《5)3D[L430[4 十 4% 十 36 
我 傅 得 昌 了 拭 障 荆 的 不 民国 并 人 二 13 以 十 让 ;1,1。 芒 一 短 障 疹 寺 全 初 儿 固 字 
以 13 人 -1)。 页 其 车 唐 法 式 有 克之 形状 ; 
| 一 芋 1 0 0 
J 号 一 工 1 0 
0D D0 —1 n 
0 0 0 —1 


用 初 禾 运算 化 站 阵 %*E 一 J 露 法 对 角形 的 形 天 


中 二 一 王 心 0 一 圭 心 心 
心 上 一 了 性 必 一 于 
入 五 一 可 一 了 
0 0 “ti1 0 (a1 AI 0 
站 省 心 名 十 工 上 0 必 名 二 1 
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0 —1 0 0 
D D 一 1 8 下 
| 1 0 下 
，0 0 0 和 了 
0 ”1 0 0 i 0 8 0 
0 0 1 0 9 1 0 0 
liatl)s 0 0 orlo 9 0 +t1h 
| 0 0 0 x+Il lo oo i+tl 0 
I1 0o 0 0 
0 1 0 0 
0 0 *+1 0 | 
0 0 0 你 二 13| 
此 成 dat) 二 [2 十 信和 二 173J 和 [Di 十 仿 十 二 [L121[23][34]。 


所 己 
各 人) 三 全 1 和 二 人 十 位 一 4[9 一 和 [3 十 [14. [3 一 习 二 了 D8] 
XX[ 和 十 过 一 卸 ) 人 [23] 7 一 《的 [43j[a 十 习 填 1)3j[3#][38] x 
XL12]"1 一 :十 13][23 一 tX 十 1)8]。 


顺 次 赚 用 章 吾 德 颖 运算 衣 么 算 陡 : 
|! 0 0 ofi1 0 0 0 
po 1 0 #6 ] D 1 9 
oO oo 1 or 8 1 of 
ID Do 1, li-% -1 1 1 
9 0 和 11 i? 0 0 1 
0 1 0 0 0 1 0 0 
0 0 1 oio Cal 1 oo 
1 -1 1 1 11 2 1 lA 
[0 0 0 1 0 0 0 1 
0 1 0 0 |， 0 1 0 
0 -2%-1 1 1 一 蕊 扩 fo 1 21 1-H 
1 2-23 1 925i 1 1 -2-2 2 
0 0 0 1 
jo 0 1 一 5 
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163 
ID 0 1 
0 站 5 
0 1 和 二 6 
i 1 18 
4 二 1 0 
一 般 . 一 4 0 
0 
144 十 10 1 
和 导 柑 一 来 ， 
二 
上 ID 0 001 
0000| 
11on o| 
0000， 
法 意 
我 们 有 : 
1I0 0 
0 0 
T= 一 | 0 
0 0 
i-l 1 0 
0 -1 1 
*| 0 0 -1 
0 0 0 
禾 芝 : 
0 -i 
区 -1 6 
站 一 和 


炬 i 培 
| | 0 I 六 -上 
上 | 1 站 一 地 一 57. 一 4 
一 2 
| 1 i192 1 二 +18 
1 ， 和 中 于 0 0 1 
yo -下 4 0 0 -5 
1 
1 得 fi i099 -i 1 12 
十 0 o 1 
4 0 9 -| 
和 5 -TI HG 
,110%+49 -> 1 12 | 
1 1 O00 0 0 
一 起 站 全 让 :上 ~ Dj 0 -5 
8 1 01 5 -1 1 6 
10 foo jy of 12 
1 a ' 
nN -2 
D 0 0 | 
0 0 ozil 
0 oft -2 10 1 0 0 0 
0 olllo £ -2 | -5 600 
oo 10oltl se -101 
0 odllo 0 oo1| 1 -10 0| 
1 oo0 4 0 10 1 
_4 08 加 1 -5 0 -5 
1 中 0 41 #56| 
—1 | 和 4 让 -1 1iy 121 
1 一 了 | 0 一 1 E 一 1 
一 是 本 _ 和 一 工 必 一 己 5 
3 a 7 4 5 
11 一 1 Ti 11 12 
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丈 朗 4 了 工 = 了 Tv。 
| 0 1 0 上 
1 —5 0 一 5 
I71=| 1 二 一 ?0 
| 0 入 下 5 
1 一 1 1ii 0 也 
议 知 ， 一 也 TI- 


9 罗 换 矩阵 的 第 二 种 构成 方法 


1 皖 


1， 我 们 还 到 还 者 一 秆 檬 弃 媒 换 世 阵 的 方法 ,他 党 着 葵 六 比 上 和 荫 中 的 方法 以 尽 中 的 计算 。 


人 己基 各 个 第 一 宛 万 法, 认 是 用 礁 若 秆 法 式 而 用 是 在 已 知 扬 了 予 埠 隙 44 的 和 种 因子 
ee (一 各 Ja 


的 时 候 。 
钥 4 二 TJIT-1, 共 申 
| m 
I 1 .0 
| 。 


可 一 [EP HiP, MaBipn Hibat,.} 二 | 站 4 和 -一 
| 21- .0 
| a _ 


如 时 以 ts 部 墟 阵 工 的 第 上 个 列 候 三 1 3， 7 我 出 的 址 阶 昔 式 
AT=T) 
就 可 换 沪 相 据 的 等 式 杂 
A = Alo=Ata ti *, Aty, = tp -1s 
Atp t= Mp tp +3 = My +2 tip:1s "yg ip rp = Motpyrps | tp tps-ls 
壮 泛 可 以 高 需 : 
(ABO (CAB tA Etp, =tp,ly 
[| 一 Pantypisl 一 心 ， (Ca 一 saE lip-2—= tp,+1r* a (AA— MoE tp tn =in+p-ls 


和 


(866) 


(67) 
(88) 


(67") 
(687) 


164 姑 阵 输 
二 柑 一 率 ; 春 庆 了 的 所 有 列 都 测 共 篇 列 的 “关上 由 六 [yfpynipy] pti ptr tp, -rh 
村 千 一 个 若 唐 子 城 [ 或 考 同 检 的 ,(86) 中航 一 个 和 焰 因 子 ] 薪 肉 认 他 钧 别 蔡 古 尘 ， 弓 - … 嘎 
列车 唐 租 管 (7) 131 等 秒 型 的 方程 得 所 斌 定 。 
舱 换 矩 了 别 了 的 夹 几 喜 化 过 研 芝 所 迹 的 等 找 ,机 求 所 禄 出 的 侍 部 是 上 抽 役 性 逢 昭 列 。 
我 全 瑟 祥 虹 , 苇 些 列 荐 唐 键 可 以 利用 尖 出 附加 算 绰 世 纺 (各 洽 第 四 站 $ 且 来 定 出 。 
将 於 拒 限 己 妈 有 情 千 式 


RANOON = EE, (9) 
共 电 引信 ) 沪 典 呈 二 的 最 小 地 项 式 。 
座 w= to 


阐 恒 等 式 (69) 还 项 灿 转 黎 节 加 一 1 次 : 
BAO OFCOY = YE, 
DE— ACW) 十 200%) = (A) 2 (70) 


CE 


(EACm-DA Fm 10m = yen)(A) 站 。 
在 169) 全 的 中 接 * 需 加 且 坟 意 其 右 节 此 时 全 妊 需 宕 , 我 们 得 击 : 
人 AIRCO=0, CA—MB D0, (A— MEIF=D,., (Ad—mEIN-A, (71) 
其 本 


C=COo)，D= 二 人 006)， 卫 一下 CC Gt 


Cim-2) (0) , 
| 四 


1 _ 


在 等 式 人 71) 中 搞 主 沿 陈 人 中 及 其 第 天 个 列 信 二 1 2 ,我们 得 出 : 
WAMBO A—ME DE =0 ny tA NB) EE=Gr (Fol 2, 《173 
疗 避 忆 =C00) 于 0 个， 故 可 避 取 潘 绊 的 于 失利 ， 使 得 


下 二 


人 二 D。 (74) 
稍 素 和 个 列 
人 (75) 
就 糠 性 拔 央 。 事 袜 上 , 购 
yOpt oD Lx Hyp=0 (76) 
顺 卖 冬 人 6) 前 页 区 入 4 一 6, -…， (4 一 入 五 7 我 们 得 上 出 : 
SC 十 下 (77) 
蕉 ?8) 址 177) 且 险胜 4 我 俏 香 出 : 
Y= = 一 0。 


种 和 从 coO= 0 脾 得 出 (2) 志 元 梁 的 调 次 融 大 座 宇 钧 万 大 公国 不, 不 中 以 ) 的 定 蔬 
耶 盾 。 
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办 篇 稼 性 竹 关 列 (75) 带 全 方程 粗 (73) , 他们 楼 成 了 对 及 共和 般 罗 子 (一 )0)9% 的 列 若 唐 
键 - 比 轰 (73) 点 (67)1。 
如 果 蛙 蕉 革 一 个 天 有 Ce 二 0, 但 了 50, 那 末 列 Di，…s Gs Ex 接 成 有 有 -1 个 列 的 
著 唐 鲁 , 诸如 此 蚌 。 
2 我 全 首先 指出 ,如 何在 短信 4 有 耳 两 互 贤 的 德 类 因子 
人 1 


时 来 货 成 瑞 换 械 际 工 。 
用 上 光 方 法 楼 成 几 认 於 独 级 因子 (4 一 和 ;的 向 车 唐诗 避让 六 人 旭 坊 ,下 由。 第 末 
(4 一 2 瑟 JCO9 一 日 DD OR CRD, (78) 


答 予 了 只 秆 1 32， …， sy 我 恒 得 出 全 部 含有 ”个 列 的 * 个 若 盾 证 。 间 点 列 基 塘 性 甫 因 的 。 
事实 上 , 衣 


高 [CDPD (79) 
在 号 等 式 (79) 的 辣 茸 内 谍 积 
CA A A A EIA AE mA A A {80) 
我 们 得 出 : wj=Do 
在 (0) 由 玛 次 揽 黄 ) 一 1 贡 29 一 2 mi 一 8 … 1 我 们 楷 出 : 
== (7=1, 2, es Ss 
着 就 基 所 要 史明 的 甘 果 。 
托 陈 了 项 充 式 所 比 证 : 
= (Co, Ds, 0s ED; C2, Ds, En: os CG), DiBi "ry EN)o (31) 
全 
8 -10 -# 
3 -1 -4 2 
>» 3 Lg wl DO=AO= 11 = 2241, 
本 = 2 1 -9 ol 利 耗 因子 : GD [2 十 2， 
1 2 -1 | ,A) = pA 


十 [一 的 有 一 2 


ERELLITLELELTLELELLLLEL) 


CM =AE, 4)=A 4A Eo 


建立 第 一 列 C10%): 
CR) = [A 
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一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 ”一 一 一 - 


篇 了 计算 墟 和 . 芷 的 第 一 列 , 我 傅 磁 所 有 有 十 阵 半 的 行 具 给 阵 了 的 第 一 列 。 我 倍 得 四 各 : 
[3 了 1 一 (人 ， EP 0 2 驼 浊 一 到 点 起 济 | 所 有 有 的 行 ， 求 得 <]1 一 (3 站， 2 3}, [i 


31 1 1 | + | 1 | to | 

C1(%) = el [+ G2 -| 全 
0 | 9 0 | 2 一 2 
31 2 | 1. 0 2 十 1 


因 虑 ,CI 二 人 0, 8, 0 和 二 ,84,4)。 固 篇 0 一 科 二 信人, 所 避 类 
识 第 二 列 厅 用 上 和 泛 的 类 仆 肥 算 , 求 得 : Cot 一 耻 二 [一 4,0, 一 ,六 典 O40 一 1)=(4, 一 4, 4， 
一 相 。 建 衬 耗 上牌 : 
J 8 4 4 


#8 8 0 —4 
CO CD : Caf ~ Ti, Cf — 1)) = 0 


生 一 圭 和 
鹊 去 给 前 二 列 的 因子 二 缆 德 二 列 的 因子 一 44: 
| 2 一 1 
1 站 1 
T=! 。 
i | 1 -1 
1 1 0 11 
访 请 洛 验 其: 
| 1 1 | 1) 
:人 心 mn 
有 一 人 | , 
‘人 一 1 1 
0) 


0 -1| 

3. 糠 种 到 一 般 的 情形 , 要 找 册 对 岂 共 竺 澡 考 为 的 更 车 竺 乔 , 恨 丙 对 麻 芥 20 的 彻 圾 习 子 
篇 了 搓 必 一 和 0) 由， 1 合 记 一 om 了 位 访 一 2 可 32， 族 如 此 类 。 

预先 建立 或 藉 粕 阵 的 一 些 尾 袖 : 


0~000, PaO O00 FB ODD Emr od) (82) 
C=A(A), D=ho( 1) , ,KE=hm(d), (88) 


其 四 


各” 我们 把 习 行 内 铬 质 得 出 的 列 高 成 烘 隆 4 下面 的 一 自行 。 基 入 并 上 而 的 再 体 池 尝 线 
行 和 的 控制 数 。 
甸 ” 徕 芒 盾 瞬 的 所 有 列 及 粕 5<0 后, 仍然 得 出 若 唐 苑 。 
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167 
和 一 G1, ,me (84) 
可 宰 上 C—OB, A), 
其 中 PD- 
所 以 
训 CO0= 寺 轨 YQo8, 人， (85) 
其 中 
二 T0000 = = 
LFar vm wn) 
= #5 | 和 ti (86) 
由 (82) ,485) 雪 (8 和 得 出 83)。 


29 类 陈 (32) 有 洒 肉 的 秩 


9, 2p+ q, Bp+-29+r, 
答 瞪 (89) 的 过 -性 八 可 直接 莅 1° 奥 第 思 兰 的 定 香 8 到 得 出 ,如 果 取 禾 等 其-a 是 利用 天 认 
4 的 画 数 的 瑚 的 公式 (48) (第 方 亲 , $7, 2)。 
3” 在 知 陈 序列 (82) 中 ,每 一 个 类 障 的 列 都 是 在 他 稚 面 的 任 一 矩 耿 路 列 的 糠 性 粗 合 。 
在 序列 (82) 中 到 甩 个 其 障 加 ( 活 奥 好 (4 (你 考 1)。 届 1。 那 末 由 (8 得 出 : 
hi(A) =h (A ANB, 
故 拒 陈 4( 人 4) 的 第 了 列 世人 = 二 2，…, 贡 可 站 其 阵 RC4) 的 列 六， ea， 和 籽 性 天 及; 


好 二 名 mv， 
其 由 Cy Day 时 组 取 人 4 一 和 五 )x 中 第 现 章 元 澡 。 
第 不 玖 动 基 本 挟 式 (71)。 


各 在 天 队 C 中 把 任 一 列 换 篇 所 有 列 的 任 一 迷 性 租 全 ,有 在 力 ，…, 玉 中 作对 应 的 代 换 ， 
帝 在 转移 色 对 认 利 航 因 子 


《一 人 01 剖 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
闻 
的 列 若 理 训 的 粗 成 。 订 用 性 闹 2° 下 49, 我 介 慌 站 阵 C 佑 砍 之 形状 : 
C= (C1s Cz, “" 
本 Cp 贰 性 禾 关 . 同时 
n=(Ih, Tips "™ 


“和 已 0, 0, 人 0) 
| 1， Cs " 


» (S70) 
“a On’ Dps1s 了 na 
拉 腿 3, 基 识 在 柯 一 个 并 st 鸭 ， 列 吕 都 是 列 访 ,，Ta,:… ,Dn 的 拘 性 粗 各 


二 DI 十 “二 2pTip Tap+tiDntit+- 十 on ‘388) 
梁 间 个 等 式 的 雨 菌 以 4 了- 和 五 。 那 米 广 总 [ 对 者 173]1] 


188 短 隙 明 
(A— MFG=00=1 2 DD CTP D=Od=1, ,ny, 
田 187 ) 担 出 : 日 天 加 让 -二 as 十 
鼓 在 :33) 中 a= a 
所 岂 列 和; Coy Cp 可 让 天 管 列 Dntl Dr 的 拯 性 鳅 天 的 胡 合 ,因而 由 扩 识 吕 , 可 丹 取 
和 Cy Cp 找 摘 站 pp aps 吾 摘 Papty 了 各 寄 , 时 不 严 上 德 出 师 攻 。 
莫 来 坪 阱 疡 有 灾 之 形状 


上 二 人 站 【89) 
同样 的 , 圣 英 机 宣 了 上 夏 卫 保 攻 司 7 让 180) 的 形状 ,我 傈 考 拭 阵 忌 喜 次 之 形 虐 : 
FF Fp Dy os Drs Paptly ws fanrg; Cs e's Cp;} 90) 
Nonily ~”s Dap re’ Fap+oasls Pantragir? D's O) 了 、 
赭 郊 此 频 。 
C7 不 阐 于 我 们 荐 谨 蛮 
mh 
《Ce 
一 vr _ ， 
a 
更 一 于 加 一 1 (91) 


9 

肖 些 着 良 静 彼此 钴 骨 ， 事 裤 上 ,在握 (81) 中 所 有 有 的 列 Ca 换 性 插 关 ,办 吉 他 们 粗 成 拭 限 
的 了 2 候 琅 性 揪 关 列 。 在 昌 耻 由 所 有 的 列 让 庶 旋 亲 性 艇 因 , 匹 营地 俩 和 上 感 由 限 五 由 齐 2 十 
个 入 性 能 并列 ,诸如 此 类 ; 最 德 ，(91) 中 所 有 的 列 粮 性 无 隔 ， 四 般 体 条 家 成 二 障 玫 让 的 各 一 
二 ?tp 十 (人 一 孔 9 十 … 扔 煤 性 天 关 询 。 症 但 山中 , 章 的 个 衣 等 扒 糙 肉 认 所 巴特 笋 台 in 的 甫 初 
趣 因 于 的 次 粘 之 和 。 

识 械 趾 4=jawl# 有 # 个 不 同 的 特 误 数 和 [j= ya; A) 二 (0 一 2 一 hg 
和 一 个 特 租 吉 入; 建 相 一 烛 综 
性 帮 央 的 车 典 健 (91) ;在 得 一 息 中 列 的 个 载 竹 让 全 归 三 1 8 ， 8) 。 所 有 二 样 冬 出 入 健 共 含 
如 一 岂 十 名 十 … 十 各 个 列 。 

着 伽 列 神 尾 揪 关 有 日 构 成 所 求 罗 很 接 朱 陋 工 。 

所 祥 出 的 1 个 列 的 六 性 天 关 性 可 苯 是 录 式 : 

性 #” 倘 殉 的 任 一 桩 性 租 和 对 可 形 凡 次 之 形状 : 

它 马 =o， {02) 
关中 万 ; 是 对 廉 於 特 短 娄 和 (j 二 1，2，…，, 3) 的 巷 店 误 (91) 申 措 列 的 嫁 性 粗 台 。 但 是 匀 认 认 
等 汝 教 x) 的 车 良 部 中 在 何 一 列 部 通 台 万 程 
《4 一 和 Bm gO eo 


第 一 部 券 。 第 六 章 ”守重 式 基 阵 的 往 拭 和 寿 搞 ， 初 才 因子 的 解 杂 理 沦 


所 点 
CA EYmi 百 7 一 个 。 
取 贬 定 的 数 并 芋 所 js 中 下 丰 引 茎 钓 彩 蒿 上 次 之 肃 值 : 
了 
而 在 ria = r= DN} = 
者 , 形 搓 成 拧 榨 笠 酝 - 薛 鲜 下 是 静 内 捅 多 项 式 了 (1 (党 省 第 五 罕 , 8 1 3)。 
那 未 闻 蕉 任何 fr 都 稚 入 一 2 所 除 毒 ; 破 由 (83 
Pd 一人 
同样 的 道 还 , 瘟 7) 一 1 震 人 一 20 也 除 雪 ; 破 有 
riA}H;=H;eo 
辣 乘 人 的 2) 的 雨季 攻 (0 , 根 所 (9 与 (95) ,我 们 得 出 : 
Hi=0 。 


(94) 


(95) 


衣 革 上 於 任何 j= 二 1, 2 …， 3 都 能 成 立 。 但 五; 基 娄 赠 部 司 一 特 苔 副 Xi 的 入 性 和 撩 吐 列 的 
加 性 如 合 (j 王 i, 2，… ,so 鼓 在 特性 得 合 百 ji 人 一 和 2 38) 中 所 有 爷 数 友和 锋 於 泛 , 因 而 192) 


中 所 有 老 畦 都 笑 走 尝 。 


于 ”我 人 指出 骑 巩 给 夯 了 中 剂 的 茜 些 邦 换 , 独 逍 过 些 纪 换 匀 所 得 出 的 盾 哩 仿 然 是 司 一 


若 唐 式 的 帮 换 矩阵 (此 蛙 对 角 灿 上 若 唐 子 城 的 位 于 旺角 改 树 ) : 
I 梁 全 -车 喜 刍 的 所 有 列 以 同 - -不 壳 堆 的 数 。 
I. 加 到 若 谨 链 的 每 一 列 ( 共 第 二 济 起 ) 以 同一 链 中 芍 前 一 询 袜 铅 一 各 的 玉生 。 


ITI. 加 到 和 若 形 部 的 新 有 列 ,上 ,以 另 - 捍 舍 有 相间 或 更 移 介 亲朋 二 服从 同一 等 答 数 的 若 唐 


迹 的 对 谭 列 。 
例 1. 
1 0 0 1-T1l 
0 1—-23 8-3 | A) = 1)0T1), 
4 0 O01 22 v=-DA+tD)=M -N21 


1-1 1 0 ,| 站 障 的 彻 逆 因子 篇 (一 1)3, 信 一 1)2, 和 十 1 
It- 1-1 2| 


| 1 1 0 0 0， 
10 1 0 0 9 | 
7 0 0 1 1 0 | 
| no oo 1 ol 
oo 0 0 0—1] 


PO = OT) pt 0 Dut 1, 


CO = PR, A = A DA 
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党 往 出 算 了 CCL) 的 两 厢 枫 和 性 扰 关 列 申 抽 了 一 的 一 个 不 答 震 的 末 。 
!' 06 ，| IT 0 0 1 »# | 
“0 1 0 2 *»| oO 1—23 3 =* 
C=ID 0 1 0 ， +0-D| o 0 -tf 2 * | 
号 一 马 引 一 这 1 -1 1 心 并 | 
2 -2 2-3 "| | 1 1 


T0090 
| ua onn, 
+O-AmD 0 0 1 00], 
,00 ' 0 | 
和 0001 
0D [i 从 Ee 天 
0 0 a | 
(十 TD 
2 9- 
2 -3 -3 + 
1 0 0 1 +* T1000 0 
人 1 一 23 和 半 +# 0 1 00 0 
C= 0-1 2 «to00 10 01|, 
tft-1 1 #0 ,| D0 1 0 
Tol -1 si 0 0 0 0 1 
各 并 二 1 + |2 20” 
和 并 和 8 x [190 
CFI)=I 0 # #4 9 :| CD 0 4. || 。 
下 是 类 1 :| D0 0 DO # 
在 # 二 一 二 二 四 上 有 二 
餐 痛 必 
10 2 入 1 0| 
必 站 多 3 对 
T=[(CA DOD DD Gt DOD CID=0 9 oo 2 4 
2 1 2 :| 
2 1 -2 -1 0| 


薪 雁 拒 阵 了 温 可 半生 简化 。 大 次 


和 ”上 弛 处 以 吓 数 记 列 的 序 琢 ; 例 各, G4( 十 部委 障 CE 十 仆 电 第 四 列 。 
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(1 ) 除 第 王 列 以 4; 

( 信 ) 在 第 三 询 上 加 点 第 一 疝 , 译 第 四 列 .上 加 上 第 二 询 ; 
(3 ) 认 第 四 交 减 去 第 三 列 ; 

(和 ) 除 第 一 列 守 第 二 列 辟 2; 

( 5) 从 第 二 列 手 去 第 一 列 与 二 的 架 向 。 


我 独得 出 坦 由 
0 1210 
0 0 2 11 
T=[i0 00 216 
11o0020 
1100 0 0 


渡 儿 者 及 褒 ,42 一 Tv 谨 | 卫 | 二 0。 


例 3. 
1 -1 1 -1 
a sD 
A 4 3 a WN) = C+, 
15 -10 11 11 | 各 肯 因 于 篇 G+ +)。 
-1 1 0 ?| 
| 0-1 1 0 ， 
0 0D -1 0 
0 日 0 -1 
建立 这 项 式 
n= OTD ha = = Hs! 
虚 斯 阵 乾 
C= (A) = CA RE), P= ho d) 一 4 十 因 ,五 一 吾 : 
0 0 6 ol 1 2 -1 1 -1 '1000 
oo 2 -1 1 -il , ff-3 4 -5 4 oiroo 
0 0 0 0 8 -4 4 -4 loo 1 of 
[1-3 1 -1 1 i 15 10 11 0| 0 0 1 


周 沉 雇 有 一 个 最 高 深 彻 松 因 子 ， 所 以 年 另 让 的 秩 必 岳 等 於 了 已 因此 条 要 和 例如 ， 人 计 
算出 从 蕉 丰 限 的 第 一 列 办 菏 二 行 申 的 七 个 元 素 , 妆 已 中 辆 。 些 限 的 其 从 学 事 就 船 立 序 
定 进 。 
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可 以 取 过 些 机 阵 的 第 一 何 尊 作 需 币 阵 了 的 及 二 个 列 : 了 = 二 (09; Ta Fa, #).， 正 拓 随 品 ， 
部 天 中, 全 第 一 列 沽 去 昔 三 列 前 二 伐 , 在 第 一 与 第 四 丙 上 胡 此 第 三 列 ,我 全 得 出 : 


00 690i 10 0 1 0 1000 
~ ao 1 0 7 -1 -5 11 _ 0 100 
站 二 ;Di 二 :二 问 

O00 nn | 0 0 4 0 ~- 111 

0 -1 0| [7 1 1 TI 0 0 0 1 


在 拒 隧 沪 , 这 让 ,加 第 四 列 点 了 的 亲 千 蕉 第 -- 列 上 , 且 年 东 二 列 诚 去 第 四 列 ,我们 得 出 : 


iDnDn On D0 1 5 1 000 
Al 9 | 5| p90 一 二 -1 -| 1 0 90| 
人 用 有 D0 4 0 5 01 
0 0 1 01 ID 0 11 ,| 了 -1 01 
取信 申 华 一 列 作 需 了 中 最 后 一 列 。 
[0 101 
| 
我 俐 有 Ta 用 
机 | 0 41 5 
| i 11 0 7 


往 丁 瞪 算 可 由 及 说 4T=7J 此 17| 二 Da 


第 七 章 1 维 空 间 中 和 贸 性 运算 子 的 精 杰 
(初级 因子 的 族人 和 何 理论 ) 


罕 所 述 的 月 诬 初 级 因子 的 解析 理论 使 得 我 们 衣 缴 针 蕉 任何 方 阵 
定 出 只 他 桓 催 的 “法 或 "楼 准 "形式 短 阵 。 另 一 方面 , 在 第 三 章 中 我 们 
已 么 看 到 ,% 众 空间 中 其 性 肥 算 子 在 不 同 的 基底 中 的 性 状 , 是 藉 助 瞧 一 
类 相 傣 短 障 来 得 出 的 。 在 过 类 算 障 中 ,有 法 式 存 在 ,是 奥 % 杂 空 间 中 娘 
性 有 运算 子 的 重要 而 谋 人 的 性 质 有 密 荆 关 傈 。 本 章 和 失事 堆放 些 性 质 的 研 
完 。 焰 性 这 算 子 的 硅 构 的 研究 使 得 我 们 不 依 和 党 .上 章 中 所 述 的 关於 又 搞 
短 陈 成 法 式 的 理论 。 因 而 本 章 的 内 容 可 以 称 需 补报 因子 的 克 何 理 
葵 @。 


$ 1. 宏 加 的 向 量 ( 形 於 已 予 物性 到 算 子 ) 的 最 小 名 项 式 


讨论 域 玉 上 ” 检 向 量 空间 如 吐 过 一 空间 中 和 粽 性 速算 子 4。 
截 允 和 需 如 中 任 一 向 其。 建立 向 量 序列 
站 ,村 A (1) 
由 礁 空 稍 妈 数 的 有 限 性 可 以 求 得 各 样 的 整数 p(0 志 p 志 mn) , 使 得 向 
量 宙 48， …， 一作 和 粽 性 振 天 ,而 4 是 汪 些 向 量 凡 域 久 中 数 般 公 
数 的 稳 性 祖 会 : 
Arr=— yd wy A (2) 
取 多 硕 式 go 一 好 十 ?70 十 … 十 yp 不 十 yp 。 那 来 等 式 (2 7 可 篇 
芒 : 
p(T=0 《3) 
每 一 个 可 以 适合 等 式 (3) 的 多 项 式 g(%) 称 需 向 量 迪 的 化 零 多 项 


一 - 一 ， 


中 ”此 恕 所 各 的 初 胡 丁子 的 由 何 理论 是 根据 状 者 的 诊 刘 160a4 来 届 的 .其 他 和 级 因子 理 
篇 的 内 人 灯 构成 可 刍 老 [13j 中 戎 角 一 扫 , 温 有 [2 与 37 的 。([31] 有 柯 吾 的 中 性 本 )。 


1 至 虹 看 Ei 


式 Q0 。 不 内 看 出 , 从 向 是 炒 的 所 有 化 雾 多 项 式 中 我 们 可 以 得 出 一 便 首 
项 傈 数 需 上 的 次 数 最 小 的 化 喜多 项 式 。 和 导 一 个 多 项 式 我 们 移 篇 向 景 光 
的 最 小 化 堆 多 项 式 或 简称 庆 向 量 光 的 最 小 多 项 式 。 

我 全 注意 ,向 里 宛 的 任 一 化 零 多 项 式 8 (和) 都 被 此 最 小 多 项 式 g(%) 
所 除 苑 。 

事实 上 , 潍 * 

P(N) 一 人 2 人 十 PC ， 
其 中 x 各 ;Pp (和) 篇 以 2 人 除 2 和 所 得 出 的 商 式 全 条 式 。 那 末 
pAYL=x Ag Ar +o CALE= pA) EL, 

因而 pC)T=0 但 钱 式 pf 如 有 次 数 , 肥 六 小 谎 最 小 多 项 起 2 以 ) 的 
次 数 。 汪 就 说 明了 pf 。 

特别 的 ,也 所 指出 的 精 果 , 知 每 一 个 向 量 T 破 对 应 座 一 个 最 小 多 项 
式 。 

在 空 亲 如 中 选取 革 一 基 订 eiy es es。 有 加 向 (向 ， 囊 人 7) ，… 
pn 人 站 记 革 底 中 间 昌 el， ea …，es 的 最 小 党项 式 ， 且 以 和 CA 证 省 些 此 宛 
项 式 的 最 小 仆 倍 式 ( 取 出 ( 加 的 首 项 导数 需 了 。 那 未 山 () 将 篇 所 有 基 
底 向 量 @1 ,B20…;@ 的 化 哇 多 项 式 ， 因 和 仿 尾 一 向 量 侈 EE 尼 都 可 表 坊 形 
獒 于 = 加 161 十 X52e2 十 十 各.6:， 所 以 

PAT=7p etep tA et + (A)e,=0, 
亦 色 
pA)=0, (4) 

多 项 式 汪 (和) 是 们 部 空间 民 的 化 寺 多 项 式 。 谣 六 (和 篇 双 部 伦 间 忆 
的 任 一 化 寺 多 项 式 。 那 本 几 () 将 篇 基底 向 量 @)， Es，…, eu 的 化 需 多 
项 式 。 因 此 站 (和 必须 是 过 向 量 的 最 小 多 项 式 gu (和 0) ,gs (0) ,po (A) 
的 公 倍 式 ， 所 以 多 项 式 刚 () 必须 需 最 小 公 倍 式 单 (所 除 莲 。 故 知 , 和 从 


从 ” 自 儿 含有 "天 图 所 予 膛 算 子 44" 在 内 。 我 们 塌 了 简便 起 见 此 大 在 定 蒜 中 没有 而 胃 ， 
加 需 在 演 一 章 的 全 部 秃 夯 历 我 仿效 寺 防 一 个 到 算 子 各 。 
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双 部 空 贞 民 的 所 有 化 走 多 项 式 中 得 出 一 个 首 项 保 数 需 上 的 次 数 最 小 
的 多 项 式 由 以 ) 。 过 - -个 多 项 式 答 所 子 空间 扣 与 运算 子 生 所 唯一 鸦 定 
上 稀 租 空 阳 忆 的 最 小 区 项 式 @ 害 闻 昆 的 最 小 多 项 式 的 礁 一 性 可 从 工 而 
所 建立 的 业 果 ,空间 吾 的 任 一 化 老区 项 式 下 四 邦 徐 最 小 多 项 式 所 人 所 
除 莉 琴 得 出 。 崔 则 最 小 多 项 式 中央 的 组 碟 届 所 定 出 的 基底 el 62，…， 
e, 有 了 关 , 但 是 多 项 式 册 (入 却 与 过 一 基 底 的 滤 择 撼 关 (此 可 从 瞧 间 吾 的 
最 小 多 项 式 的 唯一 性 容 出 ) 。 

最 德 ,还 须 注意 , 空 脂 屁 的 最 小 多 项 式 是 民 中 任 一 向 晤 侈 的 化 圭 
多 项 式 ,所 玉 空 项 的 最 小 多 项 式 坑 这 一 空间 中 性 何 向 量 的 地 小 多 项 式 
所 除 茵 。 


$2.， 分 解 篇 有 互 里 最 小 多 项 式 的 不 灵 子 宗 间 的 分 解 式 


如 果 总 的 一 部 分 向 量 所 构成 的 筑 台 RE' 合 有 坦 样 的 性 质 , 豆 ' 中 任 
二 向 基 的 和 轩 如 中 任 一 向 量 灶 数 aE KK 的 琵 稿 都 仍然 是 晨 中 向 医 ， 
那 末 过 个 集合 总 " 是 一 个 向 草 空 间 , 需 屁 的 子安 间 。 

如 果 和 葵 予 了 如 中 击 蛋 子 鹤 并 如 与 并" 已 知 ， 

1 吾 元 总 ' 除 堆 癌 量 外 汇 有 公共 的 向 量 ， 

3” 及 中 任 一 向 量 之 都 可 中 党 和 


T=2 + EER', x"ER'"), (5) 
那 末 我 们 说 ,空间 中 分 解 篇 责 仙 子 空 尚 屁 ' 奥 民 "' 上 日 篇 需 : 
R=R'-+R", (8) 


我 们 福音 , 休 件 1 证明 卖 示 式 (5 的 唯一 性 。 事 实 上 ,， 如 果 测 内 

茶 一 阿 最 2 我 们 有 十 种 不 同 的 项 在 尼 生 论 ' 中 的 和 的 表示 法 , 朗 卖 示 
式 (451) 王 裘 示 式 

籽 ”如 果 在 革 一 基底 四, 四 ,er 中 ,还 筑 子 是 的 阿 共 斯 委 4 一 axla, 那 床上 空间 尿 


《天 放 妨 的 ) 化 堆 多 项 式 或 最 小 多 项 式 就 各 需 拭 讲 4 的 化 等 多 藉 式 与 最 小 多 项 式 而 且 反 之 
闵 热 。 上 比较 第 四 剖 ,， 6。 
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Tt RER', HERN, (7 了 1 
悄 本 ,从 (5 ) 肖 项 小 去 7) ,我们 移 得 出 

交 ' 一 守 ' 一 守 " 一 和 
水 创 不 壤 夫 的 向 是 人 w 一 庆 CR' 各 一 2"E 如: 全 有 等 式 存 在 ,与 条件 
1 :学 盾 , 

温 述 -一 瑟 , 人 条件 上 可 以 换 乱 表 示 臣 (5 的 唯一 性 。 用 对 种 形式 ， 
我 们 的 分 解 定 闵 可 以 自 接 推 广 到 任何 多 个 子 空 尚 上 。 

设 R=R'+" 

且 届 ea， yi 6 凌 07 em, 各 篇 民 ' 恢 尼 "的 基 涝 ， 规 未 荡 者 
不 交 论 明 , 过 * ++2 ”个 他 部 向 重 闲 性 舞 凑 且 和 构成 及 的 基底 , 亦 即 征 - 天 
空间 的 基底 构成 原 空 间 的 基 恬 ,， 特 别 辫 ,因而 得 出 4% 二 nn 十 n'。 

例 1， 裔 在 三 灯 盯 了 半 中 烙 玫 丰收 同 一 不 后 平行 的 三 仙 方 向 ， 央 舌 衬 阅 中 全 一- 向 最 都 可 
以 对 省 二 个 方 访 来 和 解 所 三 候 妇 基 的 和 下 吊 荔 解 式 是 叭 一 的 ,所 壤 

R=R'+R'+ BR", 
其 中 尽 篇 空间 的 全 部 向 量 的 集合 , RE' 是 旨 第 一 个 方向 平行 的 全 孝 向 显 的 集合 , R'" 是 虚 第 
汪 储 方向 平行 的 全 部 向 旺 的 第 合 , 而 R” 基 与 弟 三 个 方向 平行 的 全 部 疝 显 的 集合 。 在 壮 -- 情 
际 ， 放 一 号 = ==] 
" 例 4， 裔 在 三 牙 瞧 于 中 输 予 一 个 平面 与 一 傈 穿 明 地 的 直 亲 。 双 床 
R= RBR’", 

其 中 中 沉 空 关中 公 部 向 星 的 第 合 , R' 基 磺 所 予 王 大 平行 的 全 部 向量 的 第 合 , 而 R" 旺 与 所 
巴 直 烙 人 下行 的 至 前 向 各 的 抹 合 。 让 过 何 例 子 中 ,n==8, #'=2, 二 1， 

子 空间 总 二 恩 称 篇 当 锥 所 子 的 还 算 子 4 不 屡 , 如 果 有 BR'cC RR'， 
亦 即 由 光 忆 屁 ' 得 出 4 GE RB' 。 换血 访 说 , 渗 算 子 和 炙 不 杰 子 空间 中 
向 量 篇 -~ 眉 仍 在 适 个 空 垃 中 的 向 量 。 

此 和 伍 我 们 要 把 罕有 间 分 解答 在 革 生 不 各 的 子 空 闻 工 的 分 佣 式 。 迁 午 
分 解 式 把 在 整个 空间 中 到 算 子 的 性 压 的 研究 化 需 在 各 个 粗 成 子 袜 尖 中 
他 的 性 装 的 研究 。 

我 们 更 在 求 裕 有 明 次 之 定理 : 

定理 上 (关於 分 解 空间 篇 不 缀 子 空间 的 第 一 定 更 ) ”如 时 滋 识 已 子 


图 图 [1 [1 [3 mn EC 委 [3 本 委 电 电 委 本 国 Te 


第 一 部 并 韶 七 章 ”1 礁 空 间 中 营 性 王 算 子 的 千 构 17+ 


各 性 运算 地 和 ,， 突 间 虹 的 最 小 多 项 式 由 (在 域 上 中 可 表 价 用 个 并 丑 


re 


多 慰 式 曙 训 办 晤 (以 ( 首 硕 保 数 部 等 伶 ) 的 业 入 


中 LA) 一 1 {A) VW (Ch) 9 \ 3 2 
王 末 安 员 尼 可 以 分 期 我 甫 个 不 甸子 突 间 各 到 ; 
R=L+L, (9) 


而 电 他 们 的 最 小 多 项 式 名 爱 因 式 加 (和 与 由 (2) 。 

起 明 ”以 石 和 适合 等 式 名 (4)@=9 的 所 有 向 景 z 的 集合 。 同 样 
的 利用 等 式 迪 (4)z=0 来 确定 到 。 出 这 一 定义 知 荆 与 十 都 是 是 的 
立 上 空间 。 

由 二 (和 粤 由 (0 的 是 里 推 知 生 有 渤 样 的 多 项 式 六 人 归 和 (人 存 
在 ( 保 数 在 中 ) 使 得 次 之 乙 等 式 亡 几 成 广 : 

T= NN) 十 sf (10) 

现在 识 侈 篇 姨 中 任 - -向 量 。 在 (1 中 换 入 篇 人 用 以 得 出 的 页 街 
过 算 於 向 重信 : 


T= (AX A s+ A A), (11) 
亦 即 
光一 交 ' 十 民 !'， (12) 
其 中 
Wt =A) FTE, T= CA) TL, (183) 
再 者 ， 


pi AE =P A XA T=0, bd) w= A) R=0, 
亦 让 EI 与 "ED， 
各 了 上 上 没有 不 篇 堵 的 及 此 向 量 。 事 实 上 ,如 果 旨 EH 熏 5 上 上， 
订 即 由 (4)zo=0, 那 来 由 (11) 
To= XA A tA R=, 
温 榜 一 来 ,我 们 已 浆 姑 明 了 = 上 上 ++。 


旬 ” 闪 壕 ,例如 ,[17], 2314 再 ( 柯 攻 的 中 衣 本 ,195 生 }。 
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再 珊 ED 。 开 林 凡 (4)=0。 左 科 得 个 等 式 的 两 饰 以 4 僵 互 
易 及 全 册 (有 44) 的 位 置 ,我 们 得 出 训 人 (4)AX=0, 亦 部 4rE 石 。 泛 就 
吉明 了 , 上 空间 五 对 44 不 缀 。 同 檬 的 可 以 请 明子 空 骨 五 的 不 变性 。 

现在 我 们 来 座 明 , 四 (和 是 五 的 最 小 多 项 式 。 避 血 (人 篇 荆 的 任 
一 化 等 多项式 ,而 洗 需 加 中 任 一 向 量 。 利 用 已 经 建立 的 分 解 式 {12), 窟 
出 : 
A A RAE tA (A) 0, 
因 篇 是 屁 中 性- 向量, 故 知 刁 精 池 人 由 ( 和 是 尼 的 化 零 多 项 式 , 因 
而 可 以 破 闻 (7.) 一 由 Ch) a (所 除 厚 ; 损人 名 话说 ， i 4 描 on CH) 所 除 壤 。 
也 六 (是 五 的 任 一 化 零 多 项 式 , 而 办 (X) 是 泛 些 化 雾 多 项 式 中 的 革 
一 个 (di 五 的 定义 )。 东 就 络 明 了 , 峰 ( 和 是 五 的 最 小 和 多项式。 全 相 狂 
避 的 可 以 证 明 pa (入) 芒 不 名 子 空 癌 了 的 最 小 多 项 式 。 
定理 已 经 完 邓 证 明 。 
耸 解 多 项 式 出 0)) 需 域 下 上 不 可 物 因 未 的 乘积 : 
pA = [pt ] ps Ch) To Lp (A)Y™ (14) 
《此 碟 9.00) ,go (和 )，-… ,gs(%) 是 首 项 保 数 需 工 的 域 让 上 各 不 相同 指 
不 可 鹅 多 项 式 )。 那 末 根 据 已 示 避 明 的 定理 
天 二 于 十 击 十 … 十 革 ， 《15) 
其 中 是 有 最 小 多 项 式 [pi (和)]"* 的 不 丽 子 空间 (=1, 32，…， 8)。 
各 榜 一 来 ,所 诈 明 的 定理 把 任 一 签 阿 中 穆 性 深 算 子 的 性 状 的 研究 
化 篇 最 小 多 项 式 是 玉 上 不 可 葛 多 项 式 的 需 次 的 空间 中 苇 一 好 性 带 算 
子 性 汰 的 研究 。 汗 一 情 涡 可 以 用 来 福 明 次 之 重要 的 命题 : 
定理 2. 在 空间 中 , 常 有 半 榜 的 向 最 存在 ,其 景 小 多 项 式 与 空 曾 的 
最 小 多 项 式 重合 。 
人 虱 明 ”首先 讨 诠 过 样 的 特殊 情形 ,空间 如 的 最 小 多 项 式 是 玖 上 不 
可 和 菏 多 项 式 2 的 宏 次 : 
wi) = [pCO], 
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在 显 中 芭 基 属 皇 ,ee ye。 向 量 e 的 最 小 多 项 式 是 多 项 式 
目的 因子 , 故 可 表 篇 fy 以 )]* 的 形 肤 ,其 中 i 二 1 2 9)。 

但 空间 的 贡 小 多 项 式 是 基底 癌 量 的 最 小 争 项 式 的 最 小 公 悄 式 , 灾 
部 风 作 ) 咒 考 次 [v0201" (= 二 1 3 1) 中 的 最 高 幕 相同 。 摸 和 句 疾 说 ， 
(下 基底 向 量 8@1， es，… ,en 中 某 一 个 的 最 小 多 项 式 重 合 。 

转移 到 一 般 的 情形 ,我 们 陡 先 答 明 奕 之 引 l: 

引 和 如果 向 晤 @ 与 @” 的 最 小 多 天 式 披 此 互 持 , 嘟 术 间 最 和 如 二 el 
数 景 小 多 页 式 等 大 诺 向 景 项 的 其 小 多 项 式 的 乘 入 

油 明 ”事实 上 , 脱 加 (人 时 加 从 各 往 向 量 e' 熏 e" 的 最 小 多 项 式 。 
由 休 件 ,为 (和 ) 慨 X( 加 于 质 。 训 加 往 向 是 2=e +e” 的 人 性-- 化 零 多 
项 式 。 那 末 

FCAdyy A ee =Xo A A eCA ro A e's=0, 

亦 郎 各 人 是 的 化 圭 光 项 式 。 效 知 训 OX) 篇 加以) 所 车 黎 。 
例 Xi 与 和 (人 百 质 ,胡乱 和 (所 除 义 。 同 理 可 共 , 7 和 坊 
Xz) 所 除草 。 人 但 人 人 十 1 五 贤 , 故 信介 人 坊 汪 往生 (Mo 人) 所 阶 
蓄 。 所 丹 向 量 e 的 任 一 化 零 多 项 式 都 惟 化 圭 和 多 项 式 国 人) X60X) 所 除 
苏 。 因 此 ;加 (和 和 (加) 基 向 量 e= 二 2 十 e" 的 最 村 多 项 式 。 

回 到 定理 2。 需 了 用 明 一 般 的 情形 , 我 们 应 用 分 解 式 {16)。 因 乱 
子 空 间 五 ， 天, …， 王 的 最 小 多 项 式 者 是 不 可 和 约 多 项 式 的 霜 次 ,所 以 涡 
慌 温 些 多 项 式 , 我 们 的 从 题 已 番 十 明 。 故 有 二 和 述 的 向 量 e'€ 卫 ,e”"€ 天， 
… ,emE 上 存在 ,其 最 小 多 项 式 各 篇 [gC [po 区] [2] 
由 引 知 向 量 2==e Te" 十 … 十 e 中 的 最 小 多 项 式 等 认 乘 生 [p100)]”。 
* [pe 和 [pj”*, 站 部 等 淮 窒 间 号 的 最 小 多 项 式 。 


$3. 等 族 式 。 商 空间 


设 蔡 于 大 一 子 空间 4 及。 我 们 说, 亚 中 十 个 向 量 巡 时 区 对 模 于 
等 余 ， 且 写 需 交 = 三 (mod 了 的 充分 必要 休 件 是 2 一 和 ET 容易 验 吉 ， 
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这样 引进 来 的 等 休 式 概念 有 次 证 性 村 : 圣 评 什 何 .ZE 民 

J， 作 三 儿 1Dmnd 站 (等 肯 式 的 友 身 性 ) ; 

2， 自 守 三 # (mod 了 得 出 三 侈 (mog 4) (等 甬 式 的 可 道 性 或 区 枯 
性 ) ; 

3， 由 光 = 二 # (mod 门 和 与 VW 硅 zmod 了 站 ) 得 出 克 三 2 med 了) (等 航 虑 
的 小 推 往 ) 。 

等 除 式 的 过 三 个性 质 的 存在 焰 巴 了 把 整个 向 景 空间 来 分 类 的 可 能 
性 ,在 每 -类 中 的 向 操 都 是 责 南 对 模 了 等 杀 ( 不 同 的 类 中 向 最 紧 模 了 不 
相等 钉 ) 。 含有 向 基 x 的 类 让 篇 XO0 。 子 空间 了 本身 篇 这 些 类 中 的 一 
悦 , 是 即 类 0。 我 们 注意 ,每 一 个 等 饼 式 =y mod 了) 半 麻 擒 六 麻 类 的 
等 式 -四 : X= 

很 容易 证 明 , 等 饼 式 可 以 逐 项 相 加 时 可 逐 项 乘 以 天 中 的 数 : 

1. 由 人 二 2 ,y=y (mod 了 得 出 ww 十 二 十 mod 卫 )。 

23， 由 光 三 人 wmod 了 得 出 ax=ax' (mod 了 (aEK), 

等 了 式 的 潮 此 性质 说 明了 ,加 法 与 让 中 数 乘 泽 算 站 不 “ 荐 六 " 庸 类, 
如 果 取 两 钢 类 之 侧 8 且 把 第 一 类 中 元 娄 ww, w'，… 的 任何 一 个 与 第 二 
类 中 元 素 2 2 ，… 的 任何 一 蛋 相 加 , 那 末 所 有 迁 楼 得 出 的 和 都 导 苓 同 
一 个 类 , 我 们 称 之 需 类 4 与 各 的 各 日记 之 篇 侈 + 入 。 同 理 , 如 果 滩 类 色 
中 所 有 向 量 灾 ,人 w，… 以 数 aE, 那 末 所 得 出 的 情 生 都 恬 伶 同一 仙 类 ， 
守之 以 a 。 

适 榜 -来 ,在 所 有 类 %, 风 … 的 集合 只 中 引进 了 南 癸 运算 :加 鞭 ” 
与 对 五 中 数 的 “ 滋 法 "。 矣 於 潮 些 汉 侦 ,很 容易 验证 其 含有 向 量 空间 定 
蒜 中 所 六 的 一 急性 质 (第 三 章 ,§1)。 所 以 只 , 与 屁 一 样 , 呈 : -个 城下 
上 向量 空 削 。 我 们 称 及 篇 关於 书 的 商 空间 。 如 日 n, mm, 5 各 篇 空间 
情 , 了 肛 的 欠 数 , 那 未 N=% 一 mn 。 

禾 ” 困 壤 每 一 由 业 中 都 舍 夏 扰 革 条 个 南 量 ,所 以 由 论 壮 一 镍 件 他 是 表示 一 个 和 熊 密 捍 合 。 
各 ”大 如 重 合 。 


例 
屋 吾 需 三 灯 空 间 休 部 向 时 的 梨 合 , 到 管 寅 吉 域 。 起 了 更 明 普 起 见 , 胡 向 是 需 由 原 引 如 


引出 的 有 铅 粽 限 。 珊 了 从 竹 过 口 的 某 一 直 糠 (更 时 矶 的 设 :是 在 一 休 通 过 0 的 直 蒜 上 的 全部 
向量 柴 合 ;国土 )。 加 
等 鲜 式 x=x (mod 也 表示 疝 是 x 与 巡 尖 一个 了 中 的 南 了 之 上 +y 
基 , 亦 妆 含 有 * 训 we 的 末端 且 氏 直入 了 不 行 的 粮 段 。 所 惧 舌 
邓 天 示 构 通 疝 显 x 的 未 端 日 与 了 平行 的 直 糠 ,更 站 友 的 丽 , 是 
财 口 吉 出 的 沽 -六 ?向 量 ,其 末端 孝 在 各 一直 粮 上 。 绪 ( 冲 "可 
世相 加 且 可 泪 衬 数 相 钱 ( 坊 在 这 些 洒 中 向 基 的 相 加 和 与 对 数 汪 
所 套 定 }。 训 些 “ 凉 " 是 南 空 阳 庆 的 元 素 。 在 着 侦 仿 子 误 面 
人 二 入， 放 一 二 用 一 2 
我 们 可 岂 和 担负 男 一 合子 ,如 昌 到 类 造 口 点 的 平面 作 各 了。 
半 鹤 汗 一 个 屋 子 有 "n=3, 人 h 二 32, 让 二 1。 
现在 起 在 及 中 葵 陪 铬 性 这 算 子 4 。 旦 疏 
了 是 对 4 不 释 的 子 空间 。 读者 很 容易 币 明 , 由 贺 和 
站 三 人 w'(mod 上) 得 出 息 w 三 4w'imod 了 , 亦 即 在 等 镍 式 藤 雨 凶 可 以 应 用 
有 运 算 子 4 。 换 句 闫 癌 ,如 果 对 某 -- 臣 中 所 有 向 量 人 Y, w',… 施 行 到 算 
子 肋 , 那 来 所 得 出 的 向 量 有 ww 马 X，… 亦 都 属 礁 同一 作 类 中 ，, 我们 记 
址 -个 类 以 Ax 。 义 性爱 算 子 4 杰 类 和 坊 针 , 故 需 遇 中 的 糠 性 和 运 算 子 。 
我 他 这, 同 量 让， 济 模 开 粮 性 相关 ,如 果 在 下 中 有 不 本 
等 礁 霸 的 芝 样 的 数 wy 0;…, oo 存在 , 丁 得 
a 十 ces 二 十 w 完 ,三 0{mod 六 (16) 
我 候 福 音 , 不 但 测 礁 狠 性 相关 的 构 念 ,而 在 交 一 章 中 以 前 许 季 中 所 引进 
水 的 所 有 构 念 ,命题 与 鹤 理 , 都 癌 届 逐 字 重 流 , 被 不 通 代 换 所 有 的 一 睫 
以 符号 二 (mod 1) ,其 中 二 篇 基 一 个 六 4 不 购 的 固定 子 空间 。 
道 样 一 来 ,引进 了 空间 的 , 向 量 的 当 模 了 的 化 替 多 项 式 , 最 小 条 项 
式 族 概念 。 所 有 泛 些 概念 我 们 都 称 需 <“ 相 灶 的 "以 配 则 秃 早 先 所 引进 的 
“ 档 圣 的 氢 念 (大人 符 号 一 才 有 意义 )。 
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潜 者 注意 ,相对 的 最 小 多 项 式 (向 时 的 , 笠 曲 的) 除草 乱 六 的 最 小 多 
项 式 。 例 如 裔 01(%) 篇 向 量 帮 的 相 闻 的 最 小 多 项 式 ,而 o (和) 佑 共 灶 诡 
的 绥 凤 的 最 小 多 项 式 。 


于 来 olA)r=0; 
但 由 此 可 得 : oA)x=0 (mod 1), 

故 5 党 向 量 人 2 的 相 世 的 化 等 多 项 式 , 因 而 可 埠 相 滋 的 最 小 多 项 
区 (和 和) 所 除 夯 。 


平行 藉以 上 小 节 中 :用 针 的 "命题 我 们 有 ' 相 尘 的 ”命题 。 例如 , 我 
们 有 命题 :在 全 一 空间 中 ,党 有 过 样 的 向 量 存在 ,其 相对 的 最 小 多 项 式 
与 整 个 空间 的 相 淹 的 最 小 多 项 式 重合 ”。 

所 有 “各 半 的 "命题 的 鞭 确 性 是 建立 於 洲 模 工 的 等 儿 式 的 到 算 上 ， 
主要 的 是 我 们 所 万 理 的 等 式 不 是 在 空间 玉 豪 面 ,而 是 在 空间 中 豪 面 。 


5 4. 一 个 空 闻 对 就 循 更 不 秋子 空间 的 分 解 式 


琢 cf 和 一 知 十 ca 十 十 2 十 是 向 量 e 的 最 小 和 多项式。 那 
来 条 有 量 

e, Ap,..., dp-1e (17) 

穆 性 扰 关 ,而 且 
de 一 一 ape 一 -Te 一 -… 一 ci 二 re 。 【18》 
向 量 (1) 构 成 茶 一 个 2 杂 子 空 渍 了 的 类 旋 。 介 一 子 空间 称 答 答 瑞 
的 。 计 住 基 有 怕 殊 性 状 基 底 (17) 骞 等 式 (18) 个 。 算 子 和 4 把 (1) 中 的 
第 一 个 向 芋 构 乱 第 二 个 ,第 二 个 灵 仍 第 三 个 ,诸如 此 类 。 基 底 向 量 中 最 
筷 一 个 勾 泽 算 子 4 沟 需 等 式 (18) 所 窟 出 的 基底 向 量 的 一 个 称 性 组 合 。 
肚 赚 一 来 , 这 算 子 4 楼 和 任 一 基底 向 蔓 倪 工 中 的 - - 帼 向 量 ; 迁就 表示 候 
四” ” 凌 雍 的 周 称 泛 一 角子 内 问 个 对 於 株 性 还 笋 邓 生 攻 更 的 。 但 是 因 避 所 有 的 进 琅 都 基 


到 艾 一 咎 膛 工 子 4 来 构成 的 , 我 们 短 了 简便 起 见 可 去 “对 蕉 炉 性 运算 子 A7 莉 字 ( 音 考 本 章 
$1 中 第 一 个 是 广 中 类 位 的 福 移 )。 


第 一 部 牙 。 如 七 带 ? 粮 空 间 中 入 性 运算 子 的 藻 粮 183 


绒 卫 中 任 一 向 量 稚 了 中 的 一 个 向 量 。 换 锯 疾 党, 循 更 子 空 而 党 各 44 不 
机。 
、 任 一 向 量 称 CE 了 可 表 篇 基底 向 量 (17) 的 部 性 硼 合 , 亦 即 需 次 之 形 
纶 : 
XXtAle, (19) 
其 中 %( 和 ) 答 你 数 在 太 中 次 数 <p 一 1 的 入 的 多 项 式 。 沽 查 所 有 可 能 的 
傈 数 在 玉 中 次 数 <p 一 1 的 多 项 式 X(”) ,我 们 得 出 了 中 的 所 有 向 量 而 
百 每 一 个 向量 由 E 了 各 表 出 -- 坎 ， 亦 邹 科 对 应 基 一 个 多 项 式 %OD 。 训 
住 基底 (17) 或 下 式 (19) ,我 们 襄 , 向 量 e 产生 子 空间 了。 

我 们 混 要 注意 ,向 量 e 的 最 小 多 项 式 就 是 他 所 产生 的 数 侧 子 空间 
了 的 最 小 多 项 式 。 

我 们 立即 洒 建 立 权 部 至 划 的 基本 问题 , 由 此 分 解 空 闻 及 篇 循 现 子 
空 遇 。 

裔 加) = 册 和 一 和 十 om- 二 十 om 是 空 商 如 的 最 小 多 项 式 。 
那 未 在 空间 中 有 向 景 e 存在 , 以 渤 一 个 多 项 式 需 闪 最 小 多 项 起 (本章 ， 
$ 2, 定理 2)。 裔 以 荆 记 有 共 底 

€, Ae, ..., A"-!e (20) 


的 循环 子 空 阐 。 
如 果 一 人 +， 那 末 下 = 荆 。 衣 nm 且 订 名 项 式 
yat = 十 Bt 
匾 空 倍 如 灶神 荆 的 最 小 多项式 。 按 电 在 33 末尾 所 述 的 广 释 , ws 人 %) 
是 上 加 以 ) 的 因 式 , 羡 朗 有 全 榜 的 多项式 x() 让 在 , 司 得 
机 (和 一 由 人 OA 。 (21) 
再 者 , 在 吓 中 有 向 量 9* 存在 ,其 相克 的 最 小 多 项 式 乱 各 人 。 那 
来 
wd yg*=0 (mod 1}, (22) 
亦 色 有 次 数 拟 m% 一 1 的 导 榜 的 多 项 式 XC) 存在 ,使 得 
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2 一 人 ie。 (23) 
在 迁 个 等 式 的 十 节 应 用 速算 子 xd)。 那 末 由 《231) ,在 其 不 亿 得 出 
中 (4g*， 亦 即 示 向 量 , 因 往 (是 整个 实则 的 息 占 的 最 小 多 夺 式 ; 
故 有 
xd YIdTe 一 0 
过 个 等 式 证 明了 生生 xXO) 是 向 量 e 的 化 天 入 项 式 , 因而 篇 最 
小 凶 硕 式 二 人) 二 入 由 (和 所 队 蕊 , 亦 朗 (入 篇 灿 ( 入 所 除 夏 : 
CN) = HA) WN) , (24) 
其 中 x1( 和 y 需 革 一 多 项 式 。 利用 多 项 式 “的 过 一 分 解 式 ， 我们 可 已 
总 等 式 438) 需 : 


ya(4) [Lg*—x (de] =0。 (25) 
在 讨 座 中 引 浴 向 量 
y= xtAd)e 《26) 
邯 末 等 式 (25) 可 愉 帘 篇; 
(A)g=0。 (237) 


最 税 的 等 式 窒 明了 由 (和) 是 向 其 9 的 引 尘 的 化 避 务 项 式 , 玫 可 管 
向 量 9 的 区 凡 的 基 小 多 项 式 所 际 莱 。 另 一 五 面 , 由 (26) 得 : 
好 三 多 tinod LE), (28) 
过 个 式 子 表示 几 {( 和 如是 8 因而 亦 是 8 的 相对 的 最 小 多 项 式 。 比 较 团 
直 所 训 的 雨 个 烤 以 , 就 得 出 次 之 业 果 : 是 (和 是 向 量 史 的 相对 的 同时 又 
是 纸 对 的 最 小 多项式 。 . 
内 篇 上 (是 向 量 9 的 轰 对 的 最 小 和 多项式 , 故 知 有 基底 
gy; Ag,'…, Ar!ig (29) 
的 子 空间 上 是 循环 的 。 
由 走 上 (是 向 量 9 对 横 五 的 相 籽 的 最 小 少 项 式 , 推 和 向 量 (29) 
浊 模 下 郁 性 手 并 , 亦 即 没有 一 个 怪 娄 不 他 等 蕉 等 的 而 是 (29) 的 蒜 手 由 
合 , 可 以 等 苓 向量 (20) 的 入 性 粗 人 台 。 因 篇 (20) 中 庄 向 晤 结 性 抱 关 ,所 只 
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我 们 刚 填 的 论断 表示 次 请 向 量 
e, Ae,.:.., A™ 1e; 好 (80) 

的 好 性 扰 关 性 。 

各 量 (30) 楼 成 各 + 杂 不 驾 子 空间 五 二 五 的 基底 。 

如 此 #4 二 Tw 十 Dp, 那 末 天 = 五 二 瑟 。 刀 果 m> 玉 于 D， 那 末 我 全 来 诗 
葵 兹 模 了 五 十 七 , 再 行 太 入 我 们 的 方法 来 分 出 循环 不 构 子 空 晶 。 因 篇 空 
六 如 是 有 限 蕉 的 ,其 蕉 散人 震 mn, 所 以 导 一 方法 必须 停 上 上 龄 某 一 子 空间 过， 
其 中 fn。 

我 们 得 到 次 之 定理 : 

定理 3( 关 散 分 解 空间 起 不 杰 子 答 间 的 第 二 定理 ) 党 可 分 解 空间 


Br 


然 各 有 最 小 和 多 项 式 吉 ()， 下 出 ( 和 0 是 对 已 于 入 性 到 算 子 和 4 御 
环 的 子 空间 上, ……，, 上 : 
R=L+L+..…+L, {31) 
而 且 辣 得 加 ;0 再 整 个 空间 的 最 小 多 项 式 重 合 :每 一 个 山 避 都 是 
让) 的 因子 人 =2,， 有 有。 
现在 我 个 来 握 出 循环 空 午 的 某 些 性 质 。 裔 忆 篇 nn 杂 特 环 灾 有 此 ， 
二 A 十 … 篇 道 -空间 的 最 小 多 项 式 。 那 末 由 循 刺 窗 间 的 定义 知 有 
?3 一 %。 友之 , 设 葵 予 性 一 空 而 下 其 已 知 和 一。 应 用 所 蕉 明 的 分 解 定 
理 , 我 从 表 癌 息 (31) 的 形状 。 但 亲 五 的 最 小 多 项 式 员 整个 空间 的 县 小 
多 项 式 重合 , 知 循 拒 子 空 间 五 的 从 数 等 徐 mw 。 由 休 件 w=n 得 出 了 R= 
一 五, 浆 部 把 号 一 个 御 环 子 空 阁 。 
过 榜 一 来 ,得 出 了 次 之 空间 循环 性 的 御 定 : 
定理 4， 窑 间 蚌 人 特 现 的 充分 必要 做 件 是 他 的 闲 灶 与 其 最 小 多 项 式 
的 实数 相同 。 
现在 假 栽 循环 空间 如 有 半 雨 个 不 释 地 空间 五 与 五 的 分 解 式 ; 
R=L-+1. (32) 
ny Ts 各 让 们 间 总 ,后 现 瑟 的 内 数 , 贞 (人员 和 必 ) 
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过 此 空间 的 最 小 多 项 式 , 以 名 ,mi 归 ms 记过 些 最 小 多 项 式 的 次 数 。 
条 


MN 3 (33) 
把 避 南 个 不 等 式 逐 项 相 加 ,得 : 
I 二 No C34) 
因 得 见 (入 是 多 项 式 册 (与 央 人) 的 最 小 公司 式 , 所 咏 
Pt 1 Te 0 《35) 
上 时 欠 , 由 《322) 得 出 ; 
二 7 二 Wp po {36) 
《34) , 《35) 和 与 (3 后 葵 子 扳 们 -一 叶 关 保 
十 十 Ys 王 斩 。 (37) 


由 蕉 空间 总 的 特 环 性 , 知 在 温 一 申 淹 体式 雨 端的 烧 7 与 m, 彼此 

相等 。 故 在 和 鞍 一 率 天 慰 式 中 , 蔽 能 取 等 吕 , 亦 即 
93 
因 篇 永 王 may 多 1 由 人 证 加 全) 五 里 。 
机 9 十 rs 一 各 十? 于 1383) 式 : 知 有 
”i 1 = NR Te = Wo (B88) 

得 些 等 式 说 明了 予 空间 五 奥 上 的 循环 性 。 

渤 梯 - -来 ,我 们 得 到 次 之 识 断 : 

定 班 .循环 空间 斌 龙 分 佣 篇 轩 样 的 不 名 子 空间 ,1 ti 他 们 都 是 循 
青 的 ，29 2° 月 有 斤 质 的 最 小 多 项 式 。 

狂 似 的 推理 (和 从 由 反 的 鼠 序 来 进行 ) 和 请 明定 理 呈 是 可 逆 的 。 

定理 6. 加 要 甫 分 守候 因 答 个 各 六 全 而 他 由- 1 是 循环 的 ， 

现在 束 R 人 卫 这 仙 开 基 以 小 多 项 式 居 城 下 中 不 可 . 笠 多 项 式 的 
圳 问 : 六 G0 = [p30]"。 在 芝 一 情形 关中 任 一 不 区 子 襟 间 的 最 小 多 着 
式 亲 篇 苞 岗 不 可 物 多 项 式 YA) 的 里 次 。 所 以 任何 出 企 不 名 地 空间 的 
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景 小 多 项 式 不 可 能 五 质 。 故 由 所 误 明 的 芥 断 知 瑟 不 能 分 解 需 龙 蛋 不 几 
子 裤 间 。 
相反 的 , 识 某 一 空 简 总 让 能 分 解 过 内 个 不 绝 子 空间 。 那 未 下 是 一 
侦 循 一 空调 ,否则 人 就 可 以 利用 第 一 今 解 定理 和 分解 需 龙 个 循 坟 于 突 关 ; 
再 洪 ; 问 的 最 小 多 项 式 必 须 是 不 可 条 多 项 式 的 宪 菊 , 因 需 在 相反 的 情形 
由 第 一 耸 解 定理 吕 就 可 以 分 解答 克 侦 不 甸子 空间 。 
汗 榜 一 来 ,我 们 得 和 到 次 之 竺 洒 : 
定 到 7， 宏 央 不 能 分 希 驴 驳 侦 不 要 子 实 喝 的 充分 必要 代 件 荐 了 
地 是 循 强 的 ,2 他 的 县 小 区 项 式 基 城下 中 不 可 煌 多 项 式 的 圳 灰 。 
现在 回 到 分 解 式 (31) 晶 把 御 更 子 空间 上 ,bw…, 的 最 小 多 项 式 
和 域 中 不 可 罗 因 式 的 乘积 : 
pt = [pi pe) [ps tA) YY, 
Va CH) = [ph] [pa A 0) ]*, (89) 


和 


wth) = [pr CA) Lope Ch [et 
(cad 0; EF=1,2,.…, 80, 
应 用 第 一 分解 定理 冷 五 ,我们 得 出 : 
=i+t+ I, 
其 中 了 ,站 [站 篇 各 有 最 小 多 项 式 和 pi 人 0] [oo 人] 1:， 
Fo 人) 的 循环 子 空间 。 灯 似 的 来 分 解 子 容 疝 五, …, 于 。 溃 样 ,我 们 
得 出 整个 丛 间 民 的 -- 相 分 解 式 , 分 解 篇 有 上 最 小 多 项 式 [pw 人 1”， 
[ee 人 AD] 天 [or 全 一 2 9 的 族人 循环 子 罕 下 ( 此 碟 更 拾 检 
对 衣 方 实 等 於 孝 的 前 幕 次 ) 。 田 定理 7, 知道 蛋 些 循环 亏空 则 已 沟 不 郁 
吾 行 分 解 ( 篇 刘 眉 不 继 子 空间 )。 我 习 得 到 次 之 定理 : 
全 58， 《天 葵 分 解 空间 揭 不 变 子 空间 的 第 三 定理 ) 臣 可 牙 解 空 


本 和 


ee er 


如 洪 些 方 次 By 区 下 > 时 可 能 等 施 零 。 
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四 一 癌 十 交 " 十 … 十 二 全 (40) 

使 得 渤 些 箭 环 子 空间 的 每 一 个 最 小 多 项 式 才 是 不 可 移 多 项 式 的 老 妇 。 

得 一 定理 葵 予 了 空间 对 不 能 再 行 分 佣 的 不 绝 子 等 商 的 分 傅 冻 。 

喜 ” 我 们 应 用 前 南 个 分 解 定理 来 得 出 定理 8 一 一 第 三 分 解 定 沸 。 
性 基 第 三 分 解 址 惠 亦 可 以 用 男 外 的 方 洁 求 得 出 , 是 部 篇 定 坦 ， 的 站 接 
排 论 : 雁 平 是 芝 不 费力 的 )。 

事实 上 ,如 果 押 空间 妃 完 侈 俘 解 ,入 可 分 解 需 不 可 再 行 分 解 的 不 多 
了 空间: 

R=T'+I"+….+I™, 

根 所 定理 7, 每 一 项 子 空间 帮 基 循环 的 且 坊 帮 中 不 可 利多 项 式 的 权 浴 
作 往 他 的 最 小 多 项 式 。 


5 矩阵 的 法 式 


识 五 入 天 中 少 杀 不 儿子 实 罗 。 在 五 中 选取 基 族 嫩 ，e2 pp， en 
且 宇 成 如 的 基底 : 
C1 Cay 1 
我 们 来 看 一 下 ,如 何在 性 一 基底 中 求 出 妈 算 子 4 的 和 矩 障 旭 。 训 老 
耿 筷 得 , 短 陈 4 的 第 下列 是 向 量 二 ei (f=1,2,…, 9 的 坐 棋 。 埠 六 守 
时, 向 蔓 4exzE 三 (由 藤 看 的 不 释 性 ), 所 及 向 最 4ei 的 后 nn 一 m 个 毕 
客 全 等 驮 雾 。 困 此 知 阵 4 有 有 温 样 的 形式 : 


9 i 
i 


Ad: “ds \)} 
4-(o 人 3) 


其 中 4 熏 刀 各 体 和 ma 航 和 恰 n 一 mr 艇 广 作 , 而 ;篇 一 反方 算 陈 。 第 四 
“ 抓 " 等 伶 圭 表示 了 半空 间 工 的 不 名 性 。 夭 了 简 抽 葵 子 荆 中 演算 子 44( 洛 
其 共 底 篇 el ea …… en 时 )] 。 

现在 假设 en en 亲 是 某 一 不 多 子 空 并 万 的 基底 ， 亦 邹 R= 


弟 一 部 革 。 第 上 章 厅 罕 抽 中 球 性 运算 子 的 靖 构 IT 的 


= 荆 十 五 而 整个 空 提 的 基底 基山 不 多 子 空间 上 贵 到 的 雨 部 分 共 帮 珊 
构成 的 。 那 未 ,显然 企 (41) 中 , 块 1s 须 等 伶 老 而 短 障 4 有 叭 对 角形 


-0 1)={4, 42, (42) 


其 中 三 4 各 篇 mr 条 轩 nn 一 m 闻 方 阵 , 入 子 子 空间 工 恒 五 中 的 到 
算 子 (各 湖 雁 基底 Bl， es en 与 en Bn)。 不 变 看 出 ,相反 的 ， 
淮 对 角形 矩阵 常 对 应 租 空 间 对 未 警车 宇 间 的 一 个 修 解 式 ( 此 不 吾 丑 择 
陆 的 基 谨 需 子 窄 遇 的 基底 所 懂 成 ) 。 
由 浴 第 二 分 解 定理 我 们 可 以 分 解 整 个 空间 如 人 需 落 特 所 子 空 间 郊 ， 
1d, L: 
R=TtLt+t'::+I。 (48) 
在 小 些 子 空 间 的 最 小 和 多项式 序 列 丰 和， 和 人 中 ,每 一 个 多 
项 式 都 只 芳 其 前 一 个 \ 故 已 自动 的 得 出 ,第 一 个 和 多项式 是 整 俩 笃 疝 的 最 
小 多 项 式 )。 
设 
= 二 oN 
a [44 
th = 
(DY ) 
愉 e, 9，…，e 放 交 生 子 空间 了 荆 , ,上 上 的 向 量 , 旦 以 庄 循 弗 子 
空间 的 基底 求 构成 获 眉 实 闻 总 的 基 司 : 
8, Ae, A'-le; yg, Ag, 
rg ,AE A {45) 
我 傈 来 契 一 下 ,在 得 一 基底 中 , 对 应 页 运算 子 和 4 的 矩阵 五 是 皮 样 
的 。 
有 如 本 和 凶 并 她 时 所 已 襄 明 , 短 阵 荆 应 昼 有 竟 对 角形 的 形式 
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工 | =- 0 Tn (46) 


和 


知 吓 工 : 当 基 底 需 ee ea 一 de en 一 迪 1e 阵 对 应 五 中 下 和 贷 子 
奶 。 回 居 一 下 在 所 子 基 许 忠 痢 藤 所 子 违 算 子 : 的 规则 (第 三 
; 6) ,我们 得 出 : 


0 0 .0 a 
1 0 "0 nl 
0 1 ] 
= 。 (47) 
| : 0 —m, 
| 0) 0 -1 一 的 | 
同 理 
0 0. 0 —B8, | 
1: 0 -0 一 Quo 
| 站 了 | 
= | 。 (48) 
” .0 — Bs 
00...1 -8 


结算 短 陈 荆 , 工 ,…, 荆 的 特 微 多 项 式 , 我 们 得 出 : 

[AE—Il| = Wi A), (AB—.L:| = 和 人 [AE—L,| = th) 

《对 准 入 环 子 空间 , 逐 算 子 4 的 特 微 多 项 式 奥 天 伶 避 个 到 算 子 的 子 空 
间 的 最 小 名 项 式 重 合 )。 

短 阵 工 在 "标准 "基底 (45) 中 潮 诡 崔 运 算 子 入 。 如 果 4 是 在 任 一 
基底 中 对 应 固有 运算 子 怒 的 敌阵 , 那 末 短 际 4 与 短 阵 相似 , 亦 即 有 二 
梯 的 克 获 矩阵 了 存在 ,使 得 

4=TILT-!, (49) 


冰 一 部 全 第 七 章 各 空间 中 女性 水 筷子 的 车 居 19t 


平 巩 甜 际 六 我 们 说 他 是 第 一 秆 自然 法 式 。 第 -- 硬 自然 法 式 篇 次 

诸 尾 币 所 决定 

(1 ) 准 对 角形 的 形状 (46)， 

(3) 对 角 粹 上 剖 块 (47) , 48) 等 等 的 特殊 千 措 ， 

《8 ) 补 充 鱼 件 : 人知 一 对 角 玉 上 子 块 的 特征 多 侦 式 需 其 次 一 子 块 的 

和 棚 糊 似 的 ,如果 我 们 不 从 第 二 分 解 定理 而 从 第 三 分 解 定理 出 发 ,于 
未 在 对 座 的 基底 中 , 过 算 子 4 对 详 於 给 阵 Lr, 他 是 第 二 种 自然 法 式 ， 
篇 次 语 特 征 所 决定 : 

‘ 1) 准 尖 角 形 网 

= {1 Las **, Li}, 

《2 ) 汗 和 角 牺 Li , 48) 等 等 的 特殊 千 构 ， 

(8 ) 捕 充 俱 件 : 每 一 子 块 的 特 微 多 项 式 都 是 域 中 不 可 和 园 多 项 式 
的 妖 次 。 

在 鼠 节 中 我 们 将 十 明 , 在 对 应 准 同 一 还 算 子 的 相似 得 阵 类 中 ,和 补 有 
一 蛋 有 第 一 种 白 然 法 式 介 的 短 陈 存在 , 亦 获 有 一 个 有 第 二 种 自然 糯 
式 鱼 的 甜 阵 存在 。 我 们 还 要 划 子 从 甜 陈 二 的 元 素来 求 出 多 形式 加 和) ， 
加 人 的 演 股 。 渤 些 多 项 式 的 知 规 答 子 我 人 出 以 可 能 性 来 计算 
当 征 陈 工 ; 与 Lr 的 所 有 元 素 , 坦 南 便 算 阵 是 与 年 阵 4 相 做 的 第 一 种 时 
第 二 种 自然 潜 式 。 
$6. 不 绝 因 式 . 初级 因子 


1 @， 以 D,(*%) 记 特 微 短 阵 4,=X 百 一 4 中 所 有 2 圾 子 式 的 最 大 公 


炸 ” 滨 昔 不 去 示 椒 有 一 个 (4 和) 形 禄 间 基 三 存在 - 标 寺 基底 可 能 有 洗 多 个 ， 但 强 薪 床 座 
同一 托 重 LIo 
全 不 计 对 角 迷 上 上 省 子 韦 的 先 重 次 序 。 
例 在 本 节 第 一 部 入 中 类 训 特 微 起 陆 各 得 弟 入 章 83 中 对 於 任 意 凶 项 式 类 阵 所 建 辫 的 
基本 概 次。 
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因 式 (p=1, 2,…, 内 @。 六 需 在 序 齐 
有 
中 ,每 -~ 个 多 项 式 都 定 基 熏 一 个 历 除 此 ,所 丹 雍 式 
Dh) 


bs (A) 一 万 7 

。 1) . 

0 = py 

的 一 总 的 (Ds) sD (50) 

礁 定 个 多 项 式 ,他 们 的 乘积 等 放 特 徽 多 项 式 
4) 一 着 一 机 一 站 一 二 CC (51) 
耸 解 和 多 项 武人 各 ( 沿 (w=1 9? 2， "yy 1%4) 需 域 AK 中 不 是 笠 因 上 的 慌 积 : 

th) = fp) [pa (Mr P=1, 分 Wo), (52) 


其 中 pi (0) ;gz (NX) ,… 仿 域 玉 中 不 同 的 不 可 称 多 项 式 。 

多 项 式 王 人 20， 短篇 特 微 年 陈 4 一 A 如 一 4 的 或 简 
称 短 障 4 的 不 区 因 式 ,而 在 [mi (0 ] 2 ，[pa0 ]”… 中 所 有 不 需 党 数 的 
霖 坎 称 需 其 初级 因子 。 

盈 部 初 狼 因子 的 汪 积 ,与 全 部 不 故 因 式 的 乘积 - - 样 ,都 等 放 特 签 多 
项 式 4() = | 吾 一 4| 。 

“ 丰 释 因 式 ” 的 和 名称 是 合理 的 , 因 需 南 眉 机 似 甜 孟 4 于 六 


有 =T dT (58) 
常 有 相同 的 (部 不 楼 的 ) 不 构 因 式 
i tM) th) (P=1, 2 n)o (54) 
事实 上 ,由 (53) 知 : 
As=hB—A=I AB— AT=T-14,T, (55) 


故 得 ( 礁 考 第 一 章 ，$ 3) 相 似 短 障 4 与 4; 的 子 式 疝 的 出 俊 式 : 


各 证 最 大 公 天 式 申 屠 取 其 首页 训 数 等 办 1。 
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~ FR 1 te 
“ ‘bs 4 A - 2 - G mo) | 
a da a 1B Ba'%oB, 
(a 88) Th pe (p=—1, 3。 《56) 
天 个 等 式 竹 明了 短 阵 4 中 所 有 2p 级 子 式 的 每 一 个 公关 式 都 是 算 阵 4， 
中 所 有 2 级 子 式 的 公 因 式 , 反之 亦 然 ( 因 知 短 委 4 中 44 可 以 互 易 其 地 
位) 。 因 此 推 知 : Dp) 三 人 00) Cp 一 2)…, 人 ,所 以 从 4) 式 成 站 。 
困 篱 在 各 种 基底 中 表 所 子 有 运算 子 的 所 方 甜 孟 帮 是 彼此 相似 的 , 故 
有 相同 的 不 绝 因 式 , 因而 有 相同 的 初 般 因子 ,所 以 我 们 可 起 述 及 荐 算 子 
由 的 不 释 因 式 与 韧 航 因子 。 
2， 现在 取 有 第 -种 自然 法 式 的 短 陆 五 作答 d, 目 和 从 本 一 和 吾 一 人 4 
形 短 阵 出 发 来 计算 矩阵 4 的 不 炙 因 式 (在 孟 列 657) 中 是 对 就 加 =5 
2 一 4, 9 一 4, 7 一 3 的 情形 所 寓 出 的 敌阵 )。 


入 00000000 0000 000 
-1 $00m:0000 0000 000 
0—1 A0m% :00000 0000 000 
0 01 imi00090 0000 000 
0 0 0-iait%iX 0000 0000 000 
000001006i10000 000 
00000j -1 和 068 0000 000 
00000 ;0-1》 Bb 0000 000 
00000 00-164ND000 000 1 
00000 0000 7300 和 1000 
00000 0000 -120%1000 
00000 000010-1X%i1000 
00000 0000}i0 0-1ly+NX000 
00000 0000 0000 0 
00000 0000 0000 1-1 和》 
00000 0000 0000 0-1e+》 
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利 几 拉 潍 拉 斯 定理 ,我 们 求 得 : 
DN) = INAB—A|= .HIB— Ll.|NE— ,= 
一 上 (58) 
转 同 如 ,1 和) 的 求 潮 。 福 意 无 素 om 的 子 式 。 如 不 计 关 子 土 1l, 证 
一 子 式 等 般 


(AB— Ll |hB— Ll 一 同人 CN)。 (59) 
我 们 来 欧 明 , 道 个 % 一 1 靶子 式 除草 所 有 其 匆 的 % 一 1 航 子 式 , 因 而 
Di (3) = A No (80) 


知 此 首先 取 位 诅 对 角 牺 上 庄子 韦 外 面 的 元 素 的 子 式 , 且 请 明 浊 和 芥 
子 式 等 於 雾 。 需 了 得 出 各 一 子 式 几 须 在 司 7) 形 垂 阵 中 草 去 一 个 行情 一 
个 列 。 在 所 讨论 的 情形 , 草 去 的 十 条 狠 纤 过 澳 甸 入 上 两 个 不 同 的 学 韧 ， 
故 在 革 十 届 子 韦 的 每 一 个 罕 面 草 去 了 一 条 称 。 例 如 ,起 在 对 角 牺 .上 第 3 
个 -这 块 中 划 去 了 一 行 。 到 含有 秆 一 个 潮 角 入 上 子 韧 的 算 让 长 条 中 庄子 
式 。 在 这 一 侦 长 休 中 有 * 侦 刘 , 侧 且 除 腊 一 1 个 行 以 和 外, 其 饼 诺 行 中 
的 元 深 全 等 岭 雾 (此 看 我 们 已 3 起 甜 阵 4 的 阶 )。 根 据 拉 渡 挤 斯 定理 ， 
拒 上 所 讨 葵 的 7 一 1 肯 行 刘 式 ,按照 合 秀 所 指出 的 长 休 中 背 s 胡子 式 来 展 
并 ,我 们 访 明 了 他 必须 等 礁 坷 。 

更 在 取 位 於 对 角 杂 上 某 一 个 子 块 中 的 元 素 的 子 式 。 在 措 一 -情形 大 
去 的 寻 碟 “ 伤 轰 " 漆 角 萎 工 一 个 子 塘 , 例 如 第 7 租 子 霹 , 而 卫 子 式 的 短 了 
仍然 是 堆 圣 角形 的 。 因 此 得 箱子 式 等 论 

NA) XN , (81) 
其 中 (入) 是 所 “ 伤 殿 的 "对 角 入 上 第 7 个 子 块 的 行列 式 。 由 页 出 () 坑 
th) = 3 + 一 1) 所 除 芒 , 汪 积 (61) 乱 裙 (59) 所 除 夯 。 演 梯 
一 来 ,等 式 (60) 可 算 已 轻 葡 明 。 类 似 的 推理 我 们 得 出 : 
Deh) = sl) hh), 
Dstt) = = DN) =1, 


i 
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从 (58) 060) 导 462) 我们 求 得 : 


山下 人 0 一- 六 一 和 (9 


上 一 0， i = 1。 (68) 


(63) 请 明了 多 项 式 硬 (ot 和 由 (5) 暴 运 算 汪 和 4 :或 其 验 
应 的 短 陈 4) 的 不 多 因 式 除 一 些 1 的 送别 所 晨 完全 一 臻 的 。 

对 辑 所 得 出 的 精 果 ,我 们 答对 三 种 彼此 相 托 的 器 鞭 : 

定理 9，( 更 梢 密 的 第 二 分 解 定理 》 如 果 东 忆 中 答对 株 米 到 算 子 
4， 那 末 空间 总 可 以 分 解 需 首 衢 环 子 空间 
、 R= 上 +L+…+，, 
使 得 让 子 空间 了 荆 ,， 上 2，…, 上 的 最 小 区 项 式 序列 灿 ( 和 (17 册 ( 和 ) 
中 ,每 一 人 多 不 二 入 其 接 -人质 际 间 、 ee PN eh) 

Ee 19", 内 汪 各 信和 作 击 名 了 和 有 六 机 站, 
过 一 共 底 中 速算 子 所 栓 出 的 矩 际 /是 策 -- 种 自然 法 式 。 迁 一 算 陈 篇 
所 子 沁 算 子 肪 所 唯一 厅 定 : 荆 中 当 角 入 上 请 子 块 的 特 繁 多 项 式 是 运算 
子午 的 站 区 因 式 。 

定理 9， 在 每 一 个 相似 短 泪 类 中 (元 素 在 下 中 ) 都 有 一 个 且 彼 有 
- 一 借条 限 bi 人 了 中 当 为 要 上 站 卫 才 的 特 缴 入 


项 式 加 所 时 询 


由 (5 少 式 我 们 已 称 知 道 天 个 相似 短 隧 有 相同 的 不 变 因 式 。 现 在 候 
珊 , 相 反 的 ,两 个 元 素 在 天 中 的 短 溥 4 擂 旦 有 入 司 的 不 如 因 式 。 因 知 
短 障 篇 所 予 的 导 些 不 杰 因 式 所 给 一 修 定 ;所 以 币 个 短 了 4 和 与 都 
同 注 -个 相似 ,因而 彼此 相似 。 注 样 一 来 ,我 们 得 到 次 之 究 断 ; 

定理 J0. 需 了 使 得 元 素 在 玉 中 的 雨 详 乱 陈 相似 的 充分 必要 休 件 
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基 示 更 个 矩 际 有 相同 的 不 变 因 式 @ 。 

寻 ， 脖 算 子 几 的 特征 多 项 式 4 0) 恰 DD,( 入 重合, 故 等 从 全 部 不 焰 
因 式 的 乘积 : 


了 向 一 由 (64) 
但 让 (和 是 整个 空间 关 认 4 的 最 小 多 项 式 , 就 是 说 由 (44) =0, 故 


由 (64), 有 
4(A) =0。 (65) 


得 样 一 求 ,我 佰 同 时 得 出 了 赫 密 誉 -山菜 常理 ( 罕 考 第 四 章 ，8 4)。 

每 一 个 迎 性 汪 算 子 ( 每 一 个 短 陆 都 踪 合 他 的 特 微 万 程 。 

在 和 4 中, 分解 多 项 式 页 人 加， 右 (，… 大 (人 需 域 瑟 中 不 可 锡 
因 式 的 浅 稿 : 

hh = Ep OI [pe Ml ps (NO) 1®, 


$e = [mI Tp I ga) JY, (C0 Ph C68) 
Dt 下 一 十， 3 re ' 


Bt) = Ep CJ Epa 人 [eof 
我 们 得 到 第 三 分解 定理 。 在 (66) 式 右 季 中 每 一 个 有 非 零 方 次 的 袖 次 对 
应 共和 革 一 分 解 式 中 一 个 不 网 子 空间 。 

由 (63) 知 所 有 不 等 航 1 的 瞧 次 [gC3)]”*， [gp(h)]， [CN] 
性 呈 T， 3，.…, 8) 是 运算 子 由 (和 矩 阵 4) 在 域 天 中 的 初 亲 因子 (次 考 本 季 
1)。 

喧 榜 一 来 ,我 们 得 到 了 次 之 第 三 分 解 定理 的 更 精密 的 说 法 : 

定理 11， 各 果 在 城 及 上 向 县 空间 尼 中 答 予 了 独 必 速算 子 4 六 
来 豆 可 以 分 解 需 谋 循环 子 空间 ， 其 最 小 多 项 式 是 运算 子 44 在 域 在 中 
的 初 设 因子 。 

地 

R=+" .+ 《67) 
是 定理 中 所 答 出 的 分 解 式 。 以 ee",…, em 知 产 生地 从 并 了 17,…， 
各 或 者 (同样 的 ) 有 有 相同 的 在 城 瑟 中 的 和 楼 因子 。 
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1%m 的 向 量 且 和 从 过 此 子 空间 的 “循环 "基底 构成 整个 实时 的 基 诡 
e', Be (68) 

不 识 香 山 , 在 基底 (68) 中 澳 麻 内 过 算 子 4 的 短 陈 Zr， 与 短 阵 五 

一 样 ,有 谁 对 角形 

了 《1 (69) 
其 对 角 久 上 蒂 子 块 熏 算 嘲 5 中 学 块 (47) , (48) 等 等 有 相同 的 精 稳 。 查 
是 避 些 对 和 角 儿 上 子 韦 的 特 微 多 项 上 不 是 运算 子 和 的 不 炎 因 式 而 是 其 
初 玫 因子 。 知 阵 1 是 第 二 种 自然 渤 式 ( 敌 券 § 冲 )。 

我 们 得 到 定理 1 和 的 男 一 设法 : 

定 更 11'， 到 樵 ( 域 玉 .上 ) 尼 中 每 一 个 和 性 速算 子 和 4 都 有 四 樟 的 
基底 存在 ,在 注 一 基 底 中 所 子 泌 算 子 的 短 师 荆 : 是 第 二 樟 自 然 法 式 ; 而 
且 其 半角 入 上 庄子 瑰 的 特 汶 多 项 式 是 运算 子 4 在 成 五 中 的 初 航 因 子 。 

着- 一 定理 有 次 之 和 隧 的 说 法 : 

定理 IE 元素 在 域 中 的 短 洋 4 常 民 有 第 二 种 自然 法 式 的 短 障 
了 1 利 似 ， 三 Ltr 中 冉 角 称 上 许 子 - 境 的 特 微 多 项 式 是 矩 陈 4 的 初 炎 因 
下。 

定理 11 以 及 熏 之 有 关 的 定理 11' 办 11" 在 某 种 音义 上 基本 赣 的 。 

山 R= "+ 
篇 空间 下 对 不 可 再 行 分 解 的 处 甸子 空间 的 任 -- 分 解 式 。 那 末 杭 据 定 
理 7, 子 空间 了, 24",… ,了 是 循环 的 而 其 最 小 多 项 式 篇 域 丰 中 不 可 
多 多 项 式 的 天 次 。 薪 座 计 些 玫 如 ,如果 必要 上 暑 添 上 一 些 方 次 需 脖 的 办 
次 ,可 以 户 舌 

[全 Ce， 


[pr pa] [PCD (0 >h>0) 人 
HF ==], 2, ,2 fn] 


m3 》 tm Je, | 0 


名 ”在 教 站 ,5 … 5 中 至 少 有 --* 癸 基 正 的 。 


基 小 多 项 式 位 蔽 第 -… 行 的 攻 子 大 问 的 和 ， 我 们 用 五 求 记 人 他。 同样 
的 引进 五 ，…… 五 甘 乱 表 (70) 中 的 行 数 1。 按照 定理 $,- 子 空间 卫 , 天 
1 是 锌 环 的 旦 其 最 小 多 项 式 册 (%), tis (A) 风 (Gu 篇 C66) 所 确定 . 
此 不 在 序列 吉 人 ) 人 中 每 一 个 多 项 式 壳 其 次 一 个 所 除 


强 。 慎 就 可 以 直接 应用 定理 9 樵 分 解 式 
下 一 五 十 五 十 … 十 二 。 
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根据 道 - -定理 
Wh) =ip th) (P=1, 2, n), 

豆 由 (C66) ,所 有 喘 交 (70)，, 其 方 次 不 答 老 才 , 都 是 运算 于 有 44 在 域 玉 中 
的 争 般 亲子、 种 惊 一 求 , 白 们 就 有 

定理 12. 各 时 ( 域 久 .上 ) 守 间 屁 用 任 -~ 方 法 分 解答 不 能 将 行 分 解 
的 诸 ( 洲 4) 不 秋子 空间 , 那 末 到 些 子 空间 的 最 小 多 项 式 是 迷 算 于 和 4 在 
域 玉 中 的 全 部 初级 因 工 。 

我 们 膛 要 答 巴 … 悦 相抵 的 矩阵 设法 : 

定理 12 .在 每 -个 《( 光 淡 在 下 中 ) 析 似 短 阵 类 中 息 有 - -个 (不 放 
对 人 角 铬 上 请 子 地 的 先知 次 序 ) 有 第 二 种 自然 法 式 的 知 阵 To 存在; 其 革 
角 牺 上 潢 于 韦 的 特 微 多 项 式 基 沪 -: 类 中 任 一 短 陈 的 初级 因 二 。 

识 分 胡 空 入 屋 篇 雨 血 (对 和 4) 不 构 的 子 空间 

R=L+L. 

把 五 愉 二 的 每 一 个 分 和解 广 诸 不 能 再 行 分 解 的 子 空间 ,我 们 就 得 出 吏 届 
空间 召 对 不 能 再 行 苍 解 的 子 空 肖 的 分 解 式 。 国 帮 , 祖 据 和 定理 12, 我 们 
得 出 : 

定理 13， 如 果 分 解 忆 篇 半 过 算 十 和 不 杰 的 庄子 空 条 , 那 来 把 在 
适 些 不 识 子 实 间 的 每 - -个 中 巡 算 半生 的 初级 因子 合 们 在 一 敬 就 答 卫 
了 如 中 溃 竺 子 4 的 他 部 初级 因子 。 

得 个 定理 有 次 之 算 陈 的 划 法 : 

定理 138'、 浴 尘 角 形 撼 阵 在 城 丈 中 的 全部 初 般 因 坟 可 以 由 合计 其 
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革 角 积 上 沸 子 毛 的 补 胡 因 子 来 得 出 。 
我 们 常常 应 用 定理 13' 来 实际 求 出 短 乔 的 初 家 因子 。 


$7. 答 阵 的 若 唐 法 式 


设 还 算 子 业 的 特 徽 多 项 式 40) 的 全 部 根 都 在 域 乒 中 。 特别 的 ， 
如 果 天 是 至 部 复数 的 域 , 过 一 情形 常 能 成 立 。 
在 所 时 芒 的 情形 ,不 构 因 式 狗 图 域 五 中 宁 般 因子 的 分 解 式 可 灸 写 
各: 
人 和) = A A AA)", 
0 Na) (he Pe,., “A 9 


OD pa) Ah) A 
Me 0, 
£1, 2,.…， 虽 
因 乱 所 有 不 绝 因 式 的 乘积 等 谍 特 微 多 项 式 4 入 ,所 以 (1 了 中 的 和 为, 和， 
和 其 特征 和 多项式 40 的 所 有 不 同 的 概 。 
取 任 一 初 条 因子 


CT) 


(ho)?; (72) 
此 和风 加 是 数 入 hoy… ,加 中 的 基 一 个 ,而 了 篇 方 闪 53， dd)"…'， 卫 =1,， 
3 人 中共 一 个 (了 等 谎 雾 的 ) 数 。 
迁 一 初级 因子 对 应 冬 牙 解 式 《67) 中 一 -个 确 守 的 循 醋 子 空 岩 巨 日 
以 e 记 产生 远 - 一 至 关 的 向 是 。 必 一 ia 并 就 篇 过 个 向 量 e 的 最 小 多 项 
式 。 
讨 诅 疝 量 
= (A re, em (di EB) 0, C= 6, 《73) 
向 最 eyes，…，e: 是 穆 性 插 关 的 , 因 乱 再 则 将 有 次 数 < 的 篇 向 
量 e 的 化 雷 多 项 式 存 在 ,而 让 是 不 可 能 的 。 更 在 我 们 注意 ， 
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——— 


CA—iB ee =0, (AE em—e,'', CA—hB)e, = 2,_1o (C74) 


或 
Ape, = 0 4 三 6, 一 oo 十 好 1 和 .4e, 一 Mes 二 ,1 a (75) 


有 了 等 式 (75) ,不 又 计算 出 肖 状 共 底 (73) 尘 应 让 了 中 违 算 子 作 的 
短 障 。 汪 介 短 陈 有 有 立 之 展 状 : 


| 1 D 0 
0 wl1.-.-.0 
.| NBLHO, (76) 
| 
0 0 Q ” Ao| 


其 中 加 中 入 Pp 般 么 短 阵 , 而 瑟 站 知 一 了 般 短 阵 , 位 从 其 第 --“ 上 尘 角 尹 ” 
上 的 元 素 双 等 奏 1 而 其 儿 的 元 来 全 等 冷 圭 。 
适合 等 式 (75) 的 称 性 扰 关 的 向 量 e1, 62,…, 6, 构 底 了 所 请 工 中 向 
蜡 的 车 唐 链 。 和 从 于 空间 了， 了,…, 的 秤 一 个 训 面 取出 的 若 唐 链 枯 
成 尼 中 车 唐 基 底 。 如 果 现 在 记 浇 些 子 空间 的 最 小 多 项 式 , 亦 即 速算 子 
和 的 初级 因子 , 访 
Bh), MA), 你 一 和 wm (77) 
(在 数 ja, je，…， Ms 中 可 能 有 些 是 相等 的 ), 下 未 在 若 唐 基底 中 财 厅 让 
运算 子 和 4 的 短 阵 了 将 有 天 之 兴工 角形 : 
一 {MH IF HY,, on 二 五 wo iv。 ， 如 再 呈 十 五 人 po a (78) 
至 锥 矩阵 7, 我 们 鹃 他 是 车 唐 法 式 或 箭 称 若 唐 式 。 如 果 已 知 还 筑 
子 筷 在 域 下 中 的 初 般 因 子 , 而 合 右 特 微 方程 4(%)=0 所 有 的 祖 ， 
那 末 立刻 可 以 算出 短 备 了。 
任 -- 短 里 志高 熏 考 唐 法 式 短 阱 相似 , 炙 即 畦 锥 任何 甜 重 4 党 
有 着 和 样 的 满 秩 算 阵 了 (| 了 | 关 0) 存 在 ,使 得 
d= 了 TAIT 
如 果 这 算 子 4 的 所 有 初 角 因子 都 是 一 次 的 ( 亦 栈 有 在 汪 一 情形 )， 
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若 唐 法 式 是 一 个 峙 角形 年 阵 , 卫 在 这 一 情形 我 们 有 : 
A= Th, ha Ma TT, 
和 焉 榜 一 来 , 何 性 过 算 子 和 是 音 构 的 (大 性 第 三 章 ,，$ 8) 充分 必要 人 条 
件 ,是 逐 算 半 4 所 有 初 季 因子 都 县 穆 性 的 ， 
粮 予 等 式 (73) 所 定 出 的 向 量 @1 6@、…-, er 以 相反 次 序 的 序数 : 
y=e, #1 (Be,…, 
8 =e = Mm) Te, (79) 
那 末 
如一) 加 )B 一 有 (由 一 和 0 可)8 一 有 《一 和 五 18 一 个 ， 
赦 有 
gi — Nog 2 Ags = ht Tas A = Nog o 
向 量 (79) 构 成 分 解 式 (6 让 中 六 麻 蕉 初 裔 因子 外 一 0)? 的 循环 不 名 
子 空间 了 的 基底 。 在 过 个 基底 中 ,容易 看 出 , 违 算 子 4 渔 应 扒 香 阵 


Aio 0 0..-.0 
1 i 00...，0 


] 0 1 和 

I0 6. % 
演 座 向 量 (79)， 我 们 议 他 们 构成 庙 量 的 低 车 唐 链 。 如 果 在 分 解 式 

(6 站 的 子 空 昌 攻 ， 的 等 一 个 囊 面 都 到 向 量 的 低 老 唐 链 ,， 那 

未 由 得 些 链 构 下 人 改 壤 唐 基 底 , 在 获 一 基底 中 爱 算 子 4 湖 麻 苓 准 对 角形 

甜 阵 


Ti (MBPT FP, MBen Fed, NEO Fd}, (80) 
至 准 短 障 J1, 我们 吕 他 是 一 个 芍 若 唐 式 。 需 了 奥拓 阵 (80》 有 所 高 
别 我 们 有 时 称 甜 阵 (78) 答 高 若 唐 短 陈 。 
攻 样 一 来 , 任 -矩阵 4 常 可 办 某 一 高 若 唐 短 陆 或 某 - 一 低 著 唐 短 于 
相似 。 


和 


2n9 蝶 陈 输 


#S， 和 长 期 方程 的 阿 . 恩 . 克 力 洛 天 院士 岂 换 方法 
1， 加 果 答 予 答 阵 4= laa13?, 那 末 他 的 特征 (长期) 方程 可 窟 篇 ; 


好 41 一 办 可]12 和 Hin 
df = 【一 下 9 Cal ea 一刀 人 an 一 0 (81) 
nl 加 na Ga 一 不 


还 个 方程 的 左 节 是 ”次 特 徽 多项式 4(%)。 愉 了 府 接 计算 这 个 多 
项 式 的 傈 数 需 要 展 需 特 徽 行列 式 | 一 及 | ， 因 埠头 是 在 行列 式 圣 和 角 烷 

tk 元 素 中 出 更 ,对 肉 较 大 的 1 要 消 很 天 好 的 工作 全 ， 

阿 , 轧 , 克 方 消 夫 院 习 在 1937 年 [3 本 中 刺 辟 了 竺 徽 行 烈 式 的 交换 
法 ;其 硅 果 使 入 窗 在 某 一 - 刘 ( 带 行 ) 的 元 素 中 出 现 。 

克 力 洛 天 的 区 和 换 主 要 是 简化 特征 方程 的 父 数 的 评 算 国 。 

在 本 和 节 中 我 情 答 予 继 换 特 徽 矿 程 的 代数 推理 ,元 克 方 洛 夫 的 推理 
有 些 莽 列 旦 . 

我 们 来 旱 论 基 许 篇 6 ez pe 的 ” 厅 间 是 空间 如 与 下 中 称 
性 逐 算 六 好 ,他 是 在 遭 一 基底 中 乱 已 予 给 障 4 二 |emx 上 所 决定 的 。 在 
亚 中 遐 取 尾 一 向 量 之 关 0 日 建 赤 向 量 序列 

AX, Ar, A (89) 

训 在 症 咎 序列 中 前 2 眉 向 量 作 ,4%w,…, AY-!w 粮 性 扰 关 ,而 第 

Dp 十 1 个 向 量 44' 侈 是 混 榈 向 量 的 穆 性 租 合 : 


从 ”我 全 记得 ,在 J 中 37 的 你 数 等 稚 ( 趟 让 符 误 ) 捧 陈 .1 中 所 有 "7 一笑 主子 式 的 和 
二 1 2 浊 样 一 来 , 当 %=6 时 莫 了 点 接 守 遍 J0) 中 大 的 傈 数 世 经 需要 群 筑 二 个 五 
灯 行 列 式 ,而 对 於 必 的 各 数 可 计算 巧 个 四 级 行 出 志清 妊 此 类 。 

六 当 巩 基期 万 程 余 摘 的 阿 . 恩 . 才 力 党 大 方法 的 代 喜 从 析 胡 面 有 …- 爱 列 的 研 竹 工作 
[S63, 6; L105, 0606，1D05] .。 

号 隔 , 轩 . 殉 为 洛 大 众 全 有 +: 个 常 保 台 微 季 方 程 的 大 各 类 的 对 奖 出 发 来 得 出 他 的 克拉 
方法 。 壳 力 将 大 推理 的 代 副 形式 可 以 在 ,例如 ，8lia, 600], 或 寄 -29], $21 由 找到 。 
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ArR= oR Ad de, (33) 
或 
其 中 
Bf 和 一 2p 十 oa 和 -1 二 -十 og (C885) 


序列 (8 中 以 德 的 所 有 雍和 人 向 量 亦 可 经 汪 一 序列 中 前 加 栅 向 量 粮 柱 
表 出 介 。 证 榜 一 来 , 在 序列 (8 儿 中 有 2 个 禄 性 手 央 的 向 量 , 而 时 序列 
(83) 中 关 姐 有 极 大 个 数 的 庄 物 性 所 天 向 量 常 可 了 人 解 盘 序 列 的 前 2 个 向 
量 。 

多 项 式 zp 以 ) 是 汶 於 运算 子 丰 向 量 完 的 最 小 (化 堵 ) 多 项 式 【《 玲 兰 
DD。 阅 , 思 , 呢 力 党 夫 的 万 法 是 定 出 向 量 2 的 最 小 多 项 式 的 有 效 方 
法 。 

我 们 分 两 种 不 同 的 异形 求 讨 花 : 正 区 情形 ,此 时 9” 与 特殊 情形 ， 
此 脏 之 n。 

多 项 式 V( 人 是 整个 空间 姑 自 的 最 小 多 项 式 溃 (各) 的 因 式 , 而 站 人) 
叉 是 特 微 和 多项式 4 和) 的 因 式 。 芍 gl) 恒 篇 40 的 固 式 。 

在 正则 情形 中 ,名 (和 与 ( 罗 有 相同 的 次 数 n, 且 因 其 首 项 傈 数 是 
相等 的 ,所 以 遐 些 多 项 式 重合 。 潮 样 一 来 ,在 正则 情形 

A = gh), 
故 在 正则 情形 吏 力 涪 夫 方法 灰 时 算 特 微 多 项 式 4(%) 的 保 数 的 方法 。 

在 特殊 情形 ,有 如 我 们 在 下 面 所 看 到 的 , 克 力 说 夫 方 法 没有 共和 可 
能 性 来 定 册 4( 避 而 在 通 一 情形 他 和 罕 是 乍 出 44 的 困 式 一 一 多 项 式 
Pp) 

且 ?x 妹 性 天 出 。 但 用 (433), Px 可 强 疝 量 xp dlx 名 性 汇 贞 。 故 对 4n+lx 我 们 
得 上 由 类 和 侯 的 崎 示 式 。 相 向 晤 1x 的 表示 式 上 降 用 运算 子 如, 我 全 订 招 481 人 来 经 mi 


A 时 rn-i1x 先 性 洪山 1 缚 如 此 频 。 
全 yt) 十 朱 障 4 的 最 小 和 多项式。 


和 -一 -- 一 一 一 


在 狂 述 殉 力 治 夫 构 换 时 我 们 以 &, 3，…，! 写 疗 量 守 在 所 于 上 是 底 
81, 62， :Br 中 的 坐标 和 而 以 x Bb， 站 所 间 莉 全 之 的 华 概 二 一 十 
2，…， 他。 

2， 正 旭 情 形 : p 一 n。 在 表情 形 向 量 作 ,4%，…， A”! 糠 性 和 
并 ,而 且 等 式 (88), (84),(85) 有 形状 
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AT= oT A A (86) 
或 
4AtA)TE=0, 【87) 
其 中 
i (S38) 


向 量 代 , 42 4 各 性 手 关 的 条件 可 以 解析 的 窟 需 ( 大 考 第 
三 重生 : 


三 b= 
三 了 bi i 、 
Mi= 光 D , (S09) 
hm1 br "* br_1 
讨 座 由 商量 完 , 4 4 的 坐 灶 所 构成 的 短 峭 ; 
a 5.-... 1 
区 bd 1 
a 《90) 


Gut Beh 
他 Dn i | 
在 正 姑 情 形 症 个 短 阵 的 秩 等 於 *。 汪 眉 短 阵 的 前 %2 个 行 入 性 揪 天 
而 最 惩 一 行 , 朗 第 ”十 奔 行 ,是 前 ? 行 的 狐 性 组 台 。 
由 短 陈 (90) 诸 行 间 的 相关 性 ,我 们 可 以 按 向 最 等 式 (86) 以 含有 部 
伴 犯 量 等 式 的 相抵 的 组 
TO 1 
一 名 一 站 rp_1 交 1 一 …: 一 的 训 _ 1 bn, (91) 


—ont— on = 
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从 避 刁 仿 方 % 仙 名 性 方程 的 鼎 程 粗 ,我 们 可 以 队 - -的 友和 害 所 求 公 
戴 呈 ;00; 一 ;4 全 串 蝗 所 得 出 的 值 代 进 性 中 中。 证 -~ 个 突 (53) 策 (91) 
式 滑 去 Oy Oy Cn 的 浓 去 法 可 以 化 党 当 玫 的 形式 。 篇 此 病 (388) 丘 


(9 了 篇 
Lr 一 品 ， 
Pain 十 六 十 … 十 百 。 TH Baro 一 站 
es (ao=1), 
ton on 一 已 ， 


TA = 
因 篇 渤 一 力 程 粗 有 % 十 I 候 方 程 器 nn 二 1 候 求 知 景 o0, 3,…' ,an 儿 有 非 
替 解 人 ao 一 六， 所 以 他 的 傈 数 行 列 式 应 芝 等 谎 雳 : 


i 他。 了 名 
6 六 7 D1 Db, 
mr | 二 让 , O98 
t hy 轩 二 者 提 潮 | bn_1 i, ( ) 
1 和 er A dd) 
因此 ,将 行列 式 (92) 尘 主 半角 称 按 畏 德 ,我 们 定 出 44) : 
在 Br 了 于 
py nn i 页 


WA | (93) 


oa beh A 
Cs bb, ha” 
其 中 常数 因子 六 和 坊 避 的 式 所 聊 定 , 故 不 每 般 需 。 
悟 等 式 (93) 表 示 一 个 克 力 洛 夫 罗 换 。 在 位 巩 吉 一 恒等式 吉凶 的 克 
力 党 涉 行 询 式 中 ,入 条 在 其 最 和 钱 一 列 的 元 素 中 出 更 而 站 一 行 刘 下 的 其 
许 钱 元 素 者 奥 和 手 关 。 
圭 ” 在 正 有 情形 整个 空间 天 是 ( 济 到 算 子 4) 循环 的 。 如 果 讽 取 
癌 量 父 ,， 41， pn 4 宙 作 过 基底 , 那 末 在 迁 一 此 底 中 有 运算 子 4 针 应 


从 由 共 (89) 式 着 一 租 的 行列 式 不 等 蕉 窒 。 
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0 0-...0 一 mm 
名 一 


本 =- ， (94) 
‘0 -aa 
0 1 a 
麻 用 满 秩 炙 换 短 陵 
1 
a (95) 
0 
化 康 来 的 基底 el es Bn 需 基 底 风 ,4 由 出。 
此 处 
A=TAT™?, (96) 


3. 特殊 情形 : p<m 。 在 光一 情形 向 是 Y， 4 …， 4A" 2 术 性 相 
天 ; 故 有 


al Oa Pn 

等 式 (93) 是 在 条件 开关 0 时 求 担 的 。 但 各 一 等 式 的 璀 季 者 是 人 伍 
淮 数 z， 3,…, 18 的 整 有 理 旷 数 。 故 "由 连篇 性 的 推 完 知 等 式 (93) 沉 
型 =0 时 亦 能 让 立 。 但 此 时 在 展开 死 力 洛 夫 行列 式 (93) 和 后 ,所 有 傈 数 们 
等 於 需 。 仁 榜 一 来 , 在 特殊 情形 (Pp 一 mm) , (93) 式 沟 坑 党 无 音义 的 恒 等 
式 0=0。 
0 
甘 曙 2 和 人 一 1 0， 码 是 矩 了 芋 的 元 满 生 一 1 2 je 
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一 


讨 葵 由 向 最 人 %, 4 …， 站 中 的 坐标 所 楼 成 的 算 阵 : 
sy Be.. 1 


(97) 


[| 


ws be 
过 个 甜 阵 的 薛 等 於 刀 上 且 其 前 2 个 行 称 性 无 明基 最 后 的 即 第 2 十 1 行 是 
傈 数 需 一 a， 一 oz-1 一 ad 的 前 2 钻 行 的 称 性 租 合 [ 姿 考 488)] 。 逢 
2 个 举 村 ,2，…:， 中 我 们 可 以 阔 取 2 个 坐标 ,了 了,…, 刻 使 得 由 向 量 
2 4 4 的 遭 些 坐 宗 所 租 成 的 行列 式 不 等 谎 霉 : 
oo fh 
M*=|et fi hh |y0, (C98) 


二 


Cop—1 foi hp 


再 者 ,由 (83) 推 知 : 
一 好 一 下 1 人 一 一 Wi tp, 
af ifi— f= fp, (99) 


—aph a i 0 hp hyo 
得 时 一 租 方程 唯一 的 砍 定 多 总 式 VC (向 量 人 2 的 最 小 少 项 式 ) 的 傈 数 
oay aa apu 曙 正 胁 情 形 完 全 相关 位 的 (下 是 换 和 nn 篇 2, 换 符 占 ,7 了， 
和 符 呈 我 们 可 以 从 (85) 于 (99 消去 oy, oa，…, oy 县 
得 出 次 之 天 认 2 的 肥 式 : 


= 
有 人 | a {100) 


Cp-l fo ho MY 
ep Fo hy Mn 
.最 熏 我 们 来 天 明 呈 样 的 问题 , 六 礁 怎 样 的 短 障 4= lamxl? 和 与 怎 
棣 焉 取 原始 的 向 量 风 , 或 咨 同样 的 ,起 榜 园 取 原 姑 的 准 数 4, 8,…, i 使 
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其 成 乱 正 妈 情形 。 
我 们 已 好 看 到 在 正则 情形 有 
ACN) SES) P(N) 

竺 微 多项式 4 丙 量 小 各 项 式 的 重合 ,表示 竹 汗 4= |awl? 没 有 
雨 个 补 航 因子 和 有 同 -的 特 徽 数 , 让 即 所 11 杆 般 因 于 都 页 南开 完 ， 在 4 
基 单 构 短 障 的 情形 , 遂 一 条件 哑 次 之 条件 等 价 , 就 是 和 矩 障 44 的 特 微 方 委 
没有 多重 和 视 。 

多 项 式 册 (起 恰 p0) 重 合 ,天 示 所 址 取 的 作乱 向 最 汉 的 向 最 , 产生 
〈《 糙 助 於 运算 子 44) 整个 空间 吾 。 根据 8$3 的 定理 2, 证 种 向 最 常 能 存 
在 。 

如 果 打 件 4C3) 三 gh%) 不 能 适合 , 那 末 不 管 怎 柑 半 到 向 量 宽 关 0, 我 
全 不 能 得 出 和 多项式 4 , 因 沪 由 殉 力 请 决 方法 所 得 出 的 于 项 式 P( 思 号 
(0) 的 固 式 ,在 我 们 所 计 论 的 情形 水 以 ;不 鼻 多 项 式 4(%) 重合, 而 萄 是 
他 的 一 个 因 式 。 列 本 向 量 ; 我 们 可 忆 用 的 任 一 因 式 作 需 
ph) OD, 

本 人 区 各 有 全 的 桔 果 进 篇 次 形 定理 : 

以 行列 式 (9 Cos) 的 的 表示 式 ， 充 4 充分 要 的 是 通信 次 之 刘 个 条 件 ， 

I 敌阵 4 的 友和 家 因子 雨 两 五 千 。 

2” 原 类 的 驮 数 4， 15 :1 是 向 最 妈 的 玲 模 ;过 康 和 (村 助 外 与 类 
纯 4 相亲 应 的 有 运算 子 4) 区位 闻名 

在 一 般 的 情形 ， 下 . 充 力 洛 夫 加 光绪 务 台式 和 的 某 一 个 因 式 

ge 当 全 了 演 个 因 式 24 是 玲 杯 往 (a, 38，,…, 站 的 癌 最 2 的 基 小 多 项 式 
《sz 5 需 克 力 洛 去 敬 换 中 原始 套数 )。 
55， 我 们 来 指 上 如何 求 得 任 一 特 徽 数 和 所 半 应 的 特征 向 量 9 的 坐 


间 ” 双 考 ,例如 , [606 ,起 大 。 
委 ” 沽 一 司 件 的 层 本 形状 是 两 wy， dx 后 x 入 性 悉 关 ,其 市 w= (Ca, Be 
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标 , 其 中 入 蚌 由 克 力 洛 关 网 换 所 得 出 的 多 项 式 wg 的 板 息 。 
问 量 # 关 0 崖 在世 之 形状 中 找 央 : 
y= ALT 二 A (C101) 
把 8 的 各 个 表示 式 代 进 向 量 等 式 
.429 一 和 多 
且 利 用 (10 了 DD 式 , 我 们 得 出 : 
Ut 
TE Cao 2 di = 
= EtenAR+ TA), (109) 
故 知 ,天 0, 因 往 由 (10 ,等 式 6, 一 0 将 答 予 疝 量 定 4， 
六 昌 的 移 性 相关 性 。 以 和 锐 我 们 取 $=1。 那 末 由 1!10 纺 我们 得 出 : 
Ey = Eri hls oa Es hE a 1 
名 一 和 ofs 十 op-1 0= M+ a, 。 9) 
这些 等 式 的 前 了 了 个 昭 次 定 出 厨 , 1; …; 提 (向 量 允 在 “新 ”二 底 光 ， 
对 中 的 坐标 ) 的 值 ;最 后 一 个 等 式 是 愉 前 讲 等 式 借 关公 式 
A8TFonMe 十 -… 十 % 一 0 所 得 出 的 请 果 。 
河 量 y 在 原 基 底 中 的 坐 棋 a ,5 ，…， ?可 以 利 (101) 推 出 的 葡 庄 
公式 中 求 得 : 
@ = tp 
0 = ED ED (104) 


P= Teh Ep eo 


人 情 工 . 

对 独 者 推 芳 次 之 计算 格式 。 

在 所 予 起 务 和 下面 党 出 的 一 个 行 基 向 明 = 的 坐标 : a, Dp, -…, 1 。 道 些 堵 蚌 任意 糖 予 的 
( 陵 有 一 个 限制 : 在 送 毕 数 中 至 小 有 一 个 移 不 等 稚 稚 ) 。 在 行 <， … 7 下 面 蜂 上 行 生 ; 如 ， 
让 即 向 旺 帮 x 的 坐标 。 数 号 如 …, 身 可 以 由 顺 次 科 行 4;5，…, 1 以 所 于 起 障 4 


生 ” 腑 下 所 时 区 的 故 痊 对 苓 正则 情形 7 二 "或 特殊 情形 了 < 都 能 成 立 。 


2 人 0 由 曾 论 


的 行 来 得 出 。 往 划 a1 二 am8 十 三 下 十 -十 ply 本 一 1 十 Ga 动 十 一 十 oa 诗 基 此 类 :在 行 
ay BT 站 下 而 演出 行 aa; 83; 请 如 此 狂 。 所 营 册 的 每 - :个 行 , 侨 第 二 行 开 始 , 部 是 
由 路 次 乘 其 前 价 的 行 以 所 手指 陈 的 行 康 香 出 的 。 

在 给 障 上 面 的 一 行 是 行 的 控制 和 。 


s 8 -I10 -8 
3 -1 -4 2| 
4 ?| 
2 -1 -83 2 
| 1 3 —1 a 六 世 
ee i 
Ax 2 5 1 3:J1i-1; 
A2x 3 5 2 23 1.-1: 
Aix 0 9 -ff 5, 1 1i 
Aix 5 9 4 4| 
y 0 8 0 4 
0 2 0 1: 
1 0 -4 0| 
!: 1 0 1 0 
所 子 的 情 疹 基 正 则 情形 , 因 坊 
11 00 
2 5 13 
灯 二 =-166 
3 5 22 
ID 9 一 人 & 
遍 力 洛 夫 行列 式 有 彩 状 
11 ool 
2 5 18% 
1640)=[$ 5 2 3 22|。 
0 9 ~1 5 和 
5 9 生生 入 


有 诺 朋 过 俩 行列 式 且 葛 去 一 16, 我 习 采 得 : 
d= 2 
以 二 和 十 起用 x 十 后 半 到 十 夺 生 3 如 区 麻 盐 特征 数 知 = 的 柴 附 4 的 等 役 向 基 。 我 伯 
用 择 式 (10 引 来 求 出 灿 纪委 ， 井 ， 避 4; 
=i1, 各 二 10 十 年 一 二 =i0—2=—1h=-1. ,0=—1。 
最 重 的 脸 算 等 式 -1 和 十 1=0 基 于 合 由。 
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我 个 把 所得 出 的 骨 间 ,和 ,与 总 窜 在 一 企 囊 向 明 列 x, 44x， 村， sx 平行 的 垂直 询 
上 面 。 埠 列 是 总 5; 晤 性 列 easy 4 我 倍 得 出 向 恒 # 在 原 基 碟 @1 63 入 的 弟 
一 个 举 标 ; 同样 的 可 愉 得 出 如, 0， 。 我 们 就 得 时 了 库 量 六 的 开标 ( 疝 去 土 之 稚 ) : 0,2， 
ny 41。 同样 的 定 刷 对话 认 特 答 鼓 0 二 一 工 的 特 微 向量 = 的 符 杏 1 0 10。 

条 省 , 根 堪 (984) 坊 (95) 


二 = 了 TAT-1, 
0 0 0 -1 1 328 0 
北 申 广 _ 100 1 1 1 5 9 
0 10 gal’ 帮工 让 一 1 
O01 mn 口号 2 5 
请 3. 和 守 葵 向 一 短 跟 4, 但 是 取 贡 4 二 1 为 =0 0 二 0, 一心 作 起 原始 灼 艇 。 
呈 "0 ~ 
3 1 -和 2 
4 二 名 3 一 号 一 4 
2 -1 -8 2 
i 3 -1 -3 
x=ea il 恬 心 必 
Ar :3 纪 | 1 
Ax il 4 0 2 
Aix i3 6 2 8 
但 在 所 了 予 情形 
TI10D 
jy 3 2 21 _p 
1 403 
3 6B 3 全 


丽 了 二 3。 我 俏 得 出 特殊 情形 。 
取向 县 wy x dx dw 的 前 三 个 坐标, 寅 训 力 治 夫 行 列 式 坊 
1001 
3 2 2 % 
1 40 咎 
8 6 2 % 


已 


慑 肛 近 和 候 行 列 式 日 灼 去 一 8, 我 个 得 出 : 
于) 二 各 一 知 一 A 二 1 二 (一 1)2(% 十 1)。 
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战 束 得 三 个 特 营 车 : A 二 1， »e=1, Mn 二 一 二 总 茜 四 个 特 微 数 可 以 由 所 有 特 航 炽 之 和 备 就 
给 阵 的 过 屿 洽 一 巾 件 来 得 出。 他 有 SPpd=0 改 得 和 三 一 Tc 
上 述 例 子 褒 明 , 在 应 用 党 力 洛 夫 沪 法 上 时 ,中 次 雹 出 算 淹 


la | 
司 芽 D1 站 
ta but C106) 


dp 


的 行 ,应当 注意 所 得 出 的 答 了 衣 秩 ,使 得 在 第 一 个: 秆 陆 中 党 2 十 1 个 行 } 
出 现 的 行 篇 其 以 前 许 行 的 镶 性 得 合 时 部 行 停 让， 秩 的 定义 和 与 已 知行 列 
式 的 计算 有 天 。 此 外 ,得 出 93 或 民 00) 型 的 殉 力 党 去 行列 式 德 , 计算 
已 知 个 jp 一 1 袖 行 列 式 ( 在 正 甩 情形 篇 % 一 1 级 行 刘 点 ) 和 把 他 按照 景 德 一 
列 来 展开 。 

亦 可 以 记 接 稀 方程 姐 (81) [或 (99)] 定 出 公车 ,oo，… 来 代 逢 殉 
力 社 夫 行 列 式 的 帮 开 ,此 时 可 用 什 一 有 效 的 大法 求解 出 和 过 个 方程 租 , 例 
如 用 消去 著 来 解 他 ， 这 个 方法 亦 可 以 直接 应 用 到 短 阵 

uu bo--7 1 


(108) 


和 


和 


钢 四 克 力 洛 夫 方法 环 得 出 对 应 行 相 平行 的 来 应 用 他 。 那 末 我 们 就 干 须 
计算 任何 行 烈 式 而 发 时 的 发 现 短 障 (103 中 与 其 前 谢 行 称 性 候 肝 的 行 。 

我 们 来 予以 详 夺 的 襄 明 。 在 短 陡 《106) 的 第 一 行 中 园 取 任 一 元 素 
c*0 卫 利 用 他 来 使 得 位 座 他 下 看 的 元 素 c 多 篇 泛 ,是 即 从 第 二 行 沽 去 
第 一 行 届 号 的 乘 稿 。 再 在 第 二 行 中 园 取 任 一 元 素 户 0 LL 利 用 元 素 
c 仁太 使 元 素 o 与 产 都 变 需 雾 ， 凋 标 如 此 进行 旭 。 肖 征购 换 的 结果 


吉 元 来 5, 并 ，… 未 用 在 舍 有 > 的 攻克 的 最 鹤 一 列 中 滤 了 到。 
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使 在 短 阵 (106) 最 熏 一 列 中 换 短 次 外 篇 次 区 项 式 gu( 入 一 敌 二 … 
(F=0,1, 2...), 

因 篇 洛 阶 任何 经 过 我 们 的 独 换 德 , 四 短 障 (40 人 的 前 个 行 洪 前 
2 侦 列 所 握 成 的 短 障 的 供 , 薄 乱 多 动 , 所 以 轻 通 继 冤 僵 ,， 证 桐 炬 阵 的 第 
2 十 1 行将 有 次 之 形状 

0, 0 0 9 
进行 我 们 的 构 换 座 不 多 瘟 次 之 克 力 党 夫 行 列 式 的 值 
c Fe: hk 1 


a =— MM*o(A), 
Cpoy fp-i ht MT 
cp fo Oh 
Bi 
Mp =0 Gt) {107) 


苹 郎 9 9,( 加 就是 所 要 找 册 的 p60): g, (三 p00)。 
推荐 次 之 简化 方法 。 在 甜 障 (106) 中 得 出 第 记 个 狐 过 杰 换 的 行 
Ql Okly sy Dit TriCh) (108) 
以 后, 下 面 的 第 + 和 行 可 由 科 序 剂 a#_1, 下- 及- (而 不 是 原 束 的 
序列 az-1， B64-19 ;如 -以 所 巴 篆 联 的 诸 行 求 得 出 合 。 于 未 我 们 就 下 
得 第 二 1 行 , 其 形状 类 
py Dpy "yh, 和 IPT 
而 在 诚 去 其 以 前 的 诸 行 的 适当 倍 灿 我 们 得 出 : 
QF， 7s hy O(N) 
我 们 所 推荐 的 葡 有 很 少 一 些 杷 动 的 克 力 党 类 方法 (和 恰 消 去 法 相合 
僚 的 ) 可 以 立 列 得 出 我 们 所 关心 的 多 项 式 p(X) [在 正剧 情形 是 4()1， 


办 ”六 住 多 尖 式 FD 办 gi (的 首 硕 代数 都 等 熟 1。 
名 ”简化 法 中 温 有 二 样 的 情形 ,在 笑 换 行 (108) 中 有 一 1 眉 元 寄 符 冷 斜 。 放 梯 半 种 行 
款 柜 隙 并 的 行 是 屋 租 简 质 的 。 
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卉 


障 区 ， 


薄 不 需要 任何 行列 起 的 计算 和 与 家 助 三 程 组 的 解 出 加。 


人 
= 学 
1 1 
1 号 
过 = 一 
1 一 包 
2 1 
0 D 
0 1 
0 3 
0 —2 
-5 ?7 
一 5 0 
一 如 —10 
0 
5 5 
心 心 


一 -~ =- -~ 


1 532 -2 一 必 ] 

| 2 一 入 十 

;一 禾 ? 十 中 [5 十 ?7 科 

1 一 和 2 二 的 十 
5 


— 2 — 124 0%+5)] 


| 庆 一 入 3 十 1222 汪 7 一 于 
:让 一 骨 4 十 1238 十 7923 一 5 [一 5 一 也 十 ra- 


一 我 2 十 扒 寺 站 一 中 一生 3 十 上 223-H72 一 吉 ) 


;35 一 84 十 2578 一 2122~152 二 10 
”一 一 一 


从 ” 霸 阿 , 惹 . 克 力 洛 夫 院 二 的 方法 相 平行 的 我 鸽 已 经 在 利 四 章 中 使 读者 知道 了 德 . 完 . 
污 搂 也 夫 关 部 计算 特 微 多 项 式 的 保 数 的 方法 。 德 , 克 ,法 津 也 大 的 方 注 比 克 力 洛 天 的 方法 需 
要 鞍 字 的 央 算 , 但 其 法皇 也 天 的 方法 过 需 普遍 , 站 他 豆 面 溉 有 特 狐 情形 。 镶 者 洲 医 注意 朵 ， 
事 . 巡 尼 束 夫 斯 基 的 很 有 效 的 方法 [68]; 寻 可 黎 考 [ 8 ], 287 一 292 赤 , 阅 证 宰 交 [59] 王 名 老夫 


[29], $34。 


第 八 章 ” 乞 阵 方程 


在 导 一 章 真 丽 ,我 们 讨论 在 短 障 洽 及 其 砍 用 的 各 种 网 题 中 滔 到 的 
夭 隋 方程 的 某 些 梁 于 。 


$1.， 方程 4 环 = 和 BB 


瑟 葵 予 斤 程 
二 三 一斑 吾 ， 《 工 + 
其 中 4 正 忆 和 需 二 个 已 知 万 陈 ( 一 般 的 退 , 有 不 同 的 阶 ) 
A= ] ci 型 ， 要 一 站 se 
人 条 舌 方 和 矩 踢 : 
一 中 和 | =1, 中， 0 2, 1}, 

机 4 全 如 《在 猎 数 域 中 ) 的 初级 因子 : 

《和 二 一 


CB): Ch NO Me) Mp) 《oa 十 Oz 二 十 地 ;二 7) 。 
六 应 瞧 前 些 初 级 因子 化 短 障 4 锯 BB 需 若 唐 法 式 
A=UAU-!, B=VyBy, (2) 


其 中 U,V 都 是 满 秩 方 障 , 各 有 阶 mm 与 mm 而 4 与 上访 车 唐 短 障 : 
= (ME He, 和 再 oo 十 五 om， “2 A Bi Hue}, 
六 = {BNF He wt He WB Ha, 
把 4 盘 卫 的 表示 式 (2) 代 和 竟 万 程 () 中 ,我 倍 得 出 : 
BTU- = XV EP- , 
左 莱 前 帆 等 式 的 责 季 以 U7, 而 丰 莱 以 广 
AU~ NV U1 NYE, (4) 
摘 所 求 给 本 于 以 新 的 未 知 短 阵 和 ( 朵 数 仍 篇 加 XX 
久 =U-1Xy， (5) 


(3) 


2168 短 牌 该 


我 们 可 以 窟 方程 (44) 篇 : 
妥 广 二 名 育 。 (6) 
我 们 已 么 把 录 障 注 程 C1) 旋 党 同形 天 的 方程 <8), 但 在 此 哇 所 于 
算 阵 成 若 唐 法 式 。 
界 淮 对 角形 知 了 4 和 互相 光 认 的 分 入 篇 分 块 短 阱 :; 
= a) {a=1, 号 W; A=1, 2, ,1H) 
(此 万 于 wa 埠 ps Xx 9 区 长 方 答 陈 ; a 一 1, 2,…, 4; B==1, 2,…, 2)。 
应 用 分 才 算 际遇 堆 对 角形 短 阵 的 杂 法 规 即 (地 孝 第 二 章 ,，85, 了 了 到 
出 方程 6 ) 的 左 包 办 右 节 。 强 末 导 个 方程 就 弄 分 篇 ww 个 矩阵 方程 : 
[Ma Bot He) Fag = FataB'l) Hee) 
(a=1, 2, 7. W; B=1, 3, V), 
温 可 以 把 他 们 高 篇 : 
(Wa— ha TX oa™— Heriag— LausGa (oo1,2,.,%; B=1,2,.…,0); (7) 
此 处 我 们 引 淮 了 篇 富 符 号 
Ha= Ho, Ge 一 五 as (a=1,2,., W; B=1,2, ,0 (8) 
取 方 程 <7) 的 任何 一 个 。 可 能 出 更 十 种 情 沈 : 
IT. Xe 关 Apa 。 重 复 运 用 等 式 (7) 7 一 工 次 加: 
(pe 一 am Fo 2 (ID) "HaYoaGo C9) 
注 党 ,由 (8) 有 
HE— G8=0., {10) 
如 果 在 人 9) 中 取 7>pa 十 qa 一 1, 那 示 位 蕉 等 式 (9) 右 凶 的 和 中 每 一 
咎 项 ,至 少 通 合 次 之 天 惨 式 的 某 -- 个 
TP Tas 
故 田 (IT0) 或 有 Hs 一 0 或 有 的 =0 。 再 因 我 全 所 讨 乔 的 情形 是 和 六 Fo， 
荐 专人 符 人 8) 求 得 ; 
生来 等 趟 (7 ) 的 击 第 以 如 一) 重 在 碳 季 中 把 每 一 项 的 (46 一 70) ag 换 息 区 工 
一 位 cpGs 。 重 复 坦 种 步 台 于 7+ 一 1 次 。 


-hh 
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Nase—0 - (11) 
2. hu 一 ja 。 在 利 一 情形 方程 (7) 炙 乱 
THX Xslts (12) 


在 甜 陈 态 , 全 Gs 的 第 一 上 当 角 各 中 名 元 素 都 等 巩 1, 而 所 有 其 通 

的 元 素 部 等 慌 雾 。 注 意 算 虎 so 与 Gs 的 各 种 特殊 辕 收 是 起 
王 se 一 | 全 一 二 2,., 0 

我 们 可 以 把 短 阵 方程 各 引 换 这 次 之 恰 他 相 括 的 一 粗 芳 量 鹏 仅 信 : 
Emi t= Ep (C0= 人 Er r= 0; G=1, 3, 13) 

等 式 (18) 宁 有 明了: 

(4) 在 矩阵 瑟 ce 中 ,位 其 与 主 败 角 称 平行 的 每 一 休 稼 上 的 元 素 , 第 
此 相等 : 

(2) En=éa= "a= pa = go 1 =0 6 

起 p= 9s 。 在 道 一 情形 于 a4 其 一 个 太 阵 。 由 《1 《2 知 在 答 随 
到 ss 中 位 冷 主 浒 角 牺 下面 的 所 有 元 束 都 等 共 震 , 主 对 骨 各 上 的 元 浅 者 
锋 於 某 一 个 数 caa, 第 一 上 对 角 穆 中 诸 元 素 都 等 龄 某 一 个 数 cme, 诸如 此 
类 , 亦 邹 


[os de | 
0 ca 
Ne=l, . ,.* ， = pe; (14) 
i 
0O0.-:. 0D oe | 
(Pa = Ye) 


此 不 0 ,0s，…， 0 寻访 任官 的 要 烧 (方程 (12) 站 没有 答对 得 些 和 参数 
以 任何 限制 )。 
0， 从 类 际 Ha 针 G 的 铬 楼 ,知道 在 了 os 中 除去 第 一 行 把 所 有 的 行 向 上 移动-- 咎 位 置 
德 以 堆 坝 满 其 最 锥 .- 行 即 得 采 屋 iasi 间 样 的 在 大 ss 中 除去 其 最 布 过 的 到 把 所 有 的 列 向 
右 遗 移动 一 从 仔 置 再 忆 零 潜 满 其 秀一 列 即 得 果 积 了 za Ca (和 刻 考 第 一 童 ， $3, 1)。 
坊 了 沁 怠 的 简 鲁 起 见 ,我 们 对 fx 莫不 皇 行 征 出 添 数 <y 8 。 


18 本 阵 跤 


容易 敌 出 党 2 人 时 ， 
3 Hs 
太一 C 0 了 (15) 
而 党 po 一 ge 旦 ， 
T ， 
择 me 二 (0 ?pa 一 ga 2 (16) 


至 於 短 障 (14) , (15) 办 (16) , 我 鸽 说 他 们 是 下 高 三 角形 。 反 me 中 
任意 的 泰 数 的 个 数 等 芥 数 pi 熏 2 中 较 小 的 一 个 。 下 型 所 刘 的 式 衬 长 
明 简 ja 一 pe 旦 征 阶 六 we 的 车 楼 4,2, 54 二 任意 的 套数 ): 


whe 
| iI0 0 abo 0 wp 
0 a sl Nas=|0 00 a Bb, Xia=l0 0 ol 
0 oal ly G004a! 000 
lo oo 

(Psu= qe=4) (Ps—=3, qe=6) (pa, ge=3) 


乱 了 在 计 筑 甜 阵 XX 中 任意 的 参数 时 可 以 包含 展 丧 工 , 朵 ore 人 有 
初级 因子 人 一 jj 铀 (以 一 aj 的 最 天公 因 式 ; 而 以 64 礼 多 硕 式 dslX) 
的 次 数 (a=1, 2,…, % 一 1,2,…, ")。 在 情形 1 qd: 646 一 0; 而 在 情 
形 2 中 有 : 50 一 min (pss gs)。 造 样 一 来 ,在 帅 种 情形 中 六 ss 内 性 意 涛 
数 的 代数 都 等 惧 Sue 。 文 中 任意 鹤 数 的 个 烙 乱 区 式 所 维 定 


| no 


2 品 - 
以 化 ,比较 合式 的 ,我 个 及 阅 x3 来 记 方 程 (6 ) 的 一 般 解 (在 到 更 在 
篇 止 我 们 是 以 符号 六 米 纪 慎 侦 解 的 ) 。 
在 划一 节 中 所 得 出 的 粘 果 可 以 进 需 次 之 定理 : 
定理 1， 知 孟 方程 
AY XB, 
其 中 
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A=1on =UAU0-1=U {Be Ho, A Re Ho) V1, 

B=|bal: =V BP eV {mB HH, poB e+ HA VT, 
的 和 解 需 次 式 所 和 炊 册 

X=UXINV, (17) 
此 太守 5 是 方程 
本 党 一 们 疗 
的 二 般 解 ,他 有 次 之 结构 : 
篇 天 ?3 篇 苏 塌 算 阵 


他 呈 
KA Ro) ps al, 200 B=1, 9, ,0); 
如 果 入 到 ja， 屠 末 位 苓 羡 ss 的 地 方 是 一 个 盘 短 障 ， 如 果 有 二 ke， 那 
末 位 航 下 we 的 地 方 是 一 个 任意 的 正高 三 角形 敌阵 。 
到 7， 因而 半生 上 侦 尾 总 的 要 其 后 ， 训 pe 入 性 相 辕 合 


Le pp (18) 
其 中 驴 往 次 式 所 碎 室 


[此 刻 5o4 表示 从 一 40)" 和 以 一 LD 的 最 大 公 因 式 的 灰 数 ]。 

我 们 注意 , 癌 定 在 (18) 式 中 的 年 陈 万 牙 。。…, Xs 是 原 方 夭 (1) 
的 解 [如 果 在 之 中 于 参数 c; 以 值 1 而 子 其 陈 呈 央 数 以 值 堆 (j 一 1, 3， 
… 思 ), 我们 就 得 出 短 阵 卫 ]。 过 些 解 是 碌 性 无 关 的 , 因 需 否 划 冉 贡 矢 
贡 o1， ee，…，er 的 某 些 不 全 六 堆 的 值 ,将 使 短 阵 了 ,因而 五 1 等 浴 零 ， 
而 过 是 不 可 能 的 。 尖 样 一 来 , 等 式 (19) 箱 明 原 方程 的 任 -- 解 可 以 喜 坟 
六 个 称 性 打开 解 的 稼 性 钥 合 。 

和 如果 4 与 B 没 有 公共 的 特 微 数 ( 特 微 多 项 式 |2 恕 一 4 与 'AE 一 B| 
互 置 ) , 那 末 杞 = 闻 阅 3.00, 因而 六 =0, 亦 即 在 过 一 司 开 方 各 (1) 
席 有 显明 的 零 解 五 二 0.。 
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址 ”让 短 陈 4 与 如 的 元 素 在 某 一 个 数 域 五 中 。 那 末 不 能 用 十, 在 
《<7) 式 中 所 定 出 的 烦 际 UU,， ,33 的 元 素 亦 在 域 下 中 。 可 以 在 扩展 
域 Ki 中 渤 取 导 些 短 障 的 元 素 ，; 是 在 域 大 中 添加 特 微 方程 | XB 一 
一 万 | =0 刀 | 一 B|=0 的 委 所 得 出 的 。 大 域 的 姐 种 榜 子 的 护 压 ,在 化 
所 耶 矩 到 需 若 唐 让 不 时 常 是 必要 的 。 

但 是 短 阵 方程 (上 与 有 mw 个 方程 约 讲 尝 燥 方程 租 相 托 , 在 退 租 态 
程 中 以 未 知 敌阵 互 的 苑 染 Cj 二 1 2，…， 1%; 1 2 …, nn) 篇 其 
未 知 量 : 

oy = eo br =1, 2 mm; b=1, 2,.…, no (20) 


我 们 已 鬼话 明 , 迁 个 方程 租用 N 个 稼 性 无 并 解 ， 其 中 W 篇 (19) 式 
所 礁 定 。 但 是 已 知 ,作乱 基 底 的 粽 性 无 天 解 ,可 以 在 方程 (20) 的 傈 数 所 
在 基 域 多 中 渤 取 。 故 在 (18) 式 中 ,可 以 导 样 的 来 渤 取 短 了 瑟瑟 2 
于 y, 使 得 他 们 的 元 湛 都 在 域 下 中 。 于 未 在 (18) 式 中 答 予 任意 套数 以 
域 惨 中 所 有 可 能 的 值 ,我 们 就 得 出 适合 方程 (了 元 素 在 玉 中 的 所 有 给 
汪 五 0。 


$2 特殊 情形 : 4 = 如. 可 易 和 拭 阵 


诗 险 方程 4 工 ) 的 特殊 情形 一 -方程 
44 束 一 中 证， (21) 
其 中 4= [amxl? 是 已 予 的 而 下 = os 用 是 未 知 矩 隙 。 我 们 得 到 缴 瞧 典 
瘟 斯 朵 置 : 定 出 与 已 予 短 障 4 可 易 的 从 部 垂 阵 并 。 
尼姑 阵 4 需 著 良法 式 : 
A=UAUT-U {MBe HE, -MBP HE U-!, (29) 
那 末 在 (17) 式 中 取石 = 万, 让- 本 且 简 沪 芋 x2 篇 了 4, 我 们 得 出 考 程 


四 ” 短 障 4=jayjP 和 8 二]pxl? 在 mxn 站 长 方 柜 阵 全 的 空 辐 中 定 出 桩 性 运算 于 
和 ( 工 ) = 4 王 一 卫 了 3 。 浇 各 淆 弄 的 逐 算 子 的 研究 可 在 纺 文 183] 中 找到 。 
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(231) 的 所 有 解 , 羡 即 种 4 电 A: 


=UXIU0, (28) 
其 中 三 xz 放任 一 与 放 本 有 和 如 上 名 中 所 隔 明 的 , 对 应 礁 若 座 
短 阵 4 的 分 块 , 裂 分 了 xX 夫 红 仙子 韦 


才子 一 和 
于 aa 需 零 矩阵 或 需 任 总 的 正 而 三 角形 年 阵 ， 则 入 hh 或 hn 一 ha 而 
定 。 
洲 认 有 次 族 初 胡 因 子 的 短 耻 44， 窟 出 甜 阵 王 Y 的 元 素来 篇 例 : 
(A—A)! 9 一 六 7， (一 he)?， 人 A 一 Ao (A FAs)o 
在 各 一 情形 苹 x 有 着 样 的 形 睹 : 


| be dle ff gio otio0| 

10 a bei0e fF 0 oo 

中 1 1 ! | 

1 0 «a Bi0 0 6.0 0:0 

0 0 0 ai00000.0 

[lohpkiimpog O00. 

0 az 00i0l|e az 是 任意 的 套数 )。 
loo00h00m0 0:0| 

lo 000i00 oir si 

0000i00 0i0 ri0 


在 下 3 中 套数 的 个 散 等 於 ,其 中 = 加 364; 此 话 3ue 杞 多 项 
式 人 --)oym 与 (和 一 a)" 的 最 大 到 因 式 的 次 数 。 

在 讨论 中 我 从 引进 和 矩 障 4 的 不 炎 因 式 ; 石 (和 ) (0) ,站 (和 ); 
二 1 二 0 记 冲 此 多 项 
式 的 坎 数 。 因 先 每 一 个 不 构 因 式 都 是 某 些 南 两 互 千 的 初级 因 寺 的 乘 稿 
所 以 至 谎 克 的 公式 可 以 写 坊 


233 类 全 护 
点 = 他， Hrs (C24) 
sj-1 


其 中 wy 篇 多 项 式 记 (罗盘 台 (2) 的 最 大公 因 式 的 浆 数 人 7=1, 2,…, 办 。 
但 访 多 项 成 和 0) 盘 训 () 的 最 大 颁 因 式 是 他 峭 误 面 的 此 - 悦 , 克 有 
Xo 二 in(ngy 1 上 因此 我 合 得 出 : 
如 一 8 十 30 十 二 一 

数 启 是 错 短 阵 4 可 易 的 各 性 扰 般 短 陈 的 个 束 ( 汉 些 业 陋 的 元 嫉 可 
以 算 在 含有 答 耻 本 的 元 素 的 基 域 五 台面; 将 普 . 上 和 包 未 尾 的 土 各}。 我 
们 得 到 次 之 定理 : 

定理 2， 奥 类 隆 4 二 at 可 部 的 斥 公 稻 并 知 嘲 的 个 数 估 次 式 所 
徐 定 


各 一 和 十 839 十 十 (一 二 多 【385 
其 中 Diy 2 篇 类 | 陆 4 的 请 不 态 常 数 的 不 杰 因 式 A 4 LA) 
0) 的 天 了 
我 们 主音 
入 二 0 十 Rg 十 -… 十 0 。 (26) 
由 (25) 田 (26) 推 知 : 
让 字 ， (27) 


而 有 卫 等 贱 一 能 成 立 的 充分 必要 休 件 是 4+= 工 , 亦 序 矩 陈 4 的 所 有 初级 因 
子 是 南岗 丽质 的 。 

设 94) 篇 和 的 此 一 侦 多 项 式 。 那 末 短 阵 yg(4) 愉 妆 可 易 。 提 出 权 
上 扩 的 加 题 :在 什 麻 情 形 之 下 , 任 一 狂 4 可 易 的 类 隧 ,都 能 表 篇 4 的 多 项 
式 ? 在 此 时 任 一 全 :可 易 的 拓 陈 ,都 可 考 需 稼 性 逢 并 矩 全 

EH, A, A2, .-., Am-1 

的 稻 性 租 侣 。 

在 所 讨 座 的 情形 六 二 nm nn; 再 (37) 相 比较 ,我 们 得 出 和 =m 一 n 。 
过 榜 一 来 ,我 们 得 到 了 : 

定理 2 的 淮 考 1。， 所 有 生 攻 可 易 的 类 了 都 衣 表 个 4 的 多 项 式 的 到 


和 
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分 必要 条 件 是 mm 三 nn 羡 即 做 际 4 的 所有 初 般 因子 南 南 互 质 。 

与 六 可 易 的 算 阵 的 多 项 式 , 亦 握 二 可 易 。 提 出 运 柑 的 问题 : 在 什 
厂 情 形 之 下 , 所 有 了 与 岂可 易 的 年 阵 ， 者 可 以 袁 短 某 一 情 【 同 一 ) 矩阵 忆 
的 多 质 式 ? 我 们 假 洁 车 种 情形 能 狗 成 立 。 那 栗 , 因 篇 短 阵 C0 由 喜 赫 密 
登 - 嘱 茉 定理 沉 合 他 自已 的 特 微 方程 ,所 以 任 一 恒 4 可 易 上 的 甜 障 ,， 都 可 


以 镭 短 阵 
EB, 0, Ol, wy CO 


条 性 表 出 。 
故 在 所 讨论 的 情形 访 二 n 。 界 (27) 相 比较 ,我 倘 求 得 访 =n。 短 由 
《35) 上 426) 知 各 一 名 


定理 2 的 推荐 2 所 有 与 4 可 易 的 短 阵 ,都 能 表 符 同一 短 阵 C 的 
多 项 式 的 充分 必要 休 件 是 4 二 %， 亦 妇 》 召 一 4 的 所 有 初 般 因子 两 南 所 
质 。 在 还- 情形 所 有 再 十 可 映 的 知 | 陆 都 紫 才 短刀 的 多 3 总 的 多 项 式 。 
我 们 逻 要 注意 可 易 年 际 的 一 项 重要 性 壬 。 
定理 3， 如 果 出 个 短 障 4 二 =]ewxli 王 8 二 15.:l 可 易 而 且 其 中 的 一 
多 ,全 例如 4 由 有 淮 浩 角形 
8T 8 
A= (机 ,全 )， (28) 
鞭 中 4 寅 4 没有 公共 的 特 微 数 ， 那 未 其 妈 一 烛 障 水 有 同样 的 准 滴 骨 
形 
B81 Be 
B= 1{B, B), (29) 
荐 明 裂 分 短 阵 姻 需 与 准 峙 角形 (28) 相 妆 麻 的 分 瑰 形 : 
中 8 
2- 介 罚 
由 4 如 = 卫 4， 我 全 得 出 四 烟 算 陈 等 式 : 
1. A1Bi= Bidi, 3 机 下 一 下 4 3. A =F 4, 4. 4Bo= Bs ds, (30) 
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方程 (30) 中 第 二 一 第 三 式 , 有 如 $1 ( 蒜 释 的 前 而 ) 所 已经 关 关 的, 详 有 
震 解 了 ==0, 了 一 0, 因 篱 生 陈 ,1 与 ;没有 公 上 暴 的 特 微 数 。 生 榜 一 求 ， 
我 们 的 论断 已 奴 袜 有明 。 等 式 (30) 中 第 一 僵 第 四 式 表 示 短 阵 41 与 囊 ， 
4 丙 饭 的 可 易 性 . 

所 广 明 的 座 断 的 帮 何 说 守 可 述 需 : 


加 一 五 十 五 
是 佘 侦 空 沿 总 游 阅 蕉 巡 算 子 和 4 不 多 的 子 空间 荆 与 工 的 分 解 式 ,而 且 
没 皮 子 窑 昌 《 关 共和 4 的 ) 县 小 区 项 式 攻 偶 ) 疆 来 运 些 子 空 民 三 遇 五 册 
咎 子 过 一 论断 的 胡 何 种 明 。 以 册 避 ) 琴 同人 世子 空 疝 玉 与 王 项 
於 和 用 的 最 小 多 项 式 。 由 樵 过 些 区 项 式 的 吾 袖 , 知 好 中 所 有 葛 合 上 浪 程 
由 ( 肛 ) 侈 一 0 的 向 基 工 都 属於 五， 而 所 有 通 合 方程 jo 和 4)w 一 0 的 向 最 
都 导 徐 耳 0, 裔 如 GE 。 那 末 灿 (4)T=0。 由 姓 界 如 的 可 易 性 得 出 
由 (4 钥 吕 的 可 易 性 , 故 有 
A) Br = Bi td) r=0, 
亦 序 Bxw1€ En 。 同 惠 可 豆子 空 骨 三 族 恕 的 不 多 性 。 
由 所 北上 明 的 定理 推 竺 次 之 推荐 : 
推荐 1。 如 时 概 性 有 运 筑 子 他 , 已， ,上 十 十 可 易 , 邢 末 可 以 分 解 
姑 全 认 间 忆 双亲 所 有 带 算 季 4 BB 不 要 的 光子 实 人 
二 二 了 十 上 上 十 … 二 上.， 
日 可 使 得 过 此 子安 肛 的 任何 一 个 天 其 束 徐 子 4 瑟瑟 中 任何 一 外 
的 划 小 多 项 式 都 是 不 可 煌 多 项 式 的 杏 志 。 
因 些 , 作 和 特 区 情形 ,我 个 得 出 : 
推荐 2， 如 果 焰 性 到 算 子 和 4，B,，…, 上 两 十 可 易 而 日 所 有 过 些 束 
算 子 的 特 微 数 都 在 基 域 下 中 "起 末 可 以 翁 韦 装 个 守 册 且 Rh 伪 洗 押 有 涯 自 


0 过 考 第 七 章 定 进 1 (在 82 中 )。 
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子 4 , 吾 , …; 厂 不 变 的 堵 子 空 向 五， 三 , …, 了; 在 他 佰 儒 面 的 每 一 个 
妥 蕉 运算 子 4, 8， 一 2 下 中 任 何 一 个 、 讽 村 约束 县 相 舌 的 。 

最 熏 , 膛 村 注 意 过 个 论断 的 一 种 特殊 情形 : 

准 险 3。 如果 师 入 遂 和 和 4 瑟 ，， 厂 (和 考 久 划 ,的 可 
易 ; 那 未 可 以 从 过 些 到 算 子 的 共同 的 特征 向量 来 楼 成 空间 的 基底 。 

我 们 进 粉 子 最 后 的 座 断 一 个 短 陈 的 绞 法 : 

匀 信 可 易 罕 横 短 障 可 以 用 相似 狗 换 同时 改作 们 化 需 尘 角形 的 形 
状 。 


$ 3， 方程 4 于 一 和 于 BB 一 CC 


设 子 甜 生 方程 
4 所 一 王石 一 他， (31) 
其 中 A= 1]awyl?,， B= 上 34] 是 已 知 的 % 与 如 般 方 阵 , c= je 是 已 知 
的 , 也 一 |zxi 基 未 知 的 ,都 是 mr Xx” 八 屋 方 算 陆 。 注 程 (31), 奥 关 樵 算 
障 反 的 元 素 , 有 ?wm 个 范 量 方程 的 贸 方 程 租 相抵 : 
of te— Du Bi =o (b=1, 2 «7, mm; b=1, 2, sn)。 
其 董 认 的 森 欢 方程 二 篇 ; 
1 op — DY mu bs=0 人 一 3, Wo; EE=1, 3,.., %), 
篇 篇 短 阵 的 形状 是: 
AX— XB=0, (39) 
过 伴 -- 来 ,如 果 上 方程 (32) 广 有 一 悟 零 解 , 著 末 方程 (31) 亦 寂 有 一 租 
艇 。 但 在 $1 中 已 权 杂 明 , 万 程 (32) 突 有 一 个 零 解 的 充分 必要 人 条件 其 
答 障 4 锻 B 没 有 闯 共 的 特 微 数 。 因此 ,如 果 短 际 4 卉 昌 没有 公共 的 
特 葵 数 ; 那 未 方程 避 世 有 一 组 旦 窟 有 一 租 解 ; 如 果 甜 了 儒 4 与 了 有 有 公共 的 
特 数 数 , 那 末 铀 “常数 页 "有 天 可 以 有 岂 克 情形 出 现 : 不 者 方程 (31) 
是 逆 盾 多 ， 或 商 他 有 无 紧 针 组 解 , 舌 次 式 所 和 出 
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浊 一 具 n 十 克 ， 
其 中 Xo 沪 方 程 (3 的 -和 料 固 定 的 特 钼 解 ， 全 知音 奕 方程 组 (32) 的 一 
向 的 千 屡 已 未 在 1 中 流明) a 
$4. 入 量 方程 (人 ) =0 
首先 讨论 方程 
gt} 二 0， (38) 
其 中 
= NA 
是 已 知 的 杰 数 ) 的 多 项 式 , 而 和 是 一 个 冯 毅 未 知 方 阳 。 因 各 上 托 阵 文 的 
最 小 和 多 项 东 , 亦 即 其 第 一 不 轻 内 式 广 (和 D， 必须 屁 多 项 式 9g() 的 因 芭 ， 
所 以 短 乏 广 的 初级 因子 谭 沉 有 次 之 形状 : 
富 
以 一 jy (入 一 和 ) 机 (A hy | 人 
Pi = 
《 足 数 和 宫 … 中 可 能 有 些 是 相等 的 ,ww 是 坟 知 短 陆 区 的 已 子 阶 )。 
梁 林 知 答 了 天 需 次 之 形 钛 : 
EE=T BH BH OT (34) 
其 中 二 需 任 意 的 部 稚 江 秩 短 障 ， 有 纪 知 级 的 未 知 短 阵 的 方程 (383) 落 
解 的 集合 ,按照 :3 有 式 分 篇 丰 限 个 相似 和 拭 陆 类 。 


例 1。， 灶 手记 各 
于 二 们 a (95) 

如 果 息 阵 的 蘑 一 同等 交 等 基 堆 , 那 未 阴 庆 个 拭 限 需要 浴 的 。 使 纪 陈 的 需 次 禾 认 办 的 虽 广 
次 中 最 小 的 数 奖 优 所 予 二 填 的 寡 党 性 指标 。 

显然 ,方程 (35) 的 解 是 有 丢 者 性 指标 立志 mr 的 所 有 填 寄 丰 障 。 和 包含 已 知 阶 1 的 所 有 解 的 
会 忒 有 次 之 形 装 : 
ETIHGY), Hb, .., HD}TAL (Po BD "Pm, (36) 
欣 十 2 十 一 十 疡 三 


(了 是 任意 的 撒 折 和 拭 大 )。 
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例 2， 输 对 方程 
站 :一半 (97) 


庶 合 站 僵 方程 的 朱 重 胡 篇 么 图 狼 么 乱 铂 陈 的 航 因子 生 能 是 入 或 一 1 。 所 以 么 军 引 
陈 可 忆 厂 定 篇 特征 散 等 疮 等 战 ] 的 童 楷 短 陆 区 杰 妓 可 化 需 针 角形 巾 障 )。 包含 所 有 已 予 嵌 的 
么 寡 即 际 的 公式 有 克之 形 上 


= 0 OF, {88) 
其 中 了 党 任 意 的 1 艇 说 秩 引 陈 。 | 
讨论 电 一 般 的 方程 
(TX) =—0, (39) 


其 中 了 0 乱 笠 面 上 有 时- -让 域 上 9 中 审 释 昌 关 的 正 天 两 数 。 多 起 所 求 的 
解 互 = |zzly 我 何 槛 求 其 特 徽 数 都 在 区 域 @ 圳 面 。 篇 出 画 数 .六 在 
区 域 6 密 面 的 所 有 考点 肥 其 重 数 : 
his Mes 
. dy, tay 
与 下面 的 情形 一 样 , 知 阵 六 的 每 一 个 初秋 因子 必 和 续 有 次 之 形 冉 
QM (pd), 
豆 有 
pd 盏 oi 二 再 4， . NB) HP) I-1 (40) 
(oy bay 1 
Pi p= 
(人 是 任 沪 的 弯 秩 垂 阵 ) 。 


85.， 握 陈 多 项 式 方程 


讨论 方程 
4 和 wm 十 册 素 or 十 十 二 ,一 0， (41) 
Pro 十 … 二 二 0， (42) 
其 中 4o， 41,…, 4 篇 已 知 的 ,而 了 遇 了 需 未 知 的 呈 般 方 陈 。 在 上 多 
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中 所 讨论 的 方程 (33) 是 方程 (41) 32) 的 很 特殊 的 【可 以 说 是 很 厄 易 
的 ) 情 形 , 焉 下 在 (4 了 DD 或 (42) 中 取 4 一 mB, 其 中 篇 域 中 的 数 而 =1， 
23,…,m, 我 们 就 得 出 方程 (33)。 
次 之 定理 建 并 了 六 程 (41) (43) 与 (833] 之 问 的 项 傈 。 
定理 4. 知 限 盖 程 
| 0 
的 每 一 个 解 帮 送信 纯 基 上 各 
8 一 0 (48) 
其 中 
gM) | do 二 LA 十 … 二 4。 (44) 
算 绰 方程 
Ydot Pid dn=0 
的 任 一 解 湖 合 类似 的 痢 基 方程 
如 有 明 以 2 记得 永和 多 项 式 
| PO) = dN" + A 
那 末 方 程 他 蕊 殿 (4 和) 可 以 总 需 ! 天 者 第 四 章 ， 8 8): 
F(XY)=0, PF(YY=0, 
根据 广义 斐 所 定理 (第 三 章 , $8) ,如果 开 愉 了 是 避 些 方程 的 解 ， 
渤 末 短 庚 多 项 式 三 人 可 咎 入 昌 一 下 所 有 整除 ,% 吾 一 了 所 左 整 除 ; 
PFO)EQN AB— XNBE— FAN), 
故 有 
gO =IFOOI=1000140 = | 1410), (45) 
其 中 4 = |2 如 一 革 | 对 指 (0 一 | 和 加 一 了 | 项 算 际 卫生 了 的 特 微 多 
项 式 。 由 南 密 登 -山菜 室 理 (第 四 章 , 全， 
4(3) 一 0， 小 (了 )=0。 
故 由 (45) 推 知 ; 
9 })=gT)=0, 
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定理 已 起 广 明 。 
我 们 注意 ,再 密 登 如 菜 定 理 是 所 促 明 的 正 理 的 一 个 特殊 情形 。 事 
实 上 ,以 任何 方 阵 44 伐 入 都 适合 方程 


AB—A=0, 
故 由 所 素 明 的 定理 
4(4) =0, 
其 中 4 =|hE 一 4i。 
定理 4 可 以 推广 痪 次 之 式样 : 
定理 5， 如 果 两 珊 可 暴 的 胡 方 际 下 o 开 t…; 开 。 适合 姑 阵 方程 
本 o 十 机 轩 十 … 十 An 芝 nm 一 (46) 


(4 和; 和 ，… ;Am 是 忆 知 的 nn 报 方 了 漠 )， 那 末 温 些 短 漠 下。， 昼 1，…， 玉 mn 
静 合 耕 量 专程 
gf To， 下 一 站， (C47) 
其 中 
go Fr = 二 十 En | 二， (48) 
量 骨 设 @ 
Pléo Sr En) = | f(bos E13 9 Em Ni= déo t+ A t+ AnEn; 
go, bis 四 Em 过 本 量 扳 数 。 
| PE,, Ex 7 En) 一 | fo, 如 ,人 于 垂 阵 友 的 附加 年 障 
[名 基 行 刘 式 | 了 C0, 各 … Em) | 一 | fu)? 中 元 素 fi 的 代数 儿子 式 ( 驯 
因子 ) (= 工 , 2 …%)]。 那 未 短 阵 的 每 一 个 元 索 加 (i,h 二 1 2 
9 都 是 名 生 ， Em_1 的 n 一 1 次 闭 交 多 项 式 , 故 可 表 短 阵 外 贫 
六 一 >) 站 


1 
其 中 六 yw 需 某 些 rw 盯 该 获 短 障 。 
由 短 阵 了 的 定 叉 知 有 恒等式 


吉 次 考 [143]。 
各 REoy yy Em 基 名 ， 的 要 性 型 ‘hk=1, 2, "ns no 
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PF gléo, Er ee Em) FB, 
拒 导 个 恒等式 帘 乱 次 之 榜 式 : 
Pipim ddotot dt tA) REE = 
=gEo Ey , En) o (49) 
在 短 等 式 《49) 中 展开 括 歧 昌 台 任 同 类 项 :其 左 节 就 屡 需 右 节 。 此 
时 共有 杰 数 so 5 的 彼此 易 位 而 非 没 右 把 区 数 和 0， 外 ;Sn 
与 给 阵 傈 散 4 pe 古 易 位 置 ,所 以 等 式 (49) 雅 未 破 培 , 如 果 我 们 
以 南 责 可 易 的 算 阵 和 0 1 9， 了 代 换 鲍 数 总 辣 
A 
一 外 天 0 1 (50) 
但 由 习 件 * .40 辫 o 十 4 三; 十 十 4 一 D。 
故 四 450) 我 倍 求 得 : 
go 1 一 0， 
滨 就 是 所 要 葵 明 的 辕 果 。 
赴 开 ”定理 器 仍然 和 效 ,如 果 换 方程 (46) 乱 方程 
Bodot dt 0 (51) 
事实 上 ,可 麻 用 定理 5 稚 方 程 
0 有 0 十 本 二 1 十 -填写 一 品 
而 和 后 在 秆 个 方程 中 和 逐 项 的 化 篇 其 粮 匿 敌 陈 。 
广 2. 定理 4 可 以 作 需 定理 与 的 特殊 情形 来 得 出 , 蔽 要 取 天 0, 工 ， 
"a, 了 党 


下 站 一 J] 


二 二 jm 三 办 一 1 


1 
筷 全 已 经书 明 方 程 (41) 的 每 一 个 解 通 侣 引 量 方程 (实数 过 rr) 
gtA) =0 6 
得 是 浩 英 巴 知 阶 ”得 个 方程 的 甜 阵 解 的 梨 侣 可 分 需 有 限 个 相似 甜 阵 类 
( 滩 考 $4)。 故 方程 (4 的 所 有 的 解 都 可 在 形 须 
T' DP! (52) 


革 一 部 苍 雍 失 从 ”本 阵 矿 竹 ps 


的 短 际 中 走 拓 到 (此 上 不 站 是 已 知 短 隆 ; 绥 意 时 加 取 DD: 篇 车 唐 粹 式 。 荆 ， 
是 任意 的 元 凶 满 秩 短 限 ; 2 一 1, 2,…, 有。 在 人 1 中 换 壮 答 算 障 152 竹 
址 取 了 使 其 适 台 方程 性 1) 。 当 岭 每 一 司 六 我 们 都 得 出 物性 方程 
3 
我 们 建 藏 - -个 求 出 方程 (53) 详解 2 的 斑 法 ,就 是 换 甜 障 方 各 篇 关 
雁 赤 知 短 津 2 的 元 来 的 普 加 入 性 旨 量 方程 得 求解 。 把 汾 程 (33) 的 每 
一 侦 满 秩 短 漳 艇 2 代 进 (52) ,就 答 出 所 对 方程 (41) 的 解 。 同 样 的 推理 
可 用 来 不 型 方 程 (42)， ~ 
在 次 之 除 凶 中 我 们 讨 痊 方程 (41) 的 特殊 情形 ; 求 答 阵 的 名 次 方 根 。 


$ 6 求 出 满 秩 矩 醒 的 严 次 方 根 


在 本 包 生 次 季 中 我 全 来 研究 方程 
"= 4， (54) 
其 中 4 是 已 知 的 , 下 是 未 知 的 短 陋 (都 是 多 般 的 ) , m 是 已 子 正 整数 。 
在 训 一 包 中 ,我 们 讨论 |4| 天 0 (4 篇 满员 给 阵 ) 的 情形 。 在 得 一 情 
形 敌阵 4 的 所 有 特 徽 数 都 不 等 起 蕾 ( 因 篇 | 4! 等 稚 各 些 特 微 数 的 了 对 各 )。 
以 
Ch A CA A), (ho— A (55) 
寻 短 阵 4 的 初级 因子 刁 化 短 际 4 党 车 岩 式 从 : 
A=UAUT1=UIME Hy he Bt Ha (66) 
国 符 未 知 短 陆 雹 的 特征 数 的 办 次 乘 老 答 出 重 阵 4 的 特征 数 , 所 以 、 
短 陈 互 的 所 有 特征 数 都 不 等 贡 零 。 故 在 过 些 特征 数 上 ，70) 二 jr 的 
遵 式 不 等 蕉 雾 。 但 在 这 种 情形 〈 窄 兰 第 六 章 , 37) 算 阶 XY 的 初 裔 因子 
在 敌阵 互 异 测 宫 坎 罩 暑 非 无“ 绚 分 "”。 因 此 ,知府 五 的 初 各 因子 是 : 
人 一 上 下， 一 (67) 
其 中 5 一 如 亚 部 与 大 和 的 其 一 个 mm 次 方 根 KZ RR 让 j= 1, 2, Ww), 


1 型 一 开 2 ， 于 ;一 再 tp {j=1, 32， Wo 


一 一 = 一 
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现在 界 认 3 坟 记 十 理 / 如 次 。 在 和 - 玉 面 上 取 一 个 以 点 为 篇 图 心 而 
不 含 点 零 的 简 。 在 芝 眉 轩 中 两 数 和 有 器 个 不 同 的 分 支 。 这些 分 支 
可 以 由 他 们 在 国 心 郎 点 j 上 所 取 的 值 来 第 此 分 并。 以 久久 记 沪 个 分 
支 , 他 在 点 入 上 的 值 串 求 知 和 矩阵 了 的 特 微 数 与 重合, 且 内 光一 分 灭 出 
发 ,用 次 之 有 限 级 数 来 界 计 炬 了 淹 丽 灿 久 为 丽 十 瑟 ); 


1 1 
VE TH B+ !H 中 剖 守 圭一 1) ?H+ + (58) 


因 答 所 讲 乔 的 两 数 V7 的 送 式 在 囊 和 上 不 等 座 雯 ,所 以 类 陋 (58) 
旗 有 一 个 初秋 因子 以 一 2 其 中 名 二 VN (此 看 j 一 1 3 中。 故 
知 遂 对 角形 和 矩 陈 
有 初级 因子 (5 站 ), 亦 妇 与 未 知 短 阵 芒 有 相同 的 初级 因子 。 因 此 ,有 壮 样 
的 满 秩 短 陆 TC 了 | 关 09 存在 ,使 得 

FT MBH, Vit Hy , MVM.+H}T!:, (59) 

党 了 定 出 娠 阵 全 我们 注意 ,在 恒等式 

(S/N "oN 
的 十 凶 代 以 短 陈 为 好 十 吾 ;9 二 1 2 WW) ,我们 得 出 : 
CMB EN)" = E+H, (j=1, 2,., 。 


现在 从 (54) 与 (59) 得 出 : 
如 一 下 1 和 再] + FH, MBst 再。，-… WB, HY}T-!, 60) 
比较 (56) 奥 (60) ,我 们 求 得 : | 
=UXY; (6B1) 
其 中 4 篇 任 一 下 4 可 易 的 满 秩 算 阵 ( 短 障 双 4 的 精 构 在 $3 中 有 详 


币 的 载 述 )。 

在 (59) 中 代 了 以 其 表示 式 ICy， 我 们 得 出 一 个 人 包含 方程 (54) 的 
圣 部 解 的 臣 式 : 
T=UXAVMB tH VoByt Ho ry SMB Hu RaU!, (62) 
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二 个 公式 的 右 秘 的 各 值 性 向 肝 有 分 元 性 辆 连 绩 性 : 各 个 多 侍 性 的 
修 郁 性 (在 所 了 的 情形 是 有 限 的 ) 是 由 项 在 准 淹 角形 甜 陈 态 不 同 子 挤 中 
潍 取 谢 灿 的 不 同 分 支 所 得 出 《此 外 即使 在 入 一 和 时 , 和 在 对 角 
荫 上 第 了 个 由 第 上 蛋子 塌 中 可 能 内 不 同 的 分 大); 多 值 性 的 如 夭 狂 是 由 
於 售 在 后 障 Yi 中 兹 任 音 启 数 所 得 出 ，。 
方程 (54) 的 所 有 佣 都 称 短 算 陈 4 的 加 坎 方 根 上 是 记 之 以 多 值 符 跑 
”4 。 要 注意 在 一 般 的 情形 , ~ 2 不 是 短 阵 4 的 画 数 (《 亦 妇 不 能 表 篇 
4 的 多 项 式 形 ) 。 
蒜 ” 如 果 短 阵 的 所 有 初 航 因子 都 十 两 互 质 , 亦 即 数 Nt，)o，…， 各 
都 不 相同 , 那 未 矩阵 了 x 有 淮 针 角形 
在 了 一 【TAX 下 ， 
其 中 甜 阵 工 | 需 各 六 ;十 了 ;可 易 , 因而 允 后 瑟 , 十 五 ; 的 任 一 男 数 育 易 , 特 
别 的 寺 吧 入 到 十 五 可 易 G 一 1 3， 协 。 故 在 所 讨论 的 情形 ,公式 (62) 
取 奖 之 形 炭 
=U +H, VABst Hoy wr, WB.t HU, 
污 民 一 来 , 如 果 短 阵 4 的 初 条 因子 南 南 互 次 , 北 末 于 = 4 的 及 
式 茧 有 分 离 的 多 值 性 。 在 这 一 情形 六 4 的 任 一 值 者 可 以 表 篇 4 的 多 
项 式 。 
例 ” 蝶 珊 要 找 出 十 队 


LLO! 
A=I010, 
IooLl| 
的 所 有 平 记 想 , 亦 闻 方 程 
= 
的 所 有 肇 。 


本 所 竹 的 情形 其 阵 并 已 经 或 若 唐 法 式 。 才 在 (63) 式 由 可 取 和 = 六 ,= 互 。 业 耻 瑟 1 的 
形状 由 时 器 : 
mbhbe. 
证 避 们 
loads 


四 4 二 
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其 中 和 peer 0 沪 侍从 的 茹 数 ， 
粉 出 所 有 末 知 击 了 车 的 解 的 公式 1 国王 珀 取 或 之 形 乱 : 


-| 2 0 a bol 
Oa 9| 0 s 0 Na ol (82 二 和 = 1}o (83) 
Deel ,00n! i 


六 不 入 惑 熙 ,我 全 可 以 在 避 且 趟 中 策 下 4 内 半 柑 的 嫩 肝 , 使 得 151i| 二 1 。 在 所 予 的 情 
形 , 浅 就 使 得 等 式 2 一 1 成立, 越 有 一 ao-3。 

我 全 来 计生 本 中 到 下 的 元 求 。 访 此 寅 出 保 娄 框 阵 坑 区 4 的 榨 性 继 换 : 
= 十 bra-F era, 
Ya iD 
YI a o 

在 过 名 方程 中 革 ri x2, za 解 出 。 那 末 我 们 就 得 出 保 灶 对面 仍 送 拭 往 下 了 的 任 摘 : 

FA dy dh 


知 一 la， 
2 一 一 人 ie 十 Go 
因 师 我 们 求 每 : 
| Fe 1 LealedoaB ae 
六 二 从 一 | 站 ol 0 jl, 
io 好 a2 | 站 一 如 如 ea 
(63) 式 高 邓 
] FE (一 们 9c4 十 全 ls (C9) co 十 全 (nn— gt 
=| 8 0 |=|6 e 0 
1 人- 们 加 人 0 (ew 9 
(b 一 aaei wa o (64) 


和 解 卫 凌 责 个 任意 的 谷 雪 4, 凤 以 及 两 个 任 状 的 符号 ey 有 天。 
$7.， 求 出 降 秩 矩阵 的 丈 次 方 根 


转移 到 情形 |41 一 0 (4 乱 降 秩 生 阵 ) 的 分 析 。 
有 如 第 一 种 情形 ,化 短 阵 4 篇 若 唐 法 式 : 
十 =- UM EH, BP Hw 
五 人 百人 (65) 
此 麻 我 们 局 3 一 A … 人 一 生年 阵 44 背 济 应 诬 非 才 特 向 数 的 
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初 被 因子 ， 而 以 和 A 2 志 六 应 从 淮 特 微 数 的 初 投 因 子 。 


那 来 
4=TL4y， A}U™, (66) 


其 中 
A 一 {ME + HG, ,MEO + HG)Y, 


Ao= HD, HN CB7) 
我 们 注意 , 4; 厦 满 秩 短 阵 Ci 机 | 对 中 ,而 是 客 沦 性 指 概 需 此 二 

一 max(n， 92， 42) 的 妖 朝 渤 阱 《 洽 =00)。 
由 原 方 程 (564) 得 出 炖 陆 4 王 未 知 策 阵 王 的 可 易 性 ,因而 得 出 他 们 


的 相 亿 短 汝 
U4U0={4j, 4) 僵 DU-1XU (68) 


的 可 易 性 。 
有 如 23《 和 让 理 38) 中 所 已 经 吉明 ,从 矩阵 488) 的 可 易 性 伍 乱 陈 小 ， 
4 没有 公共 特 微 数 导 一 事实 , (68) 中 第 二 个 答 陈 有 对 麻 的 准 滋 角形 
UXU={XI, To), (69) 
以 短 陆 4 瞪 世 的 相似 矩阵 
4， As) 机 {于 1， 于 。} 
代 进 方程 (54) ,我 们 换 方程 54) 人 篇 市 个 方程 : 


二 了 一， (C70) 
下 于 一 本 QI 
因 乱 | 出 | 也 0, 太湖 积 方 程 《70) 可 以 麻 用 上 包 的 精 果 。 所 以 可 由 


公式 (62) 求 性 了 1: 
Ei= Ta NM Ee Tt HE, ., Mh Eo Ho) Fil, (1% 
于 条 一 来 , 共 要 讨 散 方程 必 T)， 亦 序 工 要 求 出 寨 零 矩阵 4s 的 所 有 
m 如 态 根 , 人 而且 do 是 若 良 法式 : 
A = {2, Hn, | Hay (7 
二 maxtgi gs di) 和 雹 短 阵 4 的 自 零 性 指标 。 从 45=0 鳃 (7 全 我 
们 得 出 : 


8336 | 障 褒 


0 
最 德 庆 向 等 式 瑶 朋 未 知 [ 短 了 曙 六 , 亦 是 恩 零 的 , 其 莹 第 性 指标 篇 »， 
征用 束 C 一 了 vw 。 北 算 陆 半 , 需 车 唐 式 : 
TH Hey, ..., HrdyT-1 O74 
(Oy Voy i Vy) 
把 下 一 等 式 的 十 区 关 到 束 次 醚 村 。 我 们 得 出 : 
As= EE= TE LR", , [LHD] Tt CE) 
现在 我 们 求 并 请 候 , 矩 联 [ 吾 J" 有些 什 麻 初 般 因 子 但 。 丹 下 记 基 
蜂 篇 et ez my ev 的 4- 杂 向 量 空 间 中 有 所 予 短 陈 吾 Y 的 穆 性 迷 算 子 。 
那 末 从 甜 阵 瑟 的 形状 (在 矩阵 下 中 第 一 上 轩 角 季 内 诸 元 来 都 等 雁 
1 而 所 有 其 矣 的 无 政 都 等 苓 圾 ) 得 出 


He ~0, Hes=e,.……, He,~—e,.1 。 (76) 
时 些 壬 式 证 朋 了 ,对 龄 运算 子 寺 , 向 量 B182，…, 8, 实 成 若 唐 向 
基 链 ,其 所 对 麻 的 初 毅 因子 乱 癌 。 
每 式 (7 及 可 以 各 入 : 
再 Bi 一 Ci (}=1, 3 97 en 一 0) 。 
显然 有 
He,=e;_n (人 = 000 一 1 一 … 一 E_n 一 0 (77) 
表 数 9? 和 需 欧 之 形状 : 


v=mtr rm), 
大 中 帮 ， 7 坑 非 人 整数。 型 和 分 此 诡 向 量 £1 友和 2 篇 次 之 样式; 
1, Eno, ‘yy ny 
En+rl1s Cnray ‘ry on, 
和 C78) 
E14)m+13 Et mia 1 Em 


Cim-1y Bim "yy Emir eo 
各 ”第 六 章 , $7 未 屁 的 定理 9 已 多 粮 巴 浊 个 用 题 的 答案 ， 现 典 我 们 必须 用 部 方 往 来 
研究 过 侧 间 照 , 因 委 我 们 水 僧 美 求 凡 并 阵 [0 Jm 的 种 地 因 了 学, 而且 芝 求 册 演化 条 婵 [ 开 497 
器 若 唐 式 的 址 际 Tum 。 


第 部 共 幕 区 章 ” 引 阵 方 程 ET 


-一 一 -一 ”一 一 -一 一 


在 过 向 表 式 中 ,我 们 有 个 夭 : 前 7? 个 码 的 径 一 烈 中 含有 6 十 1 个 
向 量 , 其 钱 诸 刚 中 合 有 上调 向 量 。 等 式 (7) 织 明了 ,每 一 刘 向 量 对 礁 带 
算 子 H" 构成 向 量 的 若 店 乔 。 如 果 对 蕉 向量 C738) 的 序数 不 暴行 来 有 而 次 
二 出 而 按 列 来 怖 容 记 出 , 那 示 我们 得 出 各 样 的 新 共 底 , 使 得 到 算 子 H” 
的 甜 阵 有 次 之 若 讶 法 式 : 

{HetD, 2 H+y), HD, HG, 
Ar 人 
[Ml 一 
故 有 
[TO "一 Pen 有 2 HotD, HO, HOY Ph, (70) 
入 -一 一 一 一 一 一 一 \ ， ， , 
个 ， I 一 


其 中 短 联 了 P.,m ‘从 一 合 基 底 到 另 一 其 感 的 演化 算 陡 ) 有 次 之 形状 ( 究 考 
第 三 章 ， § 4): * 


P,,n= a i 。 C80) 


[| 


短 障 总 (2” 有 一 个 初 籽 因子 XX”?”， 把 短 陈 五 中 腊 到 m 次 答 时 汗 个 
初 儿 因子 就 有 “ 狐 叶 ”*。 有 如 (89) 式 所 谣 朋 , 短 陆 [如 "有 次 庄 梓 级 因 
子 : 


ET 0 A 人, re hr > 
Ve pe Mm 
Tr 一 
现在 回 到 等 式 (756)， 
Vi= Er (Oar my R00; =1, 3, §), (81) 
@ 在 z=6 时 ,主子 唤 万 G9，…， 开 en 不便 昌 现 呈 遂 个 短 障 的 形 其 入 于 中,… 有 中]。 
Eo Me 


Ht FF 
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那 末 由於 4 的 ,等 式 (人 75) 可 以 窟 起 : 
一 EE=TPIH Et, 人 HD), ,TOY, 


me 
TL C1 
HtD, eo, Hh, HY), P-1T-1, (52) 
' ~ f 
其 中 P= (Ds, my Er im ~ Pr,, mn} o 


此 赔 (8 具 (73) ,我 们 浴 到 ,如 不 计 次 厅 , 诸 子 块 
Hen es, HD, Hn, HN, HD, .oe, HD (88) 
必须 僵 杂 诸 子 声 重 合 : 
Hy, HY, ,HO (34 

我 们 鹊 定 称 初级 因子 组 和 0 7 ”篇 对 肉 下 。 可 能 ,如 果 担 短 
陈 异 到 mm 菊 皮 后, 适 些 初级 因 了 可 已 列 分 球 产 生 和 抵 阵 4s 的 已 知 初 极 
因子 租 : 2 和 A"*，… ?+ 。 可 能 声 裤 因子 组 的 租 数 种 禹 有 限 , 因 得 

MAY ET Dey ey Ya) Sm V1 二 va 二 二 = (BB) 
(ns 篇 生 陈 4 的 釉 ) 。 
在 每 一 个 具体 的 情形 于 短 革 。 的 可 能 初 般 因子 引 可 以 很 容易 的 由 有 限 
次 计算 来 年 出。 

我 们 来 姑 明 ,对 岭 每 一 可 能 接 航 因子 组 和 A， 和， "者 有 方程 
《了 的 对 应 解 存 在 ， 且 来 定 出 所 有 的 午 些 解 。 在 直 一 情形 有 演化 婚 障 
@ 存在 ,使 得 

{tt 1 HT1) , Hn, 1 Hi 3 H+1) ， 小 一 Olid , (36) 

短 阵 名 在 准 半 角形 矩阵 中 实行 详 子 议 的 冰 换 , 使 基底 中 庄 向 基 得 
到 适当 的 友 数 。 所 世 短 贷 是 可 以 作 篇 已 知 的 。 麻 用 (80), 我 们 和 从 (82) 


得 出 : 
As=TPQ I AQP- Ti, 


总 有 TPeQ :=X,, 
或 
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T=- XQP™, (87) 
其 中 Ys, 基 上 康 1s 可 吻 的 任 已 短 陆 。 
在 人 如 届 中 代 工 贞 其 表示 式 T7) ,我 们 有 : 
Fs= FA QP HH, HeD, Fe PO Ya! (88) 
由 (69);072 主 (88) ,我们 得 出 名 舍 所 查 求 出 的 所 有 解 的 一 般 有 公式: 
Ht, HEN {NAT, PO KAU, (89) 
芯 省 要 注 谍 , 降 秩 知 陆 的 mr 并 大 要 不 一 定常 能 存在 。 全 的 存在 盐 
对 秀 知 随 苹 s 的 可 能 初级 因子 奏 的 存在 有 关 。 


易 知 ,例如 ,方程 
X= HO 
在 名 TD>1 时 是 说 有 解 的 。 
信 ”要求 出 盾 阶 
lo10 
A=|000 
1o on 
弛 对 - 上 志 根 , 亦 部 求 测 -上 声 程 
一 过 


的 所 有 解 。 在 所 巴 的 情形 4 .49, 及 二 9, 于 一 2 二 3 入 二 2, G1。 姑 障 六 息 能 有 -一 起 
利 稻 因子 汪 。 故 8 二 4, 寻 一 1 一, 4 二 1 而 且 { 委 考 (807]。 


1 0 | 
Pa Da a= D0 GG 1 |=Pp-1, 全 二 二 
“0010 
此 外 ,在 如 要 有 末尾 的 例 ,可 以 在 人 3 扫 式 中 斌 
bv aol ed—a -| 
XAa=io a 0 ,X= 如 lo 
a2 0 i az|l 
从 通 简 公式 我 们 得 出 ; 


| 心 & BEB 
= oA PNYPAAIO 0 | 
| 0 p10 


其 中 一 oa 工 一 64 中 有 = 好 部 是 任意 的 于 部 。 
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$8. 量 阵 的 对 数 


讨 蓓 牌 阵 方程 
cx 一 二 。 (90) 

汪 眉 方程 的 所 有 人 和解 称 篇 答 陈 4 的 (自然 ) 独 数 日 记 之 以 ln4d 。 

短 际 4 的 特 微 数 )y 与 算 阵 了 的 特 向 数 5 之 疝 有 关公 式 和 ==e51) 
故 如 访 程 (90) 有 解 , 那 末 和 矩 陈 4 的 所 三 特 党 数 都 不 等 其 霉 , 因 而 短 阵 4 
是 满 秩 的 (|4| 关 0;。 浊 样 一 来 ， 疯 礁 方程 (90) 有 解 存在 的 必 妆 休 件 芒 
41 到 0 。 下 面 我 人 将 看 到 迁 个 休 件 亦 是 充分 的 。 

故 坊 |14l #0 。 窝 出 王 陈 4 的 初级 因子 : 

FA), Ch A AN) 


(A1, hy 0， Di 十 Da 十 … 十 Dp 二 1) 《91 1 
针 应 氏 运 此 官 级 因子 ,化 矩 障 4 需 若 良法 式 : 
A=UAU-!= 


=U ME He, pRB HOD, oy Ber Hed Ui, (99) 

因 篇 男 数 6 的 这 式 对 礁 所 有 利 者 不 等 稚 需 ; 故 ( 奈 者 第 二 章 ,$7 

末 虽 ) 和 从 敌阵 了 博物 到 短 陈 4= 6 时, 初 航 因子 不 能 笋 分 , 亦 即 短 阵 互 

有 初 绥 因子 

(hE, WE) ED, (93) 

其 中 o= 和 (j=1 9,…, 划 ; 羡 序 名 是 秆 ny 的 一 个 (j=1, 3,…, 多。 

在 网 数 的 复 和 平面 中 我 们 也 - -个 间 忆 在 丹 罗 年 和 二! 为 | 的 间 , 且 

以 方 (0 二 hh 记 图 数 卫 和 在 所 讨 兴 的 加 中 的 证 一 分 支 , 使 其 在 点 入 所 
取 的 值 等 基 德 障 于 的 特征 芽 & (7 二， 2，…, Ww)。 此 和 缮 设 : 

nOBe+ He = FE = ni BA Ht ... (94) 

因 人 篇 In 的 庆 式 (在 入 下 面 的 有 限 部 分 ) 永 吕 不 等 樵 老 , 所 以 短 际 
《94) 窗 有 一 个 初 厅 因子 以 一 2。 由 玲 生 一 准 当 角形 适 障 

{ln (MB +r HO), nO Boe HY ID OBEN HE 《95) 
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奥 玉 知 短 阵 卫 有 相同 的 初 般 因子 , 故 有 演 杰 的 短 阵 了 (!' 了 P| 0) 在 在 ， 
便 得 
FTE Hm), ,nO Be + Ho) TT 。 (96) 
需 了 定 出 短 体 下， 我 们 注意 


A=es=Th EF HY, 9 BE + HHT, (97) 
比较 (97) 愉 (92) ,我 们 求 每: 
T=UX7, (98) 


其 中 也 2 是 导 徐 阵 4 可 昂 的 任意 算 阵 。 在 《96) 中, 代 以 其 表示 式 
(98) ,我 们 得 出 包含 短 陈 的 所 有 对 数 的 一 般 私 式 : 
=UXI{n ME Hm), 
nhsBed tt HED), 十 再 全 人 XI UT!, {99) 
广 ” 如 果 短 阵 4 的 所 有 和 初 航 因 子 南 南 互 质 , 那 未 在 等 式 (99) 的 右 
和 节 可 发 际 去 因 式 卫 7 与 51 (大 考 $6 中 类 似 的 坦 ) 。 


第 九 章 UU- 空 间 中 绢 狂 汉 算 子 


$1.， 糖 首 


在 第 三 僵 第 七 音 中 我 们 稻 你 太 究 企 意 %* 杂 向 最 空间 的 结 性 过 算 
子 。 汉 秆 空 揭 的 证 有 大 许 , 钰 此 的 屿 位 是 均等 的 。 马丁 粽 性 过 算 子 在 
年 一 基底 中 轿 麻 内 革 一筹 际 。 在 不 同 的 基底 中 ， 同 一 运算 子 所 对 应 的 
年 阵 ,都 彼此 相似 ， 运 嵌 一 来 ,在 2 维 向 是 空间 中 舟 人 性 还 筑 于 的 研究 答 
子 了 可 能 性 来 揭露 相 俱 甜 了 类 中 畜 徐 阵 所 同时 具有 的 性 贤 。 

在 本 介 的 开 姑 ,我 们 在 疡 厅 向 量 空 间 中 引得 一 种 度量 ,就 是 铸 巩 经 
是 自问 蔓 都 剑 生 一 侦 数 一 一 但 们 的 “多 向 千 ” 一 一 有 一 息 特 殊 的 网 傈 。 
夭 助 於 扰 疝 稿 我 们 定 出 向量 的 "长 ”与 雨 个 向 量 沿 "和 角 的 入 弦 "。 冰 种 度 
量 验 我 情 蜗 素 了 CC- 室 间 ,如 果 怎 城 丘 是 所 有 实数 的 域 , 带 来 了 欧 丛 里 
得 鹤 半 ,如 果 五 是 所 有 守 数 的 鼎 。 

在 本 章 中 ,我 们 查 研 帘 熏 度量 空间 相 辕 合 的 综 性 违 算 子 的 性 质 。 尘 
於 度量 空 疝 王 不 是 所 有 基底 都 是 地 位 均等 蜀 。 但 是 所 有 正 交 基底 的 地 
位 却 尽 均等 和 鸭 。 和 从 一 个 正 交 基底 又 到 另 一 个 正 交 太 在 U- 空 向 (了 菊 玖 里 
得 空间 ) 中 要 妖 一 礁 特 殊 的 一 一 U 正 交 ) 一 一 杰 换 求 得 出 。 所 以 上 U- 空 
则 ( 工 允 里 得 空间 ) 中 ,在 轴 仙 不 同 的 基底 喜 厅 ,对 麻 认 同一 入 性 汉人 算 子 
的 十 个 扼 了 泣 ,外 此 = 相似 ( 正 交 相似 ) 。 滥 样 一 来 , 在 %% 杂 度 轿 宏 的 中 
研究 综 性 有 运算 子 , 束 是 研究 垂 人 的 这 秆 性质， 喜 其 答 已 子 垂体 罗 到 其 
U- 相 但 或 正 变相 但 后 涉 睹 , 壮 仍 缀 动 的 性 先 。 过 就 很 日 然 的 合 我 们 来 
研究 特殊 的 \ 规 秀 , 安 密 韦 ，C-, 当 称 ,反对 称 , 正 交 ) 矩阵 类 的 性 管 。 


$23， 室 间 的 度量 


讨论 赴 赣 域 上 空间 兹 的 向 县。 就 游 且 中 每 十 库 向 量 父 与 g, 取 秆 
其 详 序 钱 , 沼 腾 认 菜 一 相 数 , 稀 篇 但 办 癸 向 里 的 无 向 种, 且 记 之 以 (wy) 


第 一 部 牙 。 第 九 意 本 空 辐 中 物性 滥 莹 于 248 


或 422) 。 再 者 , 设 做 向 积 有 次 计 性 置 : 
团 试 如 中 任何 向 量 册 , 9， 过 与 任 一 复 星 =， 都 有 : 
1. (XY) = YK) 0, 
2， {ap, #) =alTy), (1) 
3. (2Ty, 2) = {2 (2). 
在 各- 一 情形 我 们 设 在 空间 尼 中 带 和 进 了 华 帘 过 度 基 。 
我 们 过 可 注意 ,由 1 ,2 盘 3, 对 鼓 如 中 任何 2， 2 2 者 有: 
2, (wv, ot) =a(Ey), 
3', (y+2) = mm, + rE, 2), 
从 1 推 知 , 洲 艾 任何 向 量 光 , 的 癌 积 (zz) 都 必 贤 数 。 浊 个 数 稳 篇 
向 重光 的 夭 数 日 起 之 以 六 到 : NRE= (8)。 
如 具 对 谎 召 中 任何 向 量 都 有 : | 
4， 访 光一 ( 交 术 ) 宕 0， (2) 
那 末 安 密 过 眠 量 称 需 非 鱼 的。 如 果 冰 有 : 
呈 ， 站 出 一 (UP0 如 其 名 庆 昌 ， (8) 
那 未 安 密 过 度量 称 需 恢 正 的 。 
定义 1， 有 剧 正 安 密 巡 度 量 的 向 罕 间 屁 称 需 [空间 上 @。 
在 本 得 中 我 们 要 讨论 右上 了 眼 维 己 - 空 贞 和 旦 。 
向 景 gY 的 长 是 指 9vVNz= |w| 一 ww: 和 )。 让 2 革 后 知 每 一 个 不 
等 於 赤 的 向 量 有 正 的 长 而 屹 距 有 堆 向 量 的 长 始 能 等 典 宠 。 向 量 立 称 篇 
标准 的 ( 亦 短 么 向 量 或 算 阴 表 )， 如 果 |2| 一 1 。 需 了 "标准 化 " 任 一 向 量 


zx0, 实权 乘 渤 个 向 量 以 任 一 复数 和， 其 稻 尘 值 j)| 一 -二 。 


四” 散 上 面 的 模 粮 是 指 挤 原 雪 谷 其 并 坦 粮 数 。 

人 ”有 任 音 度量 的 (不 一 定 恒 正 的 ) #1 区 向量 空 知 的 研究 可 以 在 答 交 {92] 放 有 痢 121}1( 有 
柯 强 鞍 本 ;的 第 九 弟 十 章 中 技 草 。 

四 ”在 本 章 2 -7 的 所 有 情形 中 ,好 果 溉 有 特别 提出 罕 闻 的 有 限 鞭 性 叶 , 所 有 的 计 培 对 
部 巨 限 厅 空间 仍然 有 效 。 

四” 此 盐 符 号 训 方 得 的 非 召 ( 算 座 ) 什 。 
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届 平 常 的 三 厅 向 量 空间 相关 似 ,， 两 个 向 量 生 于 2 称 篇 正 交 的 ( 记 
之 以 于] 上] 上 ,如果 (Ww 和 ) 一 0。 在 此 因由 4,3, 3 得 出 : 
NLT) = {RY C+ = RE) TVD = NE NY, 
闲 朗 《 商 高 定理 )! 
[w+ = | Ty LY), 
刷 过 -空间 及 有 有 限 订 数 n 。 在 总 中 取 任 一 基 诡 eyeny py 如 o 
以 由 与 人 一 2,…,n) 记 向 量 代 办 YY 在 过 说 基底 中 的 济 麻 坐标 : 


Te Yeo 
那 林 由 323， 3 3 鄙 3， 有 


(0) —, DL hi ti (4) 
其 中 
hg = CO Or) {R=1, 号， 1) C58) 
特别 脖 ， 
Ng = (ga) -> hn ty Bk 。 (6) 
由 工 与 (5 ) 得 出 : 
ht = Ps (2， 下 一 荆 ， 3， ii 1) o C7) 


型 菩 jia 起， 其 中 hi 一 i Gb 一 1，2，-…, 者 , 称 坊 安 密 嫂 
型 9。 温 样 一 水 ,向 量 的 狂喜 亦 朗 他 的 其 的 在 方 ,就 表 坑 他 的 华 概 的 安 
密 逮 型 。 故 有 "次 密 过 度量 "的 名 称 。 由 4 知 位 樵 等 式 ( 6 ) 有 各 的 型 是 
' 非 偶 的 ,对 撩 半数 Ti Woy "yy Tn 的 所 有 和 值 都 有 : 
> hsx Wi Fe 0 。 C8) 
由 改定 充 休 件 5, 漠 个 型 是 恒 正 的 , 本 印 (3) 式 中 的 = 号 它 在 所 有 
(二 1， 2， "ny 1) 都 等 於 堵 时 怒 能 成 了 开 。 


从。 丙 过 人 天 示 式 相对 床 的 ,位 闪 等 式 (4 ) 右 六 的 惧 示 式 ,种 妨 安 窗 巡 里 和 性 型 ( 关 商 们 
Ty Tay "sy Zn 讽 负 ， Se 的 ) 。 
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定 闵 2.， 向 量 租 el, es …-，en 称 篇 法 正 交 的 ,如 时 
0 如 其 让 
]】 划 其 1 一 下 ， 
在 双 =” 时 ,其 中 必需 空间 的 维 数 ,我 们 得 出 空间 的 法 正 交 基底 。 

在 $7 中 我 们 将 荐 明 , 在 每 一 个 蕉 Z- 空 寺中 都 有 法 正 交 基底 存 
在 。 
放生 G1, 2 mw) 各 各 向 量 必 与 2 在 法 正 交 基 底 中 的 从 
标 。 那 未 由 内 (4),(5) 与 (9) ,我 们 有 


(ey) = Tot 
一 《 北 交 ) = ial’, 


我 们 在 4 雁 空 间 县 店主 意 因 定 集 一 个 基 恋 。 此 叶 丝 一 全 度 关 关 的 基 训 第 磺 茶 一 个 安 窒 
过 鱼 正 型 它 ja 友 识 相生 合 , 而 且 友 精 来 , 根 所 (4) 每 一 个 进 糙 型 蕉 定 RR 中 太一 个 安 密 
建 恒 正 度 香 。 但 是 所 有 这 此 度 革 交 不 答对 7 儿 妈 可 - 空 障 只 主要 的 关 申 。 事 冠 上 , 谣 对 两 个 渤 
样 的 度量 各 取 艇 向 千 : (xy) 输 (xy)' 。 央 辑 王 些 讼 恒定 出 天 中 法 正 实 其 虎 : ei 磺 @; (i=1， 
2,-…, z。 把 旺 内 在 道 此 大宅 中 有 相 霹 理 宗 的 商 最 与 x' 补 此 相 贡 磋 (x-+x) 。 道 个 对 区 
是 众 射 的 四 。 此 外, 由 (10) 丰 : 


(ee ) =3x=| 《2 上 一 2， 7) 。 《38) 


(10) 


{x)= x! 
鞍 样 一 来 ,她 不 计 举 并 的 仿 纺 全 换 时 ,7 雅 向 是 空间 所 有 的 安 密 沁 恒 正 度 基 都 彼此 重合 


ee ee ee ee ee 


如 果 基 本 和 数 域 玉 是 里 数 域 ， 那 种 通 合 公式 1, 2, 3, 4 与 5 的 放量 
称 需 欧 父 里 得 度量. 


定义 3。 有 正 欧 嫩 里 得 度量 的 实数 域 上 向 量 空间 瑟 称 得 欧 全 里 
得 实测 。 
如 果 与 on 1 3 7 是 在 名 欧 诡 里 得 空间 人 某 一 基底 et 


@:，…， 6 中 疝 量 这 瑞风 的 坐标 , 那 宋 


(gg) 一 Sin ti fr 站 和 一 | 和 | > Bip BE Tn o 


乱 ” 基 朗 炙 下 中 辣 量 * 壳 下 中 向 量 # 的 运算 于 4 是 各 性 满 秩 的 . 


中 4 虐 隧 险 


此 外 ss 一 wu (下 一 二 2 …， 只 都 是 实数 日 。 类 示 式 忆 sam ex 先知 
21 322 pp 2 的 二 次 型 。 由 度量 的 怪 正 性 推 知 ,解析 的 输出 和 个 庶 晤 
的 二 次 型 > sxg mx 二 屋 正 的 , 浆 即 安 ， 5 如 果 总 台 >0。 
对 庆 法 正 交 基底 有 
(zi = | (11) 
车 n=3 时 我 们 得 出 三 移 欧 摊 自 得 空间 中 对 淮南 个 向 重 的 无 向 重 
与 向 量 长 的 东方 的 已 知 公式 ， 


$3. 向 量 竺 性 相关 性 的 格 浅 姆 判定 


座 欧 友 里 得 或 U0- 空 间 如 中 间 量 2 化 …, 比 入 尾 相关, 亦 郎 有 
刘 样 的 不 全 等 礁 替 的 散 01 ,cs，…, cw 储存 在 ,使 得 
全 全 十 Ce 和 十 二 em 一。 {I 
顺 详 左 乘 温 些 等 式 的 两 节 以 2， zz wn 我 们 得 由 : 
Co A 
(oe 01) Ga 二 (人 Ta) Ct Cs my cn =—0 (18) 


(gb ds (wh 未， ja 4 0 
视 ，ca …， bn 乱 春 欢 粮 性 访 程 租 和 站 3 的 非 零 解 ,而 方程 13) 的 行列 
式 得 


CRN) PR) 7 CR ) 


Ts gas es Wo) 一 | 1) Wut) Fo) |， 9) 
Cn 和) (Wn) ~" He i 
故此 行列 式 必 须 等 基 拓 ; 


a 二, "ss 人 =0 蜂 
行列 式 了 (1, Ta 和 nm) 称 篇 向量 Ti oo Un 所 组 碟 的 格 兰 


[1 df 一 (Pi er) (人 x 二 1， 2, wi no 
盖 在 认 扒 里 得 完 闻 的 情形 ， Diy Co Te Cn 都 总 赛 台 、 


第 一 部 分。 第 励 闪 TU 空 侧 申 琅 性 运 划 子 247 


姆 行列 式 。 
反之 , 耿 格 兰 姆 行 烈 式 (14) 等 放 震 。 那 末 廊 程 粗 (13) 有 非 零 解 oa 
0 no 。 等 式 {183) 可 以 篇 需 : 
CR i 十 Coo 十 一 十 Cnn) 一 00， 
Ca C1 Tam 二 十 CM) 一 全， (18") 
(my CE CT) = 0. 
咽 次 屠 各 些 等 式 绝 56， tm 而 和 后 相 加 ,我 们 得 岂 : 
N+ oa om) = 0; 
故 由 度量 的 剧 正 性 , 知 有 
如 第 1 十 6 人 十 … 十 Co 一作 ， 
亦 序 ,向量 2 2 性 相 关 。 
我 们 证明 了: 
定理 1， 短 了 鳄 得 癌 是 多， 入 性 相关 ;充分 必要 的 ,是 
由 演 些 向 最 所 搞 成 的 将 天 每 行列 式 签 浴 替 。 
我 们 要 注意 帮 并 姆 行列 式 的 次 之 和 性质。 
如 果 格 随 姆 行 烈 式 的 任 - -主子 式 等 座 才 , 那 林寺 个 格 关 姆 行列 式 
亦 竺 上 苓 雪 。 
事 害 -上 , 主子 式 是 部 分 向 量 的 格 兰 姆 行列 式 。 出 主子 式 的 等 浴 替 
得 出 训 些 阅 量 的 过 性 相关 性 ,因此 对 部 向 量 是 粮 性 相关 的 。 
例 葵 予 实 和 半数 革 的 俩 攀 图 散户 交手 都 在 哺 隔 间 [exp] 中 岩 状 谴 
二 -楼 定 出 在 什 黎 堪 件 之 下 ,他 翌 是 综 性 由 清 的 。 短 目 我 何在 [ab 中 乒 状 违 纺 是 再 空间 广 面 
引 渴 恒 正 度 若 ; 朗 取 


G9)= [Fo to 
那 未 谭 用 禾苗 颖 判定 (定理 工 ) 到 所 予 的 而 束 就 得 内 所 求 的 体 件 : 
AOE a AWFDY 
a a =D。 


ACOL EN AGROL 
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$4， 正 射影 


衣 在 U0- 袜 间或 欧 妈 里 得 宏 间 召 中 , 芥 予 任 一 向 量 灾 愉 某 一 上 基底 
篇 fi 半 ,，…, 人 wn 的 子 空 需 六 。 我 们 要 广 阴 ,向 革 你 可 以 (而 且 基 路 一 
的 ) 表 篇 和 的 形状 : 


(15) 


其 中 


站 二 化 s 十 化 Ny， | 
35 六 而 交 w | 全 

| 《记号 .| 是 夷 示 向 量 的 下 交尾 ; 测 座 
子 人 空间 的 正 先 性 是 了 解 乱 项 葵 竹 眉 
子 空间 中 所 有 向 量 药 正 交 性 ); ws 
是 向 晤 在 子 空间 六 上 上 的 正 射影 ,SN 
基 射 出 向 :最 。 

例 各 民 沉 三 粹 欧 烛 里 得 向 是 空间 , 而 汉 二 2 。 所 有 的 向 最 帮 和 从 定点 0 引 蔷 。 此 有 时 


洋 一 满 昨 口 的 平面 ; *5 起 向 基 二 在 平面 售 上 的 正 射影 ; wm 息 从 只 其 x 的 末端 到 平面 人. 
的 秆 穆 { 图 5); = |xm| 答 疝 最 < 的 志 丹 于 平面 汪 的 距 衣 。 


篇 了 建立 分 解 式 (15) , 表 所 求 的 ws 篇 形状 
Ts =cT1 tt com nT {16) 
其 中 cy ca …， tm 篇 某 些 被 散人 9。 
坊 了 定 出 过 些 数 ,我 们 从 次 之 并 恬 式 出 发 : 
(WR— Xs Tr) =0 (F=l1, 号 C17) 
在 ( 引 让 中 代 Ws 以 其 表示 式 (16) ,我 们 得 出 ;: 
Nei)or 个 :十 Cw Tcnt NP) ° 人 -一 = 日 ， 


(om 二 … cao aa -a 一 0， (18) 


ot n+ Xs:(—1)=0 
钙 遭 租 等 式 篱 有 非 霉 解 如 3 人 一 了 的 音 驻 闽 三 程 袜 其 怪 数 


1 在 哑 状 里 得 瞧 加 中 ， Ty i rh ,起 实 数 。 
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行列 式 双 等 伶 堵 (对 先 对 其 主 对 角 煌 按 转 ) 9 : 
CBP) an) Pi 


二 是 国生 十 相生 中 目下 和 由 咱 中国 加 咱 听 中 由 本 让 上 由 


CR) 一 CR ) in 
(TA) Wn) Ls 
从 泛 个 行列 式 中 ;分 出 含有 was 的 项 ,我 们 得 到 (很 容易 了 解 的 方便 
的 瑟 社 ); 


=0。 (19) 


1 

7 : 

Tm 

证 放生 
| (20) 


其 中 T= (1, 和 a， 和 息 向 里 席 T 这 的 格 荫 姆 行列 式 
(由 伶 泛 些 向 量 的 各 往 然 妆 性 知 T 了 0)。 和 从 (I 外 办 (20) 求 得 : 


并 
: 
出 由 
LRT) XRT) 
WN=W— Xs = ( 4 ) 。 (21) 


公式 (20) 奥 (21) 表 出 向 量 * 在 子 袜 间 驴 上 的 射影 gs 与 经 通 所 巴 
向量 汉 与 基 子 究 间 总 的 射出 向 其 XY 。 
温 要 注意 一 侧重 要 公式 。 上 以 如 记 向 是 wn 的 长 。 那 未 由 (5 与 (21) 


《QT 和) 
nn : 
(Tn CT) 
了 一 ww) = (TN) = | 2 ED | ? 


各 ”位 加 村 式 (19) 左 季 的 行列 汇 表 示 一 般 向 量 ， 其 第 i 侦 举 标 是 在 最 入 一 列 和 将 党 疝 基 
1 所 笋 其 第 1? 便 稚 禄 任 = 工 ， 号 fi 来 得 出 的 ; 迁 些 吾 标 起 在 某 一 个 性 亲 的 基 
媒 中 卡 定 的 。 篇 了 司 明 府 1 生意 称 到 人 9 的 各 理性 ,本 此 在 伴生 的 最 贰 -- 候 等 式 贵 119) 的 最 
捷 一 列 让 , 换 阿 虽 1 3 若 其 第 i 个 举 神 就 能 看 出 。 


亦 妇 
a 1 人 
,sn) 
改名 各 可 以 有 次 之 解释 : 


从 一 览 引出 向 景 2 ozy nt 2 且 以 证 此 向 量 篇 渴 构 左 一 个 
忆 士 1 礁 的 平行 多 面体 。 天 是 多 天 2 的 末端 到 经 过 扣 wu 2,… 的 
底 画 $ 的 还 -下行 多 面 采 的 高。 

贡 乡 篇 癌 中 任 一 向 项, 而 人 篇 有 中 性 一 向 量 。 和 如 果 所 有 向 晤 都 
竹 " 共 由 衬 间 的 原点 引出, 那 末 | 一 | 恰 | 守 一 Xs' 各 等 伶 征 向量 光 的 
末端 到 超越 平面 S90 的 笠 高 涡 高 的 值 。 故 在 六 出 高 不 天 座 妊 高 了 时, 我 
说 有 全 : 

=Iw—ws|l < Ir—y| 

(让 在 8 一 2s 时 始 有 等 此 ) 。 过 样 一 求 ,在 所 有 的 向 量 yES 之 脱 , 向 量 
Ys 到 所 子 向 熙 及 有 最 小 的 己 差 。 和 值 ==MNCW 一 ws) 是 近似 法 
席 之 ws 的 淹 做 平方 全 。 


$5， 榨 柄 退行 列 式 的 罗 何 意 闵 与 一 些 不 等 式 


1, 讨论 尾音 的 向 量 光 1， 六 2 ' 半 n 0 首先 假设 关上 旦 向 量 是 贸 性 短 

并 的 。 在 避 一 情形 ,由 避 些 向 莉 中 尾 淤 的 一 些 向 量 所 构成 的 格 兰 姐 行 
列 式 郁 不 等 稚 才 。 那 末 根 据 (22) ,有 

Ls Wa Kot) >0 (p=1, 2, +, m—1) (28) 


Tei, 并 2， !， Fs) 
而 把 得 些 不 等 式 愉 不等式 
TE) ~ (Fm) > 0 (C24) 
逐 项 相配 ,我 们 得 出 : 


因 ” 妆 考 本 荫 肛 冶 时 的 例子 。 
BO Nx Nxy txg- Nx NXg N(xy) = 
命 ” 风 瞧 庶 明了 台 束 空洞 对 已 予 泊 供 副 数 的 麻 用 可 登 者 [ 2 ]。 
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Ti Tay sy Wn) >0 
汗 笠 一 水 , 济 詹 焰 性 无 关 的 向 量 , 格 关 姆 行列 式 是 下 的， 而 对 共计 
芒 了 济 便 计 , 引 进 记 屿 T= 了 (i 宙 sy 让 《入 一 本 2 … 1)。 
那 未 由 (33 鞭 (24) ,有 ; 
T= [zi = Fi, 
Ts = Vi hi Vs, 
其 中 六 需 由 和 与 2 所 构成 的 焉 行 四 避 形 的 面积 。 再 者 ， 
VT=Veho= Vs, 
其 中 三 : 需 由 问 量 Wi, ay ds 所 构成 的 平行 六 面条 的 体 禧 。 灿 村 渤 行 ， 
我 们 得 出 : 


vi, =Vshs=V, 9 
一 般 的 有 
VI =P nihm_1= Pm, (25) 
很 自然 的 , 稀 六", 坊 由 向 量 由 ，Ws，…， nm 所 溃 所 树 成 的 种 纵 平 
行 多 面体 的 体积 二。 


及 中 对 诬 森 一 法 正 交 基 底 来 设 的 向 量 
T=] 3 mm) 的 坐标 , 且 朗 
= | GG=1, 2, 0, mn =1, 全 
那 末 和 根据 410) ,我 们 有 : 


让 二 | 开 ' 于 | 
因而 [ 滞 考 公式 (25)1 
gor We Dum 
人 (26) 


| 


四 公式 (25) 粮 予 加 丰 平行 称 面 册 盯 积 的 训 革 的 定义 。 
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加 个 等 式 有 次 之 克 何 总 六 
于 行凶 硬 体 体 酚 的 斑 方 等 党 其 在 所 有 zw 杂 坐 标 子 空间 .上 射影 的 体 
稻 沾 方 和 。 特 别 是 在 各 =% 时 由 (26) 得 出 : 


出 11 光 19 """ 1 

_ Col Cas “"" To 
FF, 人 mod 1 n 时 C37) 

nl nz 多 nr 


籍 助 黄 公 式 〈20) , (31) , (32) , (26) , (27) , 解决 了 % 攻 了 欧 交 里 得 聘 
U- 解 析 炙 何 中 的 一 系列 的 基本 度量 问题 。 
2. 和 回 到 分 解 式 (4 克 。 出 他 直接 得 出 : 
(TH) = (Ts TN, Vs HN) = {Mss Ts) + Rw, KN) > (MNTN) =R, 
精 合 (22) 就 烙 出 不 竺 式 ( 驮 於 任 倒 向 量 Wi， 人 Ts，…, Un 化 ) 


Tm, ay, ny WW) ED (Bi, Ray, Wa TY); (28) 
而 且 等 网 成 立 的 充分 必要 由 他 是 与 向 量 侈 与 向 量 加 六;，…, 净 , 正 变 。 
故 不 认得 日 隔 迷 凯 不 等 式 
Pi Tay) Wn) EP ENT (Wa) TR ), {29) 
其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 休 件 是 向 重 2i， Wo，… ,Xn 责 雨 正 变 。 不 等 
式 (29) 可 表 答 次 之 骨 朋 的 友 休 现 紧 : 
平行 多 面体 的 仙 积 下 越过 共 渴 长 的 乘 各, 而且 臣 在 其 候 长 方 多面 
笨 诸 姑 能 等 礁 汉 一季 名。 


可 以 和 熔 子 阿 避 层 不 等 式 己 其 下 溃 的 式样 ,如 在 (29) 中 也 到 =m 有 旧 引 
复 在 某 一 甘 正 痰 基底 中 由 问 量 二 六 (h =—1 2， "yy n) 的 誉 栖 Tis Tay" "y 
2 所 楼 成 的 所 讨 芥 的 行列 式 4: 


那 末 由 (27) 恒 (239) 得 出 
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Pl DE EN (297) 
3. 条 了 建立 与 格 曾 姆 行 烈 式 相关 的 号 一 不 等 式 ;利用 次 之 很 容易 


租 区 的 公式 : 
如 时 Hrs z; 世 囊 ， Wi | Zs 2， j=1, 分 ， ik | 21 了? 那 来 


Tg 2 VWs 2 Wn 十 名) 一 


ss Ese Ty Pi Hi) TF Sy Sin) ODO, (30) 

(+ | 
避 生 和 需 吕 中 任 一 子 空 间 而 2 ta 人 Wn 访 蝶 中 仁 何 向 量 。 洲 

烘 首 些 向 量 详 用 分 解 式 (15): 
Wi— Kis+ Wy (LigsE IS, Fimv | SH; t=1, 2 "+, tm), 

在 (83 人 中式 中 各 换 gf 最 Zz, 篇 尼 s 办 人 Winw 多 = 2，… mm) ,我 们 得 出 : 

(二 

+ 之 PRE 


因 估 洗 个 等 式 的 右 包 中 所 有 的 杖 都 是 菲 刍 的 ,所 己 
Ts, Rag rs Tng) ET (Es, Wry Wn) , {31) 

而 且 旭 时 关 他， 半 p 于 0， 那 未 让 有 在 wy 一 0 二 1 ,3 7m) 
了 时, 等 发 始 能 成 立 。 如 果 (1 Wo 人 mw) 二 0， 涛 末 册 《 红 LL) 得 车 
Tigs, Wiss, Fns) =0, 

由 蕉 (2 辐 可 表 不 等 式 (3) 般 次 之 风 何 现象 : 

不 行 多 面体 在 子 空间 SS 上 不 射影 的 他 积 不 超过 所 于 下 行 多 面体 的 
铀 积 : 号 有 当 其 射出 平行 多 面 由 落 在 $ 中 或 其 本 革 的 体积 等 诬 雳 时 ,到 
些 体 积 妈 能 相等 。 

4. 更 在 永 建 立 一 个 包 合 不 等 式 《28) 与 不 等 式 (29) 的 广 长 的 阿 迷 
局 不 等 式 : 
和， …， 训 的 寡 足 耳 棚 。 


六 [全 Woy Fo) ET ET R32) 
而 且 等 叱 成 立 的 充 东 必要 休 件 是 向 证 加 ， 丰 ,Tw, 的 夭 一 榈 胡同 问 
时 ,中 任何 一 枫 正 奖 , 或 者 行 刘 式 了 yy) 守 )) 了 {W119 
Tm) 中 至 少 有 一 届 等 巩 需 。 
不 等 式 人 33) 有 次 之 嫌 何 总 蒜 : 
平行 多 而 息 的 铀 稿 不 好 过 而 个 互 荐 “ 湾 " 的 幅 桔 的 乘 稍 , 而 等 大 渤 
一 来 可 的 友和 分 必 有 家 条 件 是 这 此 * 疯 " 占 相 正 交 或 者 丰 开 竹中 苦 少 有 一 介 
加 到 不 等 式 (32) 的 推理 。 如 果 了 Ri 册 z， ,到 ,) 二 0, 下 来 项 傈 
式 (32) 的 等 驴 入 能 收 证 。 融 了 (Ri Tay 人 让 关 0 。 那 在 向 赂 2 人， 
一 ,Ty 可 性 悉 并 ,因而 构成 一 个 情 准 子 空 出 六 的 共度。 在 总 中 上 取 何 夸 
癌 01 ;并 m 的 射影: 
站 ;一 宙 :g 十 计 imy (ps Tv LEG=p 人 Tl, 7 ) 
在 .80) 式 中 取 
yr) (Sp), | (Sp), G1, 2, .mm) 


Tis (i Pp), {pin 人 内 
于 未 480) 式 就 给 对: 
TBs Woy Fn) = TR, ay Bp) TP, ,s,s) 
因此 ,应 用 关公 式 
TR sy 3 Wns) ET Mp, Rn) , 
我 们 就 得 出 广 蒜 的 网 巡 扎 不 等 式 (32) 。 


5. 广义 网 媚 马 不 等 式 (8 多 可 以 答 册 解析 的 形式 。 
肯 学 hwsizs 篇 任 一 安 密 北 民 正和 型 。 税 妈 , zo，…, %, 篇 n 亲 向 
量 空间 民 内 在 基底 e， ez,… eu 中 向 量 必 的 举 枝 , 且 取 型 立 hor 


篇 屁 中 基本 度量 型 ( 套 洗 本 音 ,§ 人 中。 车 未 情 基 一 庙 可 -空间 。 革 肉 某 
庭 el, ez， …， 6, 取 广 芳 阿 迷 导 不 等 式 : 
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Tle, Bs ”3 en ue, "yg @ erris "yy Er) o 
人 = [Rss 上 且 注 党 (@， er 一 而 i( 二 1， 2 四 1) 我们 可 已 总 最 


和 后 的 不 等 式 篇 : 
1 8-... nn 了 呈 
a( 3 .ws Dat p+1. i (pen); (88) 
而且 等 号 蕊 立 的 充分 必要 休 件 是 hp 一 一 0 人 二 1 9,…, ;一 十 1 
No 
不 等 式 (88) 洲 从 任 一 安 千 巡 二 正 型 的 保 数 矩 阵 互 = il3 都 能 成 
立 。 特 别 的 ,不 等 式 (88) 能 拉 成 立 ,如 内 五 是 二 次 二 正 型 Pha zi 的 


塞 傈 数 甜 阵 息 。 
6， 训 老 要 注意 布 尼 焉 何 夫 斯 克 不 等 式 。 
薪 训 任何 向 量 人 w, yE 尼 都 有 
| (we) | ?< NeNy, (84) 
而 且 广 基 在 向 量 光 与 # 仅 莽 一 入 量 因 子 时 ,和 才 帕 始 能 成 立 。 
布 尼 绰 柯 夫 斯 克 不 等 式 的 正 砍 性 可 以 答 已 钨 建立 的 次 之 不 壬 式 来 
并 即 推 出 : 
(EX) (RY) 
(Yr) (yy) 
恰 三 砍 葡 交 里 得 空间 中 向 晤 的 乱 向 积 相 类 位 的 ,在 % 杂 -空间 中 
可 及 下 和 迭 由 次 之 天保 式 全 所 界 襄 的 向 量 完 界 y 山 的 “ 角 ”0: 
c0s 日 一 A 0 
由 布 尼 亚 柯 兴 斯 克 不 等 式 , 知 29 有 实数 值 。 
和 广 闵 阿 沁 珊 不 等 式 的 解析 推理 恒 在 痊 [ 7 ] ,$8 中 进 及 。 
如 ”让 欧 赂 时 得 空间 中 ,向 量 x 更 四 间 的 角 8 和 次 式 所 蕉 定 : 


osm 


[x w|iyT 


rvs) = |>o。 


250 拓 得 让 


$6.， 正 效 遍 量 序 列 


工地 [Yo as， 交趾 证 合 有 疝 量 如 fo 的 最 小 子 空 间 。 渤 
个 子 窒 半 基 由 向 量 Wi) 册 sp 人 ws 的 所 有 可 能 的 条 性 租 合 多 1 十 cs 小 :十 
十 所 构 夏 的 (01 Cs， 00 过 规 数 ) 昌 。， 如 果 向 量 了 Ts， 人 
控 性 无 斋 ; 儿 末 他 们 构 碾 子 空间 [%;， Xs，…, X,] 的 基底 。 在 此 肝 冯 个 
子 空间 是 Pp 从 的 , 

含有 有 限 的 相同 个 数 的 向 基 或 同 舍 艇 腿 多 个 向 荐 的 十 个 向 量 序 
列 ; 

让 :人 1, Yo， 

Y: #1, 2, 
稳 篇 相抵 的 ,如 果 浒 从 所 有 可 能 的 p 都 有 

ER, Way os Kgl Ves Ys] (p=1, 2,..,) 

向 量 序列 

和 主 : 1 Wo 
秋 篇 满 秩 的 ,如果 沁 伶 任何 p， 癌 量 wii Ye， Wp 痢 是 各 性 组 天 的 。 

向 量 序 烈 称 篇 正 交 的 ;如果 通 一 序列 中 性 何 十 说 向 量 都 是 互相 正 
变 移 。 

正 灾 化 一 个 向 量 序列 是 了 解 需 换 划一 向 量 序 列 乱 其 伯 抵 的 正 交 序 
列 。 

定理 3. 乓 人 条 有 上 列宁 凡 代表 化 。 兢 丰 闪 

向 胃 1 及 们 先 冰 福 沪 定理 的 第 二 分 。 宙 有 南 个 正 交 序列 纺 ， 
2) 与 和 2 (都 与 同一 满 秩序 列 1 a 光大 补 拭 。 
那 末 序 烈 王 著 马 彼 此 相抵 。 故 对 任何 一 个 2 都 有 数 Cp1s Coa pg 存 
在 ,个 得 
。。 @ 在 吹 枚 时 得 空 全 中 ,这 时 部 是 实数 。 
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2 =e V1 odet te pd 1 ode (P=1, 2 
在 泻 一 竺 式 济 两 节 对 和 所 Vi, Ya 1 绒 灵 来 取 和 无 向 各 上 且 注意 
序列 六 的 正 交 性 浴衣 祭 式 
So {sg 22, Spi] = Wi Ye, Wei], 
我 们 得 出 : pa 一 co 一 … 一 6o1 一 0 因 汕 
2 一 人 2 
3， 夺 坝 任 一 误 秩 向 嘲 序 划 wi wa … 《有 ) 来 及 得 宜 行 正安 化 是 
由 次 之 上 方法 所 得 出 的 。 
设 向 ,三 [Wy Ray Bl Do= Ry Wag, Ra) (P=1, 2,.-)o 
把 向 量 完 , 正 射 影 航 子 空间 SS,_1 (p= 二 1, 2,…) 0: 
,=us, ,TEN Vrs ED, 1 Dnd ,1 (PE1, 2, +)o 
价 : 
#, = P=1, 2 tin = 1), 
其 中 和 (二 1,，2,…') 是 任 : 管 不 篇 专 的 数 。 
那 末 ( 很 容易 看 出 ) 
¥: sf, Way 
是 外 序列 至 相抵 的 正 交 序 刘 。 定 理 2 已 灵 证 明 。 
报 据 《31)， 


Py 


(WR1) 加 (Tr) 这， 
了 -1 


取 一 了 pi 2 一 1 3 0 一 二 我 傅 尘 增 正 匡 化 序列 中 同 量 得 
出 卖 闭 公式 : 


ov 一 (p=1, 2,; To=1), 


(TR) Wi 


1 一 出 1 | Bf 一 
(at1) Ty 


I 


各 罕 了 =1 时 我 们 取 ; x1$,=0, WIN 二 Xl 6 


a58 措 了 Ei 


(Bi) 1 克 


和 


| (38) 
(Tm1) 机 (RR, 1) 和 pn 

由 蕉 (22) ,我 们 得 出 : 

Ny Ti No Ta 一 p-1 7 (P=1, 3, Po = 1) n (86) 
pg 
改 如 命 
yy 

2 一 六 (P=1, 2, …) (37) 


我 们 就 得 出 丑 所 子 序列 芋 相 揪 的 法 正 交 序 刘 名 。 
便 在 坑 同 [一 1, 十 岂 中 此 装 糯 捷 的 里 厂 数 罕 隔 豆 而 ,以 等 式 
(0)= | /gna 


来 定 出 其 钥 向 午 。 
讨 访 洲 御 “向量 ”序列 
工区。 KF TD 
把 他 全 按照 公式 (3 站 来 正 问 化 ;: 
1 1 1 
工 习 诊 刁 吾 心 是 1 
1 1 1 
ls 心 可 人 宇 0 pal bry 。 ， ) 
i Ym=| 1 1 1 lm 
前 性 请 如 可 BB 1 


TT snraus 
在 不 寻常 对 因 子 昧 , 遵 些 征 此 正 痪 的 多 项 式 锚 外 知 的 拉 恋 得 多 页 式 一 致 司 : 


Polt)=1, Pn(n) = Br SL m=1, 2, +)o 


同一 攻 序 列 1， ET 企 另 一 放 最 
(fs 9)=] fg rds [ro)>0 (as<a<D] 


叶 欠 手 另 一 正 实 多 项 式 序列 。 
例如 ， 当 4 二 一 1 一 1 而 7() = 7 一 陵 , 我 们 得 出 切 比 志 太 多 项 式 : 


从 仇 老 [1 扑 , 第 疆 不 以 被 训 右 。 
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二 一 和 诈 = 二 oo 而 半 (中 = 人 全 睦 , 我 但 得 出 切 比 生 坟 - 安 密 潜 多 项 式 , 贡 如 此 焉 和。 

， 志 五 注意 革 擒 蒜 正 变 向 菇 友 疯 如， 2 …() 的 所 畜 搭 公 需 不 

等 式 。 设 予 任 一 向 甚 完 。 上 习 名 记 苇 一 向 量 在 厂址 米 2 -上 的 射影 ; 
Ep= (TF,) (P=1,2,.)o 
那 末 向 量 侈 在 子 空间 ,= FE 2， ,4] .上 的 射影 可 表 需 裕 之 形状 
[ 琶 攻 (420)] : 
化 s 一 吕 2 十 上 za 十 十 起 二 (人 一 下 9) 

但 让 Was 一 | 全 | 二 于 1 入 守 。 所 以 对 座 任 何 2 都 有 


[Gl Ny (88) 
滞 是 华 色 攻 不 等 式 。 
对 状 史 礁 有 限 纵 空间 ,得 个 不 等 式 肥 很 明 题 的 仍 何 床 闵 。 当 纹 一 
时 他 多 篇 商 高 等 式 


[A 
对 锥 无限 闪 空 间 奥 无 陈 序 刘 ,由 (38) 得 出 级 数 羡 | 名 | 的 收 笋 
性 与 不 等 式 
lt Ne | 


建立 私 吉 El bz 


过 个 字数 (对 淮 任何 办 的 第 个 部 他 
S11 Ei 二-… 二 2 
等 於 向 量 北 在 子 空间 六 ,一 [za， Sa Zr] .上 上 的 射影 证 5 故 舌 和 癌 量 几 
在 汗 一 子 垂 站 中 最 好 的 近 亿 值 : 
Nw E22) SN (L— ors), 
其 中 2 car 担任 何 敌 数 。 我 们 环 筑 出 其 对 六 的 俩 英 人 的 东方 


1 有 关 他 俩 的 更 立交 的 令 过 可 短 考 L106 ,第 二 齐 , 89 丙 119J。 


260 和 给 降 论 


用 如 L 也 
62= N (XL— DE 一 (XY x+- 六 Si = NE Sl o 


1 


故 有 lim = Ne— Slt)’ 
Pm 上 一 
如 果 lim 38,=0， 


郑 末 我 们 说 绷 数 也 各 zs 平均 次 做 ( 轩 范 数 收 化) 基 向 量 z。 
汉 一 情形 关 认 瑟 中 向 量 > 有 坎 之 秘 式 (在 无 限 杀 宏 间 的 商 高 定 
理 1) 
Ne= ix| ?=D |? (39) 


和 如果 对 其 召 中 任 一 向 量 g, 般 数 忆 zs 都 焉 均 收 化 铃 问 量 2 闭 

末 法 正 变 向 量 序列 za，zo, … 称 需 完 全 的 。 在 得 一 情形 ,区 (39) 中 换 Q 
岛 z+ 且 轿 帮 ( 人 十 及，W2 与 Ny 麻 用 等 式 (39) 三 次 ,很 容易 得 出 : 

(eH) = Série [名 = 人， 40), m= (Y, Zo) b=1, 23。 (40) 

全 

讨 哗 所 有 在 阴 隔 辣 [0, 2] 中 片 状 连 核 的 襟 两 数 站 日 必 乱 实 席 糙 1 的 空前 。 画 数 凡人 的 
范 数 入 灵 之 等 式 所 规定 

=| FD [at 
弄 冲 一定 闵 相 对 疾 的 两 个 本数 (1) 与 了 0 的 释 向 秆 有 次 之 公式 
G0, n= a Dar 


取 陨 束 的 禾 际 序列 
I 
~ BT 


诈 些 丁 数 构成 一 侦 下 痰 序 浏 , 因 篇 
0 (Hs 


| 2 atpt eivialt = 人 oa 人 二 
[+ 恬 2 一 Do 


et 【一 必 ， 士 工 ， 十 号， 


级 数 
Fen (f= fo femeats k=0, 十 1 士 2 


在 隧 隔 [0, 25] 中 平 鸭 收 芍 认 本 数 fiD 。 坦 个 竹 吉 稳 乱 员 雪 7(t) 的 窗 里 华 粗 数 ， 而 保 可 
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JR 一 0 士 1， 士 3， | 短 需 Fu) 的 蕊 里 芋 保 其 
在 富 轩 全 舌 妆 抢 中 识 明 了 西数 租 ii (EE 二 9 士 上 土 3 是 完全 的 各 
党 全 的 如 一 眉 件 栓 予 泊 装 代表 等 不 [雪夫 靠 式 (40)]。 
[MAGE (ft = 区 -让 ft ota [gle 让 
如 明了 0 基 潍 西 载 , 那 未 .7o 是 实 霜 ,而 记 芽 了»s 党 共同 杭 著 全 二 1, 3, yo 市 
fe= | fiDemtadt= (or ib), 


其 中 
ax= 二 [fF0) co ET 全 ， = 二 | 了 人 sin kt tt C=0, 1, Bs 
站 得 : 
Tet freitio a o0g Rt or dn (=1, 3), 
故 对 赛 答 豆 .六 划 ， 窗 里 华 级 数 政 深 之 形 甘 : 
ar=l 70 cos Ht dt, 


加 + 名 | k= 0, oa 小 


px 二 fre dn 


$ 7 法 正 交 基底 


在 欧 奴 里 得 窑 间 或 0 一 空间 大 中 任 一 有 限 杂 空 划 号 的 基底 都 是 向 
量 欧 满 秩 序列 , 故 由 上 他 的 定理 2 可 以 把 他 正 变 化 典 标 准 化 。 还 样 一 
来 ,在 任 一 有 限 厅 子 空间 S 中 (特别 荐 整个 空间 慷 中 ,如 果 他 是 有 限 梭 
的 ) ,都 有 革 直 区 基底 存在 。 

发 el，e，…，en 壤 空 间 的 法 正 交 基 庭 。 太 和 ， ;，，…, zy 记 任 
意向 量 字 在 渤 一 基底 中 的 坐 稳 : 

六 Fk 
右 乘 温 个 等 式 的 雨季 以 e; 且 注 意 到 基底 的 法 正 交 性 , 易 知 : 
ex (KF=1, 2, Nm), 

亦 部 在 法 正 交 茶 感 中 , 字 量 的 每 一 坐标 等 伶 他 在 基底 的 状 麻 惟 赴 系 下 


必 例如 学 考 [16] ,第 二 闪 。 


X= 六 【ex Ck, {41) 

于 ;Yo 入 办 位 人， 篇 UU- 空 阐 天 中 同一 向 量 守 在 

十 个 不 同 的 法 正 变 基底 el， es pe 焉 旺 ， ez en 中 的 关 克 坐标 。 
上 竺 室 的 交换 公式 有 误 之 形状 ; 

z= n= 2, .No (49) 


此 和 辟 , 轧 和 插队 已 一 | ll 的 第 天 个 列 的 怪 数 VWIEy 本 不 内 酒 
出 是 向 量 8B; 在 基底 ea，es,， …，e 中 的 坐标 。 故 把 基 谋 e@l，ez，…，en 
的 正 交 性 闹 篇 坐标 的 休 件 ,我 个 得 出 关 翁 式 
nn _ 1 (ED, 
= Gr 
怪 数 通 合 休 件 (43) 的 机 换 (42) 称 需 U- 粮 换 , 而 共 革 应答 了 汝 VU 称 乱 
D- 短 陆 。 苇 笠 一 来 , 在 2 准 -空间 中 内 一 侦 法 正 交 基底 转移 到 另 一 
储 法 正 交 基底 时 ,其 向 最 从 柑 的 交换 其 一 个 卫 - 缕 换 。 
娟 予 一 个 % 亲 欧 灵 里 得 空间 中。 从 着 中 一 侦 法 正 交 基底 转移 到 
另 一 个 法 正 交 其 诡 时 ,要 施行 坐标 的 炙 换 


(48) 


wi 一 六 a (1, 2,…,n) (44) 
其 公 项 有 次 之 关 保 式 
Dv Ch, =1,2,..., ny). (45) 


着 种 华 机 炙 换 竹 希 正 交 的 ,而 其 对 麻 短 阵 六 称 乱 正 交 甜 阳 。 


意 --- 钉 有 趣味 的 正 详 化 方法 的 才 降 寡 法 。 锅 旭 = jar 医 需 任 ~ 元 过 二 福 数 的 请 秋 失 
随 ( 4, 于 0)。 训 亲 有 注 正 交 基 诡 el ，…， en 的 D- 空 产 吾 县 以 充 稍 芍 式 来 定 几 入 性 拖 轩 
的 向 是 4， Gra， …* on 
oz= 祈 ae (KF=1, 2, +, no 


ET I 潜 进 行 正 现任 。 得 出 RR 中 社 正 奕 基底 LH Hoy ~ *y Hn eo 让 此 时 


第 一 部 共和 们 所 党 ”人 -空间 中粮 必 还 筑 子 368 


1 一 六 Wk 2, 各 
Pr 


ls 人 tp) = [4 ， 2 tp {p=1, 2, "es n), 
冻 朗 
i 二 ls 
a= C1 22 
= nll 二 Gade 十 mm 
其 中 i {it, =1, 2， “re i 基 革 些 赴 舟 -。 
党 [和 竺 耳 t at = 由 人 天 一 工 ， 2， rs ny} 我 习 有 有 
Gk= cprup 人 = 2, st)o 


转移 到 于 标的 需 保 且 引 六 高 三 角形 知 阵 0 一 |corlf 奥 可 - 知 随 口 二 keer, 我 他 得 出: 


站 
er 一 让 nipy Ci x=1, 2, “ Lh 


或 
A=UC {") 
根据 各 一 公式 , 任 一 滑 秩 起 陆 4 三 Jax 由 都 可 以 类 篇 一 侦 栈 - 拭 限 石竹 一 个 高 三 角形 算 
陵 忆 的 梁 积 。 


因 仿 ,在 不 昌吉 量 因子 全， bs En (5 二 15 4 二 1 2，…, 拉 时 ,下 详 做 方法 唯一 的 
矿 定 向 量 术 ,Ha -… ttns 所 以 在 公 趟 全 ) 中 ,如 不 计 矣 角形 因子 下 = fen 6 enls 则 其 
因子 如 让 避 都 是 内 一 获 定 的 : 

U=UN, C=~= 人 Hi 。 

避 基 可 必 直 搂 来 胜 足 的 。 

寻 1， 如 果蔬 是 实 答 障 , 那 未 在 公式 (”) 中 可 以 取 宰 因子 可 与 0 。 业 时 丰 一 个 正 交 
起 陈 。 

赴 2， 公 式 (* ) 科 雁 降 牧 短 策 4(14|=0) 仍然 有 效 。 寻 可 县 取 4 二 lim 4n， 其 中 
4m| 地 0Cm 二 1，2，…) 求 十 明 。 的 

此 时 4m 二 三 mm 二 Te 从 序列 Un 中 于 取 收 页 子 序 尊 y， (lm Um =0)H 
让 极 隐 ,由 圭 式 dms 一 已 pe Omg 当 20% 时 ,我 他 得 出 所 求 的 和民 解 式 A 二 BC ,但 在 [4|=0 
的 情形 , 朗 使 不 计 对 角形 因子 到 网 子 可 生 0 不 是 唯一 决定 的 。 

读 3， 代 装 (*) 式 可 惧 有 公式 

A= DH (ny 
其 中 卫 需 低 三 角形 ,而 下 入 一 个 吕 - 灯 陈 。 事 宣 上 , 麻 用 上 加 所 建 立 的 公式 (*) 要 畏 置 烘 阵 
如 
过 一 亡 己 ， 


34 顷 泪 LE 


再 取 扩 =D'，D 二 C', 我 们 就 得 出 ("*) 四。 
SS， 天 联 演算 子 


诊 在 4 礁 U- 空 间 屋 中 答 子 任 一 桩 性 到 算 子 。 
完 闵 14， 焰 性 逐 筑 子 4* 稀 各 天 从 到 算 子 4 的 关 腾 运算 子 , 充分 
必要 的 ,是 对 黄 召 中 任 一 向 量 w ,9 次 之 等 式 都 龙 盛 立 ; 
AX, 1) = (Tr, AY), (46) 
我 们 来 注 朋 ,对 蕉 每 一 个 籽 性 泌 算 子 4 都 有 关联 逐 算 子 4* 存在 ， 
而 下 旋 有 一 个 。 在 发 明 时 , 亢 吾 中 选取 某 一 法 正 交 基底 @1, ea， 9, 。 
那 未 [参考 (41] 对 均 所 求 的 逐 算 子 4* 与 下 中 任 一 向 量 z 都 应 当 送 全 


等 式 


A’y “Ay, ener。 
由 (46) , 利 蛋 等 式 可 以 写 优 : 
A’y = y, Aer)er 。 (47) 
现在 让 我 们 承 部 等 式 (47) 仿 志 算 子 4* 的 定 蒜 。 
容易 验 媳 , 过 碟 界 说 的 过 算 子 4* 基 和 狠 性 的 , 旨 对 蕉 居 中 任 二 向 量 
之 与 9 等 式 人 46) 都 能 适合 。 此 外 , 等 式 (47) 叭 一 的 克 定 过 算 子 4# 。 
各 样 一 求 , 我 们 就 萎 明 了 关联 述 算 子 4* 的 存在 昌 基 唯一 性 。 
最 本 党 U0- 空间 的 糠 性 巡 算 子 , 而 4 一 |]ai]1 党 在 法 正 交 基底 e ， 
ez， …， en 中 革 认 从 迁 个 加 算 子 的 矩阵 。 应 用 到 式 (4 机) 谎 向 量 Ae; 一 
-这 mer, 我 们 得 出 : 
hk 一 (Aer, ei) 他 ， 二 1 , 2， “No (48) 
现在 机 关 联 过 算 子 4* 在 局 一 基底 中 针 应 其 甜 阵 4 一 | 人 人。 卷 
末 虫 公式 (48) 


办 座 炬 障 可 是 -个 可 起 阵 知 起 隆 芒 亦 是 - -而 避 撼 障 ， 固 塌 锋 件 (43} 可 以 帘 篇 知 惠 
的 形式 : UD= 也 , 序 得 : 00'= 卫 。 
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Oi= (Ae BE) (Fy 看 一 2,.., no 《49) 
从 (48) 粤 (49) 千 合 (4 人 6) 得 出 : 
a =a ,B= 3, 1), 

亦 部 A*= 和 4 。 
短 障 4* 是 4 的 槛 共 政 转 时 类 障 。 演 种 乱 阵 秋 短 关 内 4 的 天 隐 乱 障 。 

漠 样 一 来 ,在 法 正 交 基底 中 ,关联 爱 算 半 六 诸 从 有 随 脱 短 限 。 

复 开 联 冯 党 子 的 定 闵 推 得 其 次 诸 性 导 : 

1” 《4 一 和 ， 

2° (A+B*=A*+B*, 

3”{ad)*=mA4* (ta 基 一 侦 咎 量 )， 

4° (AB)*= B*A*, 

现在 引进 一 个 重要 的 概念 。 起 访 需 如 中 任 一 子 空 闻 。 了 包工 各 可 
中 机 方正 交 的 所 有 疝 量 多 的 集合 。 易 知 ， 于 站 是 总 的 子 笃 淹 , 而 旦 二 
中 每 一 个 向 量 交 都 可 以 唯一 的 表 篇 和 堵 二 Ws 十 wT 的 形 基 ;其 中 必 sE 二， 
wT 7Y， 亦 邹 次 之 分 解 式 是 成 并 的 

R=S+T, ST, 

应 用 前 包 中 分 解 式 (5) 苓 吾 中 任 一 向 量 省, 我 们 竺 出 得 一 个 修 解 
式 。 卫 称 塌 乌 的 正 交 社 空 疝 。 显然 ， 乌 浆 是 二 的 正 交 定 空 间 。 我 全 
篇 出 乌 L 了 是 了 解 篇 沪 中 任何 向 量 都 奥 荆 中 任 一 向 量 正 次 。 

更 在 我 们 可 以 述 及 关联 运算 子 的 茶 本 性 慎 : 

5” 如 果 革 一 个 子 空 阐 S 对 4 不 多 ， 那 末 汪 个 子 空间 的 正 交 福 空 


| 


Nr 


事实 上 , 埠 2ES, WET 那 末 由 -AXES 得 (LAW, 9) 一 0， 故 由 
(46) 知 (人 Tw, 本 fy) =0 。 因 篇 人 是 六 中 任 一 向 量 , 所 坟 4*yE 二 滥 就 
是 所 要 起 明 的 车 果 。 

了 引进 世 之 定义 : 

定义 9. 两 组 向 量 和 Yo Yo 与 所 ,2，…， gm 称 需 劝 法 正 
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交 的 ,如 果 
(WW) = Bm (Fy k=l1, 2, -1), (50) 

其 中 Sa 乱 友 朗 南 格 符号 。 

6 和 如果 所 是- 个 单 楼 穆 性 运算 承 , 那 末 关联 逐 算 于 有 4" 亦 是 单 楼 
的 ,而 的 ,而 于 可 志和 样 床 运 取 沁 算 子 凡 最 4 凡 肤 4 的 完 从 特 币 问 鞭 粗 必 , op， 
筷 .办 切 妇 ，…; 和 使 得 他 们 是 色 法 正 实 约 : 

AT=NE, Ay CWB) = 一 

事实 上 , 设 Xi To 篇 爱 算 子 和 4 的 完全 特 微 向 量 租 。 引 利 


记 鹃 


局 xz 一 [Ri TR , ly 1 完 ,] (=1， 323,"， 1) 。 
讨 询 % 一 1 杂 子 空间 心 ， 的 一 条 正 交 精 空间 了 一 [gx] (k=1, 3 %)o 
此 时 了 对 4* 不 绝 : 


y= 和 六 (Fh=1, 3 n)o 
直 Sx gx 得 出 : (Wp; Wx) 关 0, 因 乱 否则 商量 gy 必须 等 黄 需 。 生 2 
Wr 二 2 9 以 通 营 的 数值 因子 ,我 傅 得 出 : 
(Rd) = ,Eel 2 

由 向 量 租 人 de， 和 抽 ， V2 Wr 的 速 法 正 交 性 ,知道 每 一 粗 
向量 都 是 女性 乱 咒 的 。 

挡 要 注意 鞍 榜 的 命题 : 

7" 如 果 汉 算 子 4 与 4* 有 共同 的 特 徽 向 量 , 那 末 对 鹿 放 公共 特 
徽 向 最 的 半 些 逐 算 子 的 特 微 数 是 窗 共 旺 的 。 


a 


训导 和, 融 Aw=%w,， A*T= pw (天 中。 那 未 ,在 (48) 中 取 中 一 过， 
就 有 》 (中 光 ) 一 此 (出 出) ， 歼 得 和 一 必 。 


$9， UV- 室 间 中 规范 运算 子 
定 装 6， 篇 性 运算 子 4 称 答 规范 的 ,如 果 他 与 他 的 关联 运算 子 可 
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江 


AA*=d*A4, (81) 
定义 7， 糠 性 渗 算 子 互 称 角 安 窗 送 泌 算 子 ,如 果 他 与 他 的 关联 到 
算 子 相等 : 
吾 * 一 五 ， (Cha 
定 鞭 8， 称 性 运算 子 可 稀 谷 UU- 到 算 子 如 果 他 的 逆 等 从 他 的 关联 
尝 算 子 : 


UU*=E. 《63) 
注意 ,，U 一 还 算 子 水 可 以 界 说 需 安 密 这 空间 中 等 典 量 运算 子 ， 亦 艺 
保持 度量 不 变 的 过 算 子 。 
事实 上 , 镀 针 五 中 任 一 向 量 光 职 乡 ， 
CUx, UW) = (KX, #)o (54) 
那 末 根 初 (46) (UYUS, 的 一 (人 #1)) 
赦 由 半 基 YY 的 任意 性 ,有 
U*Ur=F, 


亦 印 U*U 一 刀 或 UU*=UT!。 反 之 ,由 (58) 可 以 得 出 (54。 

从 (53) 或 (54) 推 知 , 工 两 个 DT- 束 算 子 的 乘积 仍然 是 一 个 T- 运算 
子 , 2 迄 玛 个 子 召 是 一 个 T- 逐 算 子 与 8* [7- 速算 子 的 道 肖 算 子 亦 是 
一 个 矿 - 还 算 子 。 故 所 有 Z- 到 算 子 的 集合 构成 一 个 全 @ 。 寺 个 荀 笑 乱 
[六 村 。 

安 窄 过 运算 子 屋 U- 运 算 子 都 是 规范 连 算 子 的 特殊 形 央 。 

定 现 3， 任何 疼 性 速算 子 4 党 可 示 筑 次 之 形状: 

A= H+iH, (55) 

其 由 瑟 与 到 邦 是 安 密 溃 双 算 于 ( 通 算 子 4 的 “ 必 密 妹 分 景 ")。 魏 客 
过 分 其 埠 所 子 逐 筑 子 4 所 了 唯一 确定 。 运算 子 4 是 规范 的 砚 分 必要 的 
休 件 入 其 安 密 巡 分 车 HH 答 孙 彼此 可 易 。 


Pi A re 


心 涂 考 第 一 章 ， 3 :3 的 第 由 个 足 厦 。 
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旅 明 ” 设 G5 加 式 成 立 。 那 末 
A*= HiH,. (56) 
由 (85) 盘 (56) 求 得 : 
本 -4+A*),， H.-F(4-A*), (57) 


反之 , (37) 式 定 出 科 密 并 速算 子 五 页 于 ,他们 辣 和 4 月 等 式 455) 的 天 
人 惨 。 

现在 识 恤 得 规范 脖 算 子 : 和 44* 一 A4*4 。 那 末 由 (57) 得 : 于 于 ,= 
三 于 于 。 反 之 , 由 于 HH 一 上 于 各 (55) ,50) 得 : AA* 一 A*4 定理 
朗 已 苹 明 。 

雪 任 一 稳 性 违 筑 子 4 成 (55) 的 形状 类 似 喜 表 任 一 揽 数 > 篇 :十 jos 
的 形状 ,其 中 ,wo 篇 二 袜 藤 。 

设 在 荣 一 个 涝 正 交 上 丰 底 中 运算 子 有 4, 丑 答 UV 各 对 许 肉 类 际 A4,H, 
U 。 那 未 有 运算 子 等 式 


AA*—A*A, H*=H, UU*=E (68) 
就 鞠 诡 礁 和 矩阵 锋 式 
Ad*= A*4, Hr*=~H, UU*=H, (59) 


其 关联 和 矩 随 相等 的 算 陈 ,最 合 ，C 一 算 阵 需 王 其 关联 道 矩 太 相 等 的 甜 陈 . 
失 规 条 短 隙 , 宏 密 迷 短 陆 内 VV- 知 陆 。 
由 必 9) 知 发 密 迷 答 阵 于 = |hsji 篇 其 元 来 并 的 天 保 式 
ham= hr (GG, FE=1, 分， mn) 
所 侵 定 ,亲人 印 溉 密 巡 夭 陆 常 篇 第 一 发 密 过 型 的 保 数 短 陆 ( 容 性 §$ 1)。 
巾 9) 知 如 - 短 障 = xl? 需 基 元素 间 的 天保 式 


之 Wu = dig =]1, 2,.., 7%) (60) 


所 确定 。 因 篇 由 UU”= 如 得 出 UU 一 召 , 故 由 (60) 得 出 和 的 的 天 保 
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式 :: 

wim (i, B=1, 9, w+, Hn) (81) 
等 式 [6 中 ) 表 出 短 阵 唔 = [tixl? 中 行 的 "法 正 次 性”) 而 等 式 (61) 表 出 其 诸 


记 的 靶 正 交 性 他 。 
-和 振 阵 是 某 一 箱 忆 - 攀 换 的 傈 数 甜 阵 ( 办 若 8 7。 


§ 10， 规 菠 到 算 子 , 安 密 过 运算 子 ，L 运算 子 的 影 该 


首先 建 并 可 易 汉 算 子 的 一 个 性 质 , 述 党 次 引 的 形式 。 
引 1， 可 易 到 算 邓 4 与 恒 (4B= 甩 4) 党 有 公共 的 性 微 向 量 。 
语 明 规 和 是 速 筑 子 岂 的 特 徽 调 量 ; X= 和 EE, 丰 夫 0 。 潮 未 由 违 
算 子 4 刁 如 的 可 易 性 ,得 
ABRrr=NABig (=0,1, 9,.), (62) 
慑 在 向 量 序 烈 
Tt, Br, Bx, 
中 前 二 个 向量 者 性 无 并， 而 第 2 十 1 血 向 是 Br 壤 其 前 雍 简 量 的 物性 
合 。 那 末 子 空间 态 = Iw Ba, …;, Bw] 对 吾 不 村 , 故 在 种 一 子 空 
沽 仿 中 有 这 算 子 召 的 特征 向 量 乡 存在: By = py, YQ 。 另 一 方面 ， 
等 式 (63) 说 册 问 章 你 ，Bz,，…，BPr-'w 都 是 驮 麻 认 同一 特 徽 数 入 的 迷 
算 子 和 4 的 特 微 向 车 。 故 避 些 向 量 的 任 一 糠 性 组 合 , 特别 是 向 量 y, 是 
畦 应 蕉 特 徽 数 的 有 运算 子 生 的 特征 向 量 。 远 樟 一 来 ,就 十 朋 了 到 算 子 
三 加 如 有 颁 共 的 特征 向 量 存在 。 
专人 么 古 ” 林 安 密 巡 空间 吾 中 任 一 规范 运算 子 。 此 时 带 个子 44 导 
有 给 * 彼此 可 易 ; 故 有 公共 特征 向 量 wy 。 那 末 ( 天 关 8 8， 7?) 
EE A ， 通 “光一 入: 风 ( 灾 1 夫人 四 。 
以 忆 | 记 舍 有 问 时 2 的 一 航 子 空调 (一 E281) ,而 以 瑟 志 请 中 


”者 梯 一 来 ,起 障 乙 中 珂 的 渤 正 况 性 是 行 的 法 正 训 性 的 苦果 ,友之 亦 然 。 
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性 的 正 交 袖 和 空间 : 
R=S+ TT, SL 。 
因 需 入 涤 和 4 与 4* 不 炙 , 玖 (过 考 3558,5 ) 了 了 亲 关 这 嵌 运 算 子 不 
楼。 因此 ,可 易 运算 子 生 一 有 "在 了 中 由 岭 引 1 有 公共 特征 辐 量 江 s: 
A 
显然 , fi LIa 。 命 So== [zi Wo] 熏 
EE=Ss+ Ts, SS» | 了 >， 
同班 ,在 了 中 得 出 莲 算 子 4 贵 4 的 公共 特 徽 向 量 zas 。 是 然 有 如 1Xs 
下 2 La 。 粒 粮 施 行 莹 一方 法, 我 们 得 出 运算 子 和 届 和 4* 的 责 刚 让 
变 的 台 个 公共 特 徽 癌 量 YW: 
ATs = hpRE A = A NFO ， 
在 5 了 时 有 (Xr) 一 0， 
可 以 使 间 量 Wi， 2 2 标准 化 而 仍然 保持 等 式 (63) 不 炙 。 
性 榜 一 来 , 我 们 证 明了 ，, 规范 运算 子 常 有 完全 汪 正 变 四 等 币 向 量 
让。 
因 短 由 轩 = 为 常 可 得 出 by 履 由 畦 (3 推 知 : 


(2 R=1, 全， 从 《63) 


di i Im i 


都 其 其 关联 逐 算 子 /4* 的 特 微 向量 ,水 部 如 果 二 是 规范 到 算 子 ， 于 未 到 
算 子 4 与 丰 * 有 相同 的 特征 向 量 。 

现在 相反 的 , 裔 已 知 妇 性 运 舌 子 和 有 完 双 法 正 交 特 微 铅 量 粗 : 

A = MT, CT) = On CE=1, 2, WN) 
我 们 要 座 明 ,在 此 有 时 和 4 是 一 个 规范 这 算 子 。 素 实 上 , 误 
= A*g — ha 。 
那 末 (X58) = (By, 0 一 MD = AR, Rn) 一 和 (metb = 
= (he— ADdu=0 th, ?=1, 2 nh), 


昭 ” 芭 认 完全 注 正 交 向 明 粗 ,在 此 财 及 以 后 ,我 全 都 丁 解 各 个 向 量 的 福 正 实 粗 ; 其 中 
如 垂 间 的 礁 数 。 
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故 得 : 一 用 * 交 一 7 一 0 (=1, 2,.…,%), 
亦 邹 163) 中 畜 等 式 全 兹 上 成立 。 
但 此 蛙 
村 A E12, 
故 有 dd* 一 <。 


时 样 一 来 ,我 们 得 出 规范 运算 子 4 (平行 准 < 外 部 的 ”; 44* 一 A*4) 的 
次 之 "内 部 的 "( 影 愤 的 ) 特 微 : 

定理 4， 独 性 演算 子 是 视 范 的 充分 必要 休 件 乱 远 一 还 算 子 有 完全 
法 正 交 特 徽 向 县 粗 。 

特别 的 ,我 个 区 肯 了 ,规范 运算 子 永 速 是 一 个 晶 构 这 算 子 。 

发 4 是 有 特 微 数 加 , ho，…, 和 的 规范 运算 子 。 用 拉 格 请 日 内 插 
到 式 从 次 线条 件 定 出 雨 个 多 项 式 p() 与 9 (7) : 

PE) = Ke, 9 Fa) 一 和 k=l 3 Ne 
那 来 由 (C68) ,得 : 
pA )， 用 =g( 和 所 *) (64) 

亦 序 

2” 洲 座 规 范 连 算 子 4, 水 算 子 4 与 4* 的 年 一 个 都 可 以 表 需 其 
另 一 个 的 球 算 子 多 项 式 ; 耐 且 过 十 个 多 项 式 都 丛 运 算 子 和 4 的 已 知 特 微 
数 所 确定 。 
起 8 需 吾 中 多 谎 规 范 运 算 子 4 不 构 的 子 空间 , 而 R=5+， 
S1 人 外。 那 末 根据 8 8，5"， 子 空间 下 尘 4* 不 克 。 但 是 4=g(4*)， 
其 中 y() 是 一 个 多 项 式 。 故 对 所 于 到 算 子 4 亦 是 不 变 的 。 过 楼 
一 来， 

3” 如果 号 是 淹 氏 规范 到 算 子 4 不 绝 的 子 空间 ,而 卫 基 8 的 正 站 

现在 我 们 来 讨论 安 密 迷 逐 算 子 的 影 详 。 因 租 安 窗 巡 这 算 子 互 十 规 
黎 逐 算 子 的 特种 形状 , 帮 由 已 灵 座 明 的 结果 ,他 有 完 难 法 正 交 特征 向 所 
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壮 : 
Hae = me, We) =Ors 一 65) 
从 如 "= 本 得 出 : 
和 一 和 《下 一 工 ，2 下) ) 《66) 
亦 即 输 密 巡 尝 算 子 吾 的 所 有 特 徽 数 都 是 质数 。 
不 将 看 出 , 相 芭 的 ,等 征 数 一 需 守 数 的 规范 运 筑 子 是 一 个 安 密 下 媚 
算 子 。 襄 实 上 ,HA65) ,466) 阮 
再” 一 和 【一下 9, 人) 
得 出 : HH*ze = Hr (t=1, 2,., Nn), 
亦 朗 H*=H., 
过 标 一 来 ,我 们 得 出 次 密 巡 巡 算 子 (年 行 稚 "下 部 的 ”HE* 二 了 的 
次 之 “内 部 的 特 微 : 


全 镶 实 数 的 完全 法 正 交 特征 向 量 组 ， 
吏 在 来 讨 询 口 - 有 速算 子 的 影 谱 。 因 篇 U- 迷 算 子 是 搞 范 的 , 放 有 
法 正 交 特征 向 最 和 粗 
Uz = Nh, (Wed) = OF, I=1, 2, + 1)o 67) 
此 存 
本 (68) 
入 UU* 二 EB 求 得 : 
和 xj 一 0 (69) 


反之; 由 (67), (63), (69) 得 出 : UU* = 如 。 遂 榜 一 求 , 在 规范 违 算 子 
间 , U- 运 算 子 是 芝 样 冰 出 的 ,他 的 所 有 特 微 数 的 祝 都 等 岭 1 。 

我 们 得 出 -过 算 子 (平行 稚 “ 外 部 的 ”UU*= 畏 ) 的 次 之 “内 部 
的 特征: 


ee 


ne A Di i he 
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因 需 在 法 正 交 茶 底 中 ,规范 敌阵, 魏 密 过 短 阵 ,UV 逢 阵 各 入 规范 还 
算 子 , 安 密 还 圳 算 艺 ，T- 运 算 子 所 确定 ,所 以 我 们 得 出 次 妊 命 题 : 
定理 如， 短 阵 4 是 规范 的 充分 必要 条件 需 其 DZ- 相 似 认 半 角形 短 


阵 : 


A4=UINSul? U1 (UO*=U-D), C70} 
定理 久 ， 估 障 互 是 安 密 送 的 充分 必要 候 件 答 基 0- 杭 倍 浴 轩 角 和 
上 全 答 赛 数 的 对 角形 甜 阵 ; 
HBH=U|Mslit 0 CU*=0 ;Mh d=, 2, ms, C1) 
定理 9， 短 障 六 是 一 个 z 烦 陈 的 友 分 必要 人 条件 篱 其 Z- 相 但 放 
北角 熔 上 缆 元 素 的 模 公 等 於 工 的 当 角 形 甜 阵 : 


or 


U=Uid 和 mn Ur Ui=Ur; (MA =1; smn), (72) 
$ 11. 非 灸 与 恒 正 安 密 过 运算 子 


引 渤 妇 之 定 六 : 
定 装 9， 安 密 迷 有 运算 子 吾 称 需 非 负 的 ， 如 果 当 从 忆 中 任 一 向 量 


到 都 有 


(HY, x) =0, 
移 篇 熏 正 的 ,如果 羞 洽 呈 中 任 一 向 量 交 0 都 有 
Hr, Xx)>0, 


如 果 营 子 向 重 这 以 其 在 法 正 充 基底 中 坐标 Tl Ra 那 末 易 
0 (Hv, 守 ) 表示 可 数 Ty War yy Tn 的 安 赛 过 型 ， 而 呈 碍 鳃 4 剧 正 ) 到 算 


子 湖 磨 秦 非 急 ( 恒 正 ) 安 密 迷 型 ( 寿 洪 § 1)。 
狂 运 算 子 瑟 的 特 微 向量 中 如 取 法 正 交 基底 1 雍 35 9 省。 
FF Ei (TD = Gr (CE, :=1,， 全， " 的 ] 。 C73) 


那 来 合 2 一 已 ws 我 们 就 有 : 


(Hx, 如) -ll (B=1, 3, -., ny) 


有 4 其 阵 论 


国 此 , 立 剂 得 出 非 名 本 瑟 正 谴 算 子 的 “内部 的 特征 : 

定理 了， 妆 密 过 六 算 子 基 非 仙 (反正 ) 的 充分 必要 修 件 篇 其 特 微 数 
全 是 非 人 的 ( 正 数 )， 

从 所 进 辐 果 推 知 , 慑 正安 窗 迷 运算 子 是 一 个 满 稀 非 提 安 冤 还 韦 筑 
子 。 

长 达 是 一 俩 非 负 安 密 过 于 算 子 。 涯 藉 他 有 和 r 关 0 一 二 汪 
的 等 式 (73)。 肯 px 二 hp 庆 0 (4 一 1 2 9) 且 忆 等 式 


Fa = pies (=1， 人 2， … 744) 
礁 定 有 还 算 子 五 。 那 末 所 亦 是 一 侧 非 僚 到 算 子 ,而 且 
下 2 一 五 。 (75) 


恒 吾 以 等 式 (7 外 相 竺 合 的 非 负 安 寄 巡 盈 算 子 了 称 篇 到 算 子 二 的 筑 入 
的 二 奕 根 且 记 之 以 : 


F=~H, 
如 果 及 是 居 正 的 过 算 子 , 郑 末 玉林 是 翌 正 的 。 
及 等 式 
YO) = pr (VANE) C=, 2, n) «76) 
定 出 拉 格 天 日 内 揪 竹 项 式 9(%) 。 那 末 由 C73) 7 和 内 (76) 得 出 : 
F=y(H), 《77) 


过 个 等 式 奏 明了 , w 吾 是 吾 的 多 项 式 , 昨 需 所 耶 非 负 安 密 过 还 算 子 吾 
所 哈 一 确定 [多 项 式 9 的 保 数 血 巡 算 子 于 的 特 微 数 有 了 关 ] 。 
例如 巡 算 子 44* 和 与 和 4*4 都 是 非 负 安 密 迷 洒 算 子 , 其 中 和 4 盘 已 知 
空间 中 性 一 娩 性 有 运 算 子 。 事 实 上 , 湖 蕉 任 一 向 量 光 , 都 有 
(CAAT, T= CA*rw, A*T) 0, 
(CAA*AR, TE) = CAR, ATX) 0 , 
如 时 到 算 子 和 站 是 满 秩 的 , 那 末 44* 与 4*4 都 是 性 正安 寨 达 通 算 
子 。 
到 算 子 44* 与 4*4 有 了 时 大 壳 违 算 子 4 的 堪 和 与 右 乱 数 。 vd 


第 “部 从 第 和 人 F- 空 阿 中 生性 道 筑 于 2 


与 47A 称 乱 违 算 了 4 的 左 刁 有 本 。 
素 肉 现 范 洒 算 子 的 丰 毁 右 第 数 ,因而 其 左 熏 右 釉 是 彼此 相等 的 从 。 


§ 12 《 关 宰 间 中 粮 性 运算 子 的 极 分 解 式 ， 山 薪 公 式 


媳 朋 次 之 定理 会 : 
定 竟 3， 在 号 - 空 章 中 常 可 表 任 一 各 性 速算 子 4 需 欢 之 形 时 
A=HU, (78) 
A= UH,, (79) 


其 中 五 页: 篇 非 负 安 密 过 泽 算 子 ,而 ZE 需 0 -到 算 子 。 逐 算 子 4 
是 一 个 规范 运算 子 的 充分 必要 条件, 是 在 分 佣 式 (78) [或 (79)] 中 因子 
互 与 UC 与 环 ) 彼此 可 易 。 
葵 明 ”由 分 解 式 (78) 与 (79), 知 吾 殿 开 是 芝 算 子 4 的 左 与 右 模 。 
事实 上 ， 
AA*— HUU*H=— H?, A*A4=HEUUH,= HH?., 
我 们 注意 , 走 要 建立 分 解 式 (78) 就 已 足 揭 , 因 乱 应 用 这 分 解 式 於 运 
算 子 4*, 我 们 得 出 A4*== 瑟 UD, 因而 
A=0U-1H, 
亦 即 关 放 有 运算 子 和 4 的 分 解 式 (79)。 
首先 兹 从 特殊 情形 , 4 是 一 个 满 秩 严 算 子 (|4| 于 0), 来 建立 分 佣 
式 (78)。 命 
=~vAAd* (此 多 | Hl?= Al?*0),， DVD=H-!:A 
是 验 以 可 是 一 个 -六 算 子 : 
UU*-H-:A4A4*H-:-H-:HH-=E, 
我 们 注意 , 与 所 计 识 的 情形 , 在 分 解 式 (78) 中 不 仅 第 一 个 因子 玖 
和 ” 归 识 臣 翰 胃 算 子 鸭 内 条 研 殿 可 登 老 [8616 。 在 省 一 工作 中 证 立 了 无 牙 上 要 的 傈 性 ， 


使 得 璀 个 规范 还 筑 子 的 梁 积 仍然 是 一 全 规范 运算 子 。 
曲 ” 痊 江 L681 外 , 84 页 。 
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而 月 第 一 个 因 闻 之 都 篇 所 于 满 秩 违 算 子 所 唯一 黎 定 。 
型 在 来 讨论 一 般 的 情形 , 违 算 子 也 可 能 是 降 秩 的 。 
首先 注 总 , 运算 子 4 的 右 范 数 的 完全 让 正 交 特 微 向 其 壬 ,经 道 个 
未 筑 子 44 的 变换 和 后 ,仍然 是 一 相 正 欧 向 量 。 事 实 上 , 贡 
A*ATE= pet EEE) = 6 PDM 
路 未 (Ag, AxD = (A*ARi TD) Re 一 0 (FF#D)o 


比 懂 | Axel = AT, AXK) = 0 CF=1, 2, ,NH)o 
故 肥 油 榜 的 法 正 交 向 呈 租 321， 22，…，24 存在 , 便 得 
A = pgs T2220) = Fy LE=1, 2, ,nN]o (80) 
以 等 式 
可 和 一 2 再 3 一 有 (81) 
求 定 出 牺 性 到 算 子 吾 和 与 。 由 {80) 归 (81) 我 他 求 得 : 
A=HU., 


此 村 由 蕉 (81) 义 天 是 一 个 非 鱼 安 密 过 溃 算 子 , 因 需 他 有 完 从 法 正 变 特 
徽 问 量 和 组 2，22，…，2 询 非 俯 特 御 数 pi po 9 pn 区 知 如 是 一 向 
U- 刀 算 子 , 因 篇 他 多 法 正 交 向 基 租 2 ta ,XT 访 靶 正 交 报 和 ,各 ， 
"ny hn 心 

这样 一 来 ; 可 以 算 作 已 径 苹 明了, 汰 谎 任何 粮 性 过 算 子 骨 秀和 解 式 
(7 及 归 习 细 者 能 成 立 , 而 且 安 密 巡 因子 吾 各 于 党 入 所 也 速算 子 44 所 
叭 一休 定 《他 偶 是 有 运算 子 44 的 左 历 右 模 ) , 而 U- 因 子 品 与 研 旗 是 在 
议 秩 的 4 温 一 情形 姥 篇 4 所 唯一 俱 定 。 


从 8) 容易 求 得 : 
AA*=H’:, A+A-1 HU , C82) 
如 果 站 是 一 个 规 旬 过 算 子 (44*=.A4*4) , 那 末 由 (S29) 推 知 : 


HU UH?, (38) 
因 治 吾 =~ 于 =g(H?) (各 考 511), 故 由 (83) 得 出 如 与 玉 的 可 
易 性 。 芭 之 ， 如 果 吾 一 交 彼 此 可 易 ; 王 未 由 (8 多 推 知 ， 和 是 一 个 规范 
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有 运算 子 。 定 理 已 经 囊 明 全 。 
我 想 可 以 不 必 特 别提 出 ,与 泽 算 子 笑 式 (73) 与 (79) 相 件 的 有 对 应 


的 炬 阵 等 式 。 
分 解 式 C(78) 眶 (79) 类 位 樵 来 窗 数 ?2 篇 :二 74 的 形 纪 , 其 中 7 一 121， 
而 | wl=1。 
现在 假 避 Yi 人 Yo，…'，, Ww, 是 任 一 0- 汉 算 子 UV 的 完全 法 下 交尾 向 
向 量 组 。 孝 末 
UR eR (RN) = Fy, f=, 2 +, NR), (B84) 
其 中 因 鳄 =1， 2 ,mm) 篇 实 数 。 以 等 式 
Far, = fa C=1, 2, i) (8#) 
定 出 瘀 密 巡 过 算 子 玉 。 由 届 卫 谨 (86) 得 出 : 侠 
区 一 er 。 《86) 


得 样 一 求 ,U0U- 运 算 子 上 常 可 用 篇 86) 的 形状 ,其 中 下 是 一 个 安 害 巡 迷 
算 子 。 反 之 ,如果 玉 是 一 个 安 密 巡 运算 子 , 那 末 UU 二 eo 是 一 个 U- 洪 算 


子 。 
斑 避 6 式 代 进 分 解 式 (8) 下 (79 给 册 莹 请 等 式 : 
A= HeT™, C87) 
一 ee， (88) 


其 中 丑 , FF, 本 ,所 都 是 安 密 迷 过 党 子 ,而 且 届 各 于 是 非 负 的 。 
分 解 式 (87) 黑 (3833) 类 伺 认 神 数 2 的 2=re* 形 的 表示 式 , 共 中 7? 宕 0， 


7 具 g 都 是 实数 。 
圣 ”在 等 式 (86) 中 到 算 子玉 站 不 篇 所 子 盈 算 子 上 所 淮 一 砍 定 。 事 
间 ”如 果 反 稳 性 到 算 手 由 寞 人 打 并 模 再 二 ~ 入 4* 的 特 委 地 2 7a hn 并 ply Pos pn 
( 获 Pas -pr on 四 苓 (8 加 亦 是 右 模 下 ;一 “全 本 的 特 币 雪 ) 调动 序 教 ,使 得 
Hal | | PL a pn 
那 过 ( 妆 考 [1521， 性 有 [12 提 下 [138]) 次 之 吾 爱 忆 不 等 沁 就 能 成 立 : 
| 有 Pt， 十 Pol pt pn 6 
和 et 一 7 其 中 zy 基 责 歼 在 点 放 ， f2，…; fn 上 的 拉 相 曾 日 内 插 字 项 涉 。 
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演 上 ,到 算 子玉 是 篇 精 数 产 4 二 1 2，…, mn) 所 砍 定 的 ,而 对 於 站 些 数 
的 每 一 个 都 可 以 加 上 3x 的 任何 倍数 使 得 原 怒 等 式 (84 括 何 变 朋 。 远 
取 2z 的 通 当 欧 悦 数 束 加 上 ，, 我们 可 已 使 得 由 er=er 党 能 得 出 : fr 二 
二 户 ( 生 8 sm)。 那 林 可 以 从 舌 式 


ge = fe (Fl, 人 9) (89) 
定 出 内 播 多 项 式 9(h)。 册 (84 , (85) 熏 (8 外 得 出 : 
F=gU)= ge), (90) 
双 让 类 似 的 可 以 标 淮 化 后 的 遗 取 ,使 得 
R=h( 0 )=h(e), (81) 


其 中 有 CA) 是 一 个 多 项 式 。 
由 堆 (90) 与 但 1 雪 玉 下 与 也 (人 瑟 惧 世 2) 的 可 易 性 推 得 吾 与 下 
《于 与 天) 的 可 易 性 , 反之 亦 然 。 故 由 定理 8, 和 到 算 子 4 是 规范 的 
充分 必要 人 条件 是 过 梯 的 , 如 果 武 楼 适 党 的 标准 化 有 运算 子 王 (ED 的 特 微 
数 , 在 (87) 式 中 好 与 二 [或 在 488) 式 中 与 也] 就 彼此 可 易 。 
隐伏 藕 486) 式 德 面 的 有 滥 样 的 事 阐 ,西数 相关 性 
Mme (92) 
化 实数 轴 上 任意 浆 个 对 户 ， 户 , …， 户 需 四 周 14| = 工 上 的 某 些 数 j， 
Ha Hat 克之 羡 然 。 
可 坊 换 超越 相关 性 493) 篇 有 理 相关 社 
EY 9 
他 浆 焰 实 籼 了 =f 篇 国 周 |xi=1; 而 且 全 实 轴 上 的 然 寅 这 黑色 篇 
上 一 一 由 (93) 求 得 : 


f=- 。 (94) 


重复 工 面 化 到 486) 式 的 推理 ,我 们 由 (93) 真人 94 得 出 两 个 五 揽 公 
i: 
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D= (B+iF) in) (08) 


F=i(E- UE+ U1, 
我 们 已 儿 得 出 饥 菜 公式 。 过 些 肥 式 在 任 一 安 密 迷 么 筑 子 了 与 没有 
一 19 革 个 特 微 数 的 U0- 这 算 子 0 之 到 建 了 一 个 一 一 对 廉 。 
在 (86) , 《87) , (88) 与 (85) 式 中 把 所 有 的 乏 算 子 换代 济 廊 的 矩阵 
乱 , 自 然 是 仍 大 成 立 的 。 


$13. 欧 交 里 得 空 贞 中 和 粮 性 表彰 子 


讨论 条 欧 克 里 得 空间 尼 。 衣 在 及 中 痊 子 任 一 粮 性 到 算 子 4 。 

定义 10. 焰 性 运算 子 4 称 篇 违 筑 子 4 的 转 巷 到 算 子 ,和 如果 济 岭 
姨 中 任何 向 量 光 奥 W 者 有 : 

CAT, 1) = (FE, A 《96) 

同 $ 8 中 尘 租 UU- 空 向 中 关联 运算 子 的 处 再 杂 相 类 妃 的 , 可 以 建立 
情 置 种 算 子 的 存在 性 与 唯一 性 。 

赫 蚂 有 运算 子 有 次 雍 性 质 : 

1 (A4)'= 妥 4， 

2 (4 号 一 十 下 ， 

3° (od 一 ad (a 符 一 实数 )， 

4° (ABY'= B'A'. 

引进 一 柔 列 的 定义 。 

定 六 11， 寻 性 到 算 子 几 称 篇 规范 的 ,如 果 

AA'=--A'A , 
定 散 二， 尹 性 运算 子 SS 稀 篇 潮 称 的 ,如 果 
记忆 


一 一， 


加 可 点 摸 避 上 一 1 吉 任 一 表 各 (| 一 1 六。 管 了 对 一 昕 多 ， 基 乏 和 9 殷 式 厅堂 取 一 搓 术 
性 航 式 囊 数 , 使 其 天 宽 数 轴 了 =/ 质 面 周 |#| 二 1 且 和 器 了 =- 篇 由 1 二 jo 。 此 于 树 天 (4) 
误 避 5) 式 篇 相 圭 诺 县 座 转 。 


定义 蕊 ， 汐 称 逐 算 子 总 称 需 非 揽 的 ， 如 果 明 从 县 中 任何 向 量 他 
都 有 
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(SE ww) 0 。 
定义 全， 名 稳 速 算 子 $ 帮 怖 慨 正 的 ,如 果 针 外 玉 中 任何 向 是 之 rz 
都 有 
(SOD。 
定 闵 16， 焰 性 有 运算 子 到 希 含 太 对 殉 的 ,如 果 
K'=_K, 
任何 倪 性 到 算 子 44 常 可 哈 一 的 表 往 问 之 形状 : 
A—S+tK, (97) 
其 中 沪 基 一 个 净 称 的 ,而 玉 是 一 庙 区 浒 称 的 洒 算 子 。 
事 写 上 ,由 (C97) 得 出 : 
A'~S—K., (98) 
由 (97) 和 与 (93) 推 知 : 
S= (A+AY, K-= 于 (4 一 4)。 (99) 


反之 , (99) 式 定 出 装 称 媚 算 子 S 与 反 油 称 么 算 子 下 ,而 且 他 全 送 
合 等 式 (97)。 

S 与 下 称 优 速 符 子 4 的 浊 稳 分 县 与 反光 稳 分 量 。 

定 闵 16， 到 算 子 0 各 答 正 交 的 , 如 果 他 保持 实则 的 度量 , 亦 即 对 
於 屁 中 任 二 向 量 2 熏 yy 都 有 有 


Ox, OF) = (, Ho (100) 
由 196) 可 把 等 式 (100) 总 需 (OO = (ww, 拉 。 故 知 : 
OO=E. (101) 


反之 ;由 (101) 扒 得 (100)( 族 於 任 已 向 最 区 加 9 来 谣 站 )。 由 (01) 
得 出 : |01*~1, 亦 郎 


伤 ”在 欧 风 里 得 窑 问 中 正 奖 还 算 子 境 城 一 个 圣 ! 这 便便 筑 各 正 次 于 )。 


划一 部 牙 。 弟 刻章 0- 空 商 中 糠 性 泛 算 子 281 


10Q|= +1。 

我 们 帮 正 交通 算 子 0 仿 第 - -种 迷 算 子 ,如 果 |01 一 1, 称 需 第 二 种 
运算 对 ;如果 ,0 = 一 1 。 

夺 帮 的 ,区 渔 称 的 ,下 交 的 运算 子 都 是 规范 运 筑 子 的 特殊 形状 。 

在 已 子 欧 克 里 得 空 沿 中 取 任 一 法 正 交 基底 。 圳 在 簿 一 基底 中 , 粮 
性 盈 算 子 4 对 应 谎 敌 阵 4 二 |ewm|? ( 丝 夏 所 有 ais 都 是 实数 ) 。 著者 不 
将 十 明 ,在 同一 基底 中 转 各 到 算 子 4' 对 麻 然 转 置 短 障 4= |ais|?, 其 中 
ct 一 an (外 二 4,2，…, n)。 故 知 在 法 正 交 基底 中 , 规范 泽 算 子 4 湖 
应 基 规 条 矩阵 4C44'= A14) , 锋 帮 运算 子 S 凤 应 放风 称 短 阵 六 一 |3013 
0 一 8) , 反 洗 夭 逐 算 子 及 洗 应 和 羽 反 当 称 算 阵 本 一 116| (下 ' 一 一 天 )， 
最 后 , 正 交还 算 子 O 对 应 共 正 交 短 阵 0 (00' 一 玉 ) 0 。 

类 位 从 85 中 类 谎 关 联通 筑 子 所 做 的 工作 ;在 此 慌 建 立 欢 之 命题: 

如 果 玉 中 某 一 子 空间 S 针 称 称 性 运算 子 4 不 网, 那 末 玉 中 避 的 
亚 交 补 空间 测 还 每 子 和 4 不要。 

篇 了 研究 欧 克 里 得 空间 尼 中 煌 性 运算 子 , 我 们 扩展 获 光 里 得 空间 
忆 篇 某 一 说 口 -空间 宠 。 各 种 扩展 可 以 用 次 之 方式 得 出 : 

1° 情 中 谢 向 量 移 和 办“ 实 "向量 。 

2° 引进 “ 窗 " 向 量 2= 光 十 亡 的 讨论; 其 中 作 与 篇 裤 向量, 亦 部 
TER, VER, 

83” 很 自然 的 界 说 科 向 量 的 加 法 到 算 恢 其 习 福 数 的 乘法 。 那 未 所 
有 族 向 量 的 集合 构成 一 个 含有 民 篇 其 子 空间 的 复数 域 上 及 交 向量 空间 
pF 

4” 在 站 中 引进 安 密 过 度量 , 使 得 他 在 召 中 与 其 欧 友 里 得 度量 重 
合 。 荐 者 容易 界 末 ,所 求 的 安 害 迷 谨 是 可 由 次 之 方式 答 出 : 

如果 宅 一 光 十 订 ， tD 二 WW 十 多 (站 ,DEBRY, 球 末 


从” 征 束 共 正 交 洽 障 的 车 楼 前 研 穹 工作 有 [586, 854, 612]。 大 如 下 实 运 算 子 , 我 信和 攻 
正 交 示 障 般 弟 一 种 或 二 种 相 阵 , 须 积 |0|= 十 1 或 |0| = - 工 而 定 。 


38&3 斯 限 瞪 


(ztD) = CLE) VV) iL BU 一 (CD 。 
如 命 了 = 净 一 语 , 友 二 WH 一 向 ,我 们 有: 
(55) = (ZW) 。 
如 果 尼 取 实 基 底 , 亦 序 在 吾 中 的 基底 , 那 末 下 表示 在 温 个 基底 中 有 复 
坐标 的 所 有 问 量 的 集 侣 ,而 成 篇 有 实 举 标的 所有 有 向 昨 的 集合 。 
民 中 生 一 个 娘 性 过 算 子 4 都 可 唯一 的 扩展 篇 玫 中 粽 性 珠算 子 : 
AH+iy) = Ar+idy , 
在 总 的 所 有 粽 性 涝 算 子 之 问 , 闭 些 从 召 中 还 筑 子 径 肖 间 种 扩展 所 
得 出 的 运算 子 , 是 乱 释 总 和 塌 总 所 决定 的 (4 吕 生 如) 。 道 厢 运算 子 称 篇 
赛 膛 算 子 。 
在 实 盐 底 中 , 实 汉 算 子 确定 寅 短 联 , 亲 印 元 素 仿 实数 的 短 阵 ， 
党 到 党 子 4 多 被 共同 向 量 2=w 十 谨 愉 = 人 Ww 一 说 (全 ,入 ER) 篇 
仍然 是 槛 共 雹 的 向 量 : 
Az=AT+idy, Az= Ar—idy CAT, AvER), 
到 算 子 购 尽 期 方程 的 保 数 仅 篇 实数 , 放 如 有 了 了 重 根 和 六, 剧 必 用 重 
根 入 。 由 4z=%z 得 出 : A# 二 %2, 亦 妈 对 廊 谎 共 是 特 和 宦 数 的 是 此 埋 特 
微 襄 量 9 。 
一 礁 子 空间 [z, 2] 有 实 基底 : 称 = 去 (z+ 妈 ， == 盐 (z 一 2), 民 中 
有 着 个 基底 的 于 面 称 租 对 麻 崔 特 微 数 扯 入 ,+* 芍 盈 算 子 4 的 不 多 玉 面 。 
发 一 上 十 名 。 屠 未 易 知 ， 
Am= um —vy, 
.2 一 ?小 十 Hgy 。 
讨论 有 特征 数 : 
和 ak — Mp vey Mog—= Hp— dy hi=Mr R=1, 2 9; t= 29+1,.,n) 
的 单 楼 袜 运 算 子 用, 其 中 joy zs ja 都 是 实数 而 且 和 人 0 你 一 2 2390 


0 各 果实 肥 算 子 和 4 的 加 贡 数 让 对 限 认 焰 性 优 尖 的 特 短 疝 益 By Tay 4 Ey 那 来 特 外 
束 入 就 对 崎 蕉 狠 性 揪 天 的 特 微 向 晤 入 52， …， 2 
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形 来 尘 应 藤 遵 此 特征 数 的 特 徽 仙 量 2 325，，…'， 2 可 以 各 榜 透 取 ， 
使 得 : 
For-1 = We ys Zor = Es — iW 1 HN: (k=1, 2, + Fi 
i=29+1,,n)o {102) 
向 基 
Ti Wis Hay Ha ss To Hoy Vopris "9 HT, {1083) 
檬 成 欧 妈 里 得 空间 二 和 的 基 庭 。 玫 网 
Amr = te — vy 
(一 2, ,9 
Ayn=rte + mg ( 2 41 i (104) 
ALXr= jk 
在 基 恋 (103) 中 运算 子 4 湖 询 礁 实 准 潮 角形 
Ha Vo 
| 一 3 Ho 
沈 榜 一 来 , 对 於 欧 稻 里 得 窄 间 中 每 一 个 尝 禄 速算 子 4 太 过 机 的 基底 存 
在 ,使 得 在 过 一 基 底 中 逐 算 子 4 将 应 区 (105) 形 乱 阵 。 故 知 每 一 个 音 
楼 实 答 阵 实 - 相 俱 於 (105) 形 秋 准 短 限 : 
4=?j | Ai 下 , ,| Hy Fo 
Py i | by Ho 
民 中 4 的 转 莹 至 算 子 4' 在 术 展 生 杰 篇 屁 中 4 的 关联 肥 算 子 
4* 。 因 此 , 民 中 规 印 的, 半 各 的 ,有 反 济 舌 的 , 正 次 的 到 算 子 经 第 展 铁 各 
六 篇 庞 呈 中 规 句 的 ， 安家 还 ,上 以 - 生 雪 于 的 天 利于 人 7- 实 膛 算 孙 。 


| ] 
EJ 


| JI ""*y pl {105) 


| Hogtlr ”1 pol PAP), (108) 


如 法 正 交 站 (108) .使 得 在 省 一 et rao 能 全 @。 故 实 
规范 短 阵 党 能 实 正 交 - 相 但 区 (105) 形 类 陈 : 

和 @” 共 安 丙 汗 度 量 中 基 庶 { 芭 轧 的 仁平 诡 性 得 出 在 对 办 的 葡 奸 里 择 嵌 最 中 基 师 (108) 的 
法 正 交 性。 | 


234 给 阵 | 


paar 07) 


(0=0" =0),。 
在 欧 妈 里 得 空间 中 汶 稀 运算 子 S 的 特征 数 都 是 实数 ,， 因 短 在 撤 展 
徐 深 个 到 算 子 交 篇 一 个 安 密 这 违 算 子 .。 所 具名 庆 葛 竹 违 算 子 启 , 在 (104) 
式 中 可 以 取 9=0 。 我 们 就 得 出 : 
ST:= i [RERD) = rc 一， 8] (108) 
在 区 项 里 但 实则 中 涩 胡 到 筑 子 信 窜 有 尖 麻 从 寅 闪 做 数 的 法 正 交 特 
微 向 量 级 08。 所 以 实 济 稳 短 阵 党 能 实 正 交 - 相 仙 认 对 角形 短 卫 : 
已 一 OU por ry Hn} OF! (0=0"1=0), (109) 
在 欧 到 里 得 空间 中 扩 浒 移 运 算 子 总 的 特 徽 数 才 是 郑 碟 数 (在 扩展 
匀 过 个 运算 子 等 从 i 于 安 密 巡 盈 算 子 的 习 各 )。 法 蕉 反 漳 称 到 算 子 在 


和 


zi Ha 


(104) 式 中 可 取 : 
= Wa Mg og =, 
此 徐 诸 一 公式 有 次 之 形 著 : 
下 2xz 一 一 pk8ys， 
Kyy=vite, (全 一 1 3 9) 30 二 1 人。 (110) 
Kx-0 


因 需 乓 是 一 个 规范 运算 十 ;基底 (103) 可 以 作 和 坑 是 法 正 交 的 。 沽 恬 
一 来 ,每 一 个 实 区 汝 三 甜 陈 者 实 正 区 -相似 基 标 淮 芭 器 儿 短 陈 : 
已 | | | 0 yp, 


一 万 一 zz 0 


x-oll 10, O10 (0= 0 —0), 11) 


在 网 瑞 里 得 给 阅 中 正 交 到 算 子 0 的 特 微 数 的 模 都 等 办 1 (在 壤 展 
盾 考 个 爱 算 子 变 需 7 还 算 子 ) 。 所 以 对 评 正 奖 运 算 子 ,在 (104) 式 中 可 
灿 取 . 
咎 ”对 各 还 算 子 S 是 非 位 的 ,她 果 在 (108) 中 所 有 hz0, 而 是 怖 正 的 ， 南里 在 (os) 中 
所 右 向 汪 0。 


和 
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Ave 一 1， A 三 士 L (FE=1， 2， 机 t=29+1, “ny nh)o 
此 时 基底 CI08) 可 以 作乱 基 法 正 交 的。(i104) 式 可 以 表 篇 炎 之 形 因 : 


OX = 0g pre — Hin pg, 


。 k=1, 切 ， ‘0 
Ov: = sin pe + eo pgs, 人 nn )。 (112) 
OF 一 士 网 
竹 所 设 的 若 果 ,知道 每 一 个 实 正 效 - 相 亿 套 标 堆 正 变 和 矩阵 : 
o-oj os 9 sin | Cop | 二 1 +1lor 
一 Bim py O08 中 一 Sin Pe C08 po 
(O ==0)。 (118) 


例 “” 对 路 在 三 灯丝 而 中 榜 点 0 的 有 限 衣 转 。 他 豆 有 向 各 股 04 项 有 向 粮 咎 08, 故 可 再 
篇 ( 田 所 有 可 能 的 粮 慨 口 4 所 构成 的 ) 三 粹 向量 罕 漠 中 一 个 到 算 子 O 〇 。 这 个 色 第 子 是 穆 性 
的 而 旦 基 正 交 的 。 肖 个 还 算 子 的 行列 式 先 岭 1, 因 篇 到 党 子 口 在 洗 阅 中 站 不 改变 族 转 方向 。 
故 口 篇 各 一 种 正 交 到 征 子 。 公 式 (112) 革 般 他 有 次 之 形状 : 
Ox =008 PIA — Bln Tits 
Oan=ain px eos Pi, 
{Cxs = +xws o 
田 等 式 1D | 二 1 知 Daxs= xs 。 通 就 群 骨 丁 , 胡 通 0 点 焉 向 最 国平 行 的 直 不 上 所 有 的 点 
把 则 优 入 一 起 固定 的 点 作 任 一 用 限 施 秆 ,等 妇 把 地 委 一 族 弘 通 潮 个 此 的 不 盖 的 四 施 炉 汪 
一 个 前 。 


§ 14， 欧 交 里 得 空 关中 有 运算 子 的 极 分 解 式 收 甘 菜 会 式 


.在 13 中 已 竹 建 立 忆 -空间 内 糠 性 运算 子 的 极 分 解 式 。 完 至 相 
类 似 的 我 们 可 内 得 出 欧 儿 里 得 空间 中 铬 性 巡 算 子 的 概 分 解 式 。 
定理 9， 物 性 运算 子 4 党 可 表 需 藉 形 的 乘积 
A=S0O, (114) 
4A4=0.5,, (115) 
其 中 S 奥 5, 贫 非 色 浒 释 到 算 子 , 而 0O 奥 0, 得 正 交 还 算 子 , 而 由 


=~ 有 44=(AA),S=~V 有 有-h(4'4), 其 中 g(%) ,有 (0X) 需 实 傈 


站 短 阵 骗 


数 多 项 式 。 
党 且 倍 费 4 过 规范 溪 算 子 时 , 因 于 咏 与 O (因子 局 与 0,) 娘 彼 
此 可 县 @ 。 
当众 短 障 有 类 似 的 命 古 。 


注意 UI4) 仁 (115) 式 的 克 何 内 容 。 必 向 量 乱 入 闪 欧 光 里 得 点 空间 
中 从 毕 标 原点 所 引出 的 季 段 。 那 末 每 一 个 向 量 是 空 册 中 某 一 此 的 喜 径 。 
施行 运算 子 0 (或 如) 的 正 交 多 模 是 沁 个 空间 中 一 个 “旋转 ”, 因 篇 他 
保 持 欧 区 里 得 度量 而 恒 不 粮 举 标 原点 的 性 证 甸 。 潮 稳 这 算 子 驴 ( 或 与 ,) 
使 4 多 空间 “脱胎 信 亦 妇 ,党 %% 个 开 相 垂直 的 方向 ,一 般 的 是 以 不 同 的 相 
伸 傈 数 el, pa …， pr 永 “ 引伸” 车 中 pis pa …; pn 是 任 窟 的 非 仙 数 )。 
根据 (14) 奥 (C11 本 小 ,% 杂 欧 色 里 得 空间 中 尾 一 普 次 娘 性 多 换 都 可 以 
由 乃 次 施行 茶 一 榈 旋转 与 茶 一 侦 赔 版 {在任 一 次 序 ) 床 得 出 。 

2. 导 在 前 凶 中 海 舱 U0 一 运算 子 所 做 的 相 类 伺 和 的, 更 在 来 讨论 豆 帮 
里 得 空 简 及 中 正 交 运算 子 的 某 上 表示 法 。 

骨 KK 答 任 一 反 当 称 违 算 子 (KK ' 二 一 及 ) 与 

0O=et., (116) 
那 末 电 庆 第 一 征 正 交 迷 算 子 。 事 实 上 ， 
O'=eE'—e-K =- 01 

且 有 0l=-19. 

我 们 求 俘 阴 任何 第 一 种 正 交 运算 子 痢 可 以 袁 需 (16 的 形状 。 需 
了 得 一 目的 , 取 其 针 麻 的 正 殉 年 际 口 。 因 篇 有 | 口 | = 工 , 放 由 (118) 式 ， 


四 ”有 如 定理 8 所 述 , 诈 算 子 态 庶 仿 i 震 所 予 的 -4 所 唯一 本 宕 。 如 果 44 是 一 个 请 秩 渤 
算 子 , 寺 未 正 详 因子 心中 韶 ! 麻 坊 生 所 喉 一 维 定 。 

全 在 | 品 =1 人 叶 , 沂 是 一 个 里 实 的 族 镁 ;在 |O|== 一 1 时 ,于 基 一 咎 请 对 巩 革 -和 僵 标 平 
古 取 主人 相合 托 的 旋转 。 

国 ” 如 果 右 , 2，…， 各 是 送 算 子 天 的 特 徽 数 , 那 末 内 王 ef 内 一 ef … pn 二 Bln 是 省 


. Er 
算 子 =ek 的 特 贡 数 ;此 姬 1O1 一 az……i= 人 4 二 1, 因 乱 癌 二 =0。 
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得 @ 
， 国 
| oo 1 ADN Wi | oo Pa HD We | thor 
(| 一 sin fp1 003 的 | — 31n Pe CO ja ; 
(Di 一 Or 一 Or)。 《117) 
以 次 之 等 式 水 定 出 及 尖 稀 烦 阵 六 : 
| 0 gr! 0 ?| _ 
K=O ee, ， 0， OLOr1, 118 
一 六: | 一 人 站 “ 1? 
1. 中 cogsp ing 
因 乱 本 — ain cos ?| 
故 由 (117 恰 (i113) 得 出 : 


Oe , {119) 

从 短 阵 等 式 (119) 可 推 得 过 算 子 等 式 (11 人 0。 

篇 了 表 出 第 二 种 正 交 运算 子 ,在 讨论 中 引 渴 在 某 一 法 正 交 基底 所 ， 
eB 中 篱 等 式 

We=e,……, We, 一 Bi 全 B 一 一 名 {120) 
所 决定 的 特殊 连 算 子 序 。 

评 是 一 个 第 一 征 正 迹 有 运算 子 。 如 果 0 是 任何 一 由 第 二 种 正 变 双 
算 子 , 那 未 序 - 忆 恨 总 一 是 第 - - 征 到 算 子 , 故 可 表 篇 o 纪 虚 ee 的 形 
其 ,其 中 玉民 KK! 坑 反 闭 称 到 算 子 。 所 以 汰 座 第 二 征 正 交 到 算 子 得 出 
公式 

如 一 Wer=es:W, C121) 

在 民 20) 式 中 可 以 汗 榜 米 导 取 上 基底, 82，…, er 使 得 他 与 (110) 中 
(112) 式 中 基底 Xt 于 直下 2 0 ，9;) [1 二 24 十 4，……'， nm) 重合 。 
落 襟 定 出 的 迷 算 子 瑟 与 羡 可 易 ; 故 (121) 中 辆 个 仅 式 可 以 合作 坊 一 


@ 在 第 一 种 正 交 拭 陈 ,0 的 竺 徐 数 中 , 右 偶 数 个 等 抢 一 1 。 对 角形 短 障 | 9 


co9m BinP 加 
以 窟 乱 | Cog gp | 的 形 睹 ,其 中 P= 。 
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四 = Per (W= W'—W-; K'=—K, WR=KW), (129) 
我 们 和 脖 要 讨论 队 悉 旦 得 空间 中 车 合 正 挛 运算 子 与 反 汐 称 囊 算 子 的 
凯 菜 肥 式 。 客 易 凡 屋 ,公式 


ORK (再 -十 下)-1 (128) 
焰 反 济 称 运算 子 五 怖 正 交 到 算 子 QO 。 由 (23) 可 吃 用 马帮 出 三 : 
K- (EO (及 十 0 (121) 


公式 (1234) 熏 (23) 在 反 测 稳 表 算 子 殿 没 有 特征 数 一] 的 正 交 逐 算 
子 之 脱 建 立 了 一 侨 一 一 对 有 朵 。 人 代替 C(123) 和 与 <(]24) 可 以 取 次 新 公式 : 
O=~—(B-K) (ETR)-, (125) 
K= (E40) (BE-O)-, (126) 
在 光 时 数 十 1 有 特殊 点 的 作用 。 

3， 湖 应 蕉 定理 9 的 实 乱 陈 的 称 分 解 式 , 容 许 香 出 基本 至 式 (107) ， 
09) ITIL (113) ,而 不必 同 前 而 所 做 的 一 楼, 用 一 帆 1- 空 间 来 包含 
欧 克 里 得 衬 间 。 庄 基本 公式 的 弟 二 种 推理 所 恢 氨 的 基 次 之 定理 : 

定理 切 ， 如 果 南 个 实 规 范 短 陈 相 役 ; 

B=T-14T(A4'=A'd, BB'=B'B, A=A, B=B), (197) 
那 未 示 雨 个 短 障 是 实 正 交 - 相 伏 的 : 
B=0-:40 (0=0=0")), (128) 

民明 ” 因 篇 规范 4 恒 了 有 相同 的 特 微 数 ,所 以 ( 套 考 本 章 ,§ 10 的 
2") 有 十 榜 的 多项式 g() 存在 ,使 得 

A=gtd), B=g(B), 
故 氏 (127) 推 得 等 式 
yg(B)=1 gd) 7 
可 以 帘 篇 : B'=T"14'P (129) 

转 尝 填 一 等 式 中 雨季 的 算 竺 ,我 们 得 出 : 

B=T'AT 。 (130) 
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比较 412 六 照 (130) 输 予 : 
TT' A APT' 。 (131) 
现在 诊 用 甜 库 工 的 酸 契 解 式 : 
T=80, (182) 


其 中 三 =~VTTI 一 DT [R(X) 篇 一 多 项 式 ] 是 滴 稀 算 陈 , 而 0O 需 实 正 

交 短 了 漠 。 因 由 和 红 氏 ) 知 短 阵 4 与 TY 可 易 , 所 以 他 亦 与 短 阵 号 一 AZ) 

可 易 。 故 以 (133) 的 了 的 才 示 式 代入 (127) 中 ， 即 得 : 
B=0-18-1480=0"140,， 


定理 已 多 谤 朋 。 
讨论 实 标 淮 姑 随 
| 和 | Pe “| Hagtls "yy pl, (188) 
一 Pi il 一 Ja 


矩阵 避 33) 有 是 规范 的 有 卫 有 特 徽 数 A 士 bp As 十 和 Pa Fear na 
国人 需 规 范 垂 阵 是 日 构 的 ,可 以 任何 有 和 届 以 上 相 辕 的 特征 数 的 规 落 和 矩 障 
相似 典 《 由 损 定理 10 是 里 正 变 -和 位 贡 ) 征 阵 (133) 。 得 嵌 一 来 ,就 得 
到 (407) 式 。 

邓 相 类 伺 的 可 以 得 出 (109) , (C111) , (118) 式 。 


$15. 可 易 规 节 运 焉 子 


在 了 中 我 们 已 色 媳 有 骨 , 在 4 条- 从 向 中 南 个 可 易 有 运算 子 4 与 
如 党 有 翁 共 的 特 微 向 量 。 用 色 机 尘 可 以 登 明 , 划一 桔 果 不 懂 涯 南 雨 个 
速算 子 能 莉 成 工 , 印 狗 任意 有 限 多 个 可 易 渗 算 子 能 成 立 。 事 实 上 ,如 
果 葵 予 品 押 十 十 可 易 的 运算 子 4 44:，…, 4 , 在 其 前 环 一 二 个 圳 面 
有 公共 特 徽 向 量 光 , 那 末 逐 字 重复 引 1 (8 10) 的 推理 [以 任 -4 作 篇 
及 二 42-… 而 以 有 运算 子 三, 作 篇 号 ] ,我 们 得 出 还 算 子 4 A， 
的 到 洪 特 徽 向 量 妇 。 

所 媳 明 的 结果 潮 於 扰 限 多 个 可 易 到 算 子 亦 能 成 并 , 因 坊 如 种 化合 


290 类 了 骗 


版 能 含有 有 限 个 【天 m) 粮 性 乱 间 有 运算 子 , 而 他 们 的 仅 共 特 稚 向 量 就 是 
所 于 集合 中 所 有 壕 和 党 子 的 公共 特 微 生 晤 。 

表 在 假 巷 答对 任意 有 限 个 或 无 限 多 个 责 其 可 易 的 规范 到 算 子 4， 
如 ,CC，,… 亿 们 有 公共 特 微 向 晤 i 。 以 于 记忆 中 正 交 认 wi 的 所 有 向 
重 所 楼 成 的 ”一 1 灯 子 空间 。 根 琅 $10, 8°. 子 空间 廿 光 运 算 子 4, 殖 ， 
C0，… 不 改 。 故 所 有 适 些 味 算 子 在 Ti 中 有 公共 的 特 微 向 量 Yo 。 讨 论 
平面 [YY 的 正 交 铺 空 间 了 ,在 他 左面 分 出 向 量 Xs, 庄 如 下 类 .过 伴 
一 粹 ,对 诅 肥 算 子 生 , 如 ,CC，…, 我 们 得 出 仅 共 的 正 交 特征 向 量 租 和 ， 
和 > ,ws 可 以 使 这些 向 晤 标 淮 化 。 我 们 妖 枯 了 

定理 1， 和 如果 在 已 - 容 间 尽 中 给 予 有 限 基 或 天 限 条 谷 两 两 可 吕 
的 规 簿 逐 算 子 4， 如 ,C0，…， 那 来 所 有 过 此 到 算 子 有 公关 的 完全 法 下 
交 特 微 问 量 粗 1 ,X224: 

是 2 一 和 2 Ber=NM eB, CF = Mig, [giZ8) = 
t= 23,.…, n]。 (134) 


迁 个 定理 有 短 阵 的 表 法 : 
定理 并 ， 如 时 和 葵 予 有 限 慢 或 无 明和 多 个 十 需 可 易 的 规范 托 阵 ， 那 
U_ 知 陆 存在 ,使 得 : 
A=U {hy ny ha} U1, BU {NM, -ee, MU, _ 
oy ,i Won | | (185) 
现在 设 在 欧 克 里 得 空间 刀 中 答 也 了 可 易 规范 到 答 子 。 以 骨 , 瑟 ,C， 
… 记 他 税 囊 商 的 乏 性 无 关 还 算 子 《个 数 有 有限 )。 有 如 18 中 所 做 的 一 
样 ,包含 召 走 也 - 容 电 天 中 (保持 如 的 度 且 )。 那 未 根据 定理 11, 运算 
子 和 4, 百 , C, … 在 把 中 有 公共 的 完全 基 正 交 特 徽 向 重组 2 oa 和 
水 印 等 式 (13 少 能 揭 成 立 。 
讨论 运算 子 4, 召 , C, … 的 任意 煌 性 租 合 : 
P=—ad+BB+yC+.-: 
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六 蕉 任何 实 芽 值 a, 68,7,，…, 还 算 子 疡 是 下 中 实 (4 下 一 局 ) 规 范 和 运算 
子 , 且 有 
2;= Aj2;, | (136) 
Fi 一 人 一 3, nl, 
运算 子 天 的 特 微 数 4 GG=1,3,…, mn) 是 关机 w 6 六 … 的 娘 性 
型 。 由 冷 逐 算 子 卫 是 实 运 笑 子 , 泛 些 入 性 型 可 以 分 成 禾 共 二 独 与 实 傈 
数 型 ; 焰 对 特 向 问 量 坟 适 澡 的 序数 , 护 个 有 : 
do 1 — Ni A MiN:, A= MM 
《性 一 工 ， 32, 9 = 94F1, -…, 1), 
其 中 弄 p， WE 1 吉 0 BY，… 的 实 傈 数 称 性 型 。 
同 直 些 相 对 应 的 , 我 们 可 以 在 人 8386) 中视 疝 量 22-1 导 2 梓 共 驼 ， 
而 2 篇 实 向 量 : 


(137) 


For i Rt i Zak = Rs — Lk 一 加 (138) 
=1, 3 ;t=29+1, …, n)o 
那 未 易 知 , 实 向 量 
Tx Wry TF FF=1, 3, gq; =29+1, ,nh) (139) 


构成 如 中 靶 正 交 基 底 。 此 订 有 标准 基底 四 : 
一 
Py = Nk My, G72 7 ，)。 (140) 
Px = Mi 机 
因 灌 所 于 集合 中 所 有 巡 算 子 都 可 以 从 忆 葵 巴特 殊 值 xa, 8,y,… 来 
得 出 ,所 以 奥 浊 些 宗 数 无 天 的 基底 C139) 是 所 有 已 于 汉 算 子 的 共同 标 闪 
基底 。 
我 们 震 妇 了 
定理 12. 如 果 在 匡 克 里 得 空间 如 中 和 给予 任何 可 易 规 钞 称 性 首 算 
子 的 集合 集合 ,和 焉 赤 拓 有 温 些 活 竺 也 有 共同 的 法 下 交 标 淮 基 府 XTi， Bx; 人 T1: 


从 ”等 式 (140) 可 以 从 等 式 (1 96), (13 六 司 人 83) 来 得 理 。 


Ce 
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Agr = rt rid Bye= vi ds 
= ik, BE= i 3 
引进 定理 12 的 甜 阵 始 话 : 
定理 13 任意 可 易 宽 观 和 范 禾 阵 4; B,C ，… 的 集合 ,可 以 藉 助 名 


TT a 


同一 同一 实 正 交 释 换 黎 六 化 篱 标准 形状 


= — oi Ba — ky — Pi, … 
(41) 


Hl 到 Ha vr 
总 一 oj 加 | 0 1 Hagt1l? *" ,pr 0- 一 
Th Hi i 
(142) 
M1 区 He VY | fl 
B= ol “ | | Hgt+1y rey en | “7 
一 器 有 j 一 孜 Hg 


注 ”如果 逐 算 子 4, 恕 , C，…( 短 随 4, B,C，…) 中 任何 一 个 , 例 
如 本 (4 , 基 半 和 儿 的 , 邳 末 在 对 应 的 (141) 芭 [对 了 肤 的 (142)j 式 中 所 有 的 
” 都 等 於 零 。 在 皮 对 称 的 情形 所 有 的 / 都 等 锥 寺 。 如 果 4 是正 交 逐 
算 子 t 过 是 严 变 和 矩阵) , 那 来 jx 一 Cos gx， py 一 sin 了， 内 一 士 本 全 一 1 2， 
2 二 
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1， 二 次 型 中 绎 数 的 蛮 换 
1、 并 礁 % 个 多 数 2，22， ,的 二 次 和 注 次 多 项 式 称 租 二 页 型 。 
二 率 型 常 可 表 涡 次 之 形状 : 
> Gm Tp d= ty 1, 2 1), 


其 中 4= ce 性 是 一 眉 对 称 徐 阵 。 
Hz 记 加 剂 算 陆 (gi, Day ""*y zu 且 用 愉 闲 帝 二 次 型 


A(g, 8) Dems (1) 
我 们 可 以 高 篇 : 
A's, 2») =2 dO, (2) 


如 果 4 一 1x 各 是 一 个 实 计 稀 短 障 , 那 末 称 型 (1 ) 党 实 二 次 弄 。 在 
如 一 人 童 中 我 们 主权 的 是 讨论 丑 二 次 型 。 
行列 式 |4|=ax1? 称 坊 二 次 型 4(2z, 4) 的 币 其 式 。 稳 二 次 型 需 降 
多 的 ,如 果 他 的 忆 别 式 等 於 等 。 
每 一 侧 二 次 型 对 麻 於 一 侦 友 稼 性 型 ; 
4 (72, WD) = Da (83) 
或 
(8 的 一 YL [z= (my Ey) YE Yi Ye。 (4) 
并 果 4 地， 外， 证 章 列 拭 陋 ， 而 ci oa 站， 
dos，*… ,Gm 都 是 纯 量 , 靳 未 由 峻 物 性 型 [ 稚 考 (4)]4(z, 奶 得 : 


A dv) =D od A y), (5) 


划 特 识 工 去 示 转 置 的 音 辕 。 储 式 (2) 中 二 次 型 潍坊 三 个 后 库 的 乘 策 : 行 和 耻 二 六 限 
4 导 州 站 障 5 的 磁 积 。 
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如 果 在 7 准 隐 友 里 得 空间 中 和 葵 予 其 … 合 双 称 到 算 子 44 而 及 这 个 
还 算 子 在 革 一 注 正 迹 基 麻 el ez ; 85 中 尘 应 疏 拓 了 4 一 | Ek 上， 那 末 
多 喜 任 何 阿 量 


都 右 业 等 式 
本 他 用 一 [4 yw A DO, 
竺 别 的 ， 
dt 划一 (2 P= (rT, AL)o 
此 万 Gr Ae;, :) (2 k=1, 2,.…, n)o 
2 我 们 来 看 一 下 ,施行 变数 的 多 局 


一 it (=1, 9,.., 1) (6) 


时 ,二 次 型 的 保 数 短 障 有 怎 们 的 释 化 。 在 和 矩 阵 的 窟 法 , 油 个 多 换 可 以 写 
谨 : 
4 一 了 5。 《6 
此 中 zx 呈 _ 上 是 昔 烈 绑 陈 : $= (91， Tay 
了 篇 构 换 乍 际 : T= |ts|3 。 
上 凡人 《67) 式 中 了 的 表示 和 式 代 进 (分 式 ,我 们 得 出 : 
(2 2) —ET'ATE SE AE= A(E, 6), 

其 中 

A=T'AT., (7) 


公式 (7 ) 是 把 权 换 后 的 二 浆 型 了 ($6， 一 如 iE 的 保 数 短 陆 了 ~- 


一 jcaz[ 瑶 原 姑 二 欢 理 的 怪 数 矩阵 4 一 ax 他 再 殉 换 矩 障 代 一 |t 上 来 
天 出 的 表示 式 ， 
由 (7 ) 式 知 多 才 知 二 次 型 的 利 别 式 等 众 原 特别 式 奥 多 换行 列 式 的 


人 0 站 4(z, 办 中 的 括号 是 合作 在 一 由 的 规定 符号 ;在 (4x, Yj) 让 (x, 有 4 人 ) 中 的 括号 是 
滩 孙 艇 同 重 。 
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平方 的 乘积 : 
[I=|411TH?。 (8) 
以 熏 我 们 完 他 应 用 构 数 的 清和 巷 鸭 换 (全 | 关 0) 。 潮 座 站 种 盔 换 ,由 
《7 ) 式 可 以 看 出 , 傈 数 算 阵 的 秩 是 没有 沟 副 的 ( 答 陈 4 的 秩 等 内 矩 障 过 
的 秩 晶 。 你 数 短 障 的 秩 常 稳 篇 型 的 秩 。 
定义 1， 两 个 对 称 短 障 4 与 4, 以 等 式 (7) 相 精 合 , 且 有 |T| 关 0 
考 , 称 篇 相合 的 。 
各 楼 一 来 , 舍 一 个 一 灵 型 帮 和 与 雨 十 相 人 台 的 全 部 涯 称 敌阵 碾 构 成 的 
矩 陆 类 相 千 合 。 有 如 上 面 所 提 到 通 的 , 所 有 肖 些 憩 际 有 同一 的 秩 一 一 
型 的 秩 。 秩 洁 所 子 短 阵 类 着 不 钨 的 。 当然 实 二 次 型 , 过 有 第 二 个 不 楼 
量 称 篇 二 葡 型 的 “符号 差 "。 我 们 将 在 艾 节 中 引进 息 一 概念 。 


$2， 化 二 次 型 志平 方 和 .惯性 定律 


可 以 有 无 帘 多 箱 方 法 把 实 一 次 迎 4(w, ) 表 船形 因 
4 4) - 宇 ai 2, (9) 
其 中 本 天 Di 一 丰 2) ,而 
T= an 人 1 3 人 
篇 变 数 mm，…，zx 的 入 性 无 若 的 赛 称 性 型 ( 故 <m) 。 
考 虐 色 数 的 满 秩 杰 顽 ,使 新 多 向 与， 名 ,加 与 昔 攀 数 和 oa， 
x, 的 前 7 个 之 间 的 天 保 坊 次 诸 等 式 所 规定 @ 
=: =1, 9, TY), 
那 末 对 认 新 变数 有 
Als, WD —ACE, = DT ad, 


闪 对 考 第 一 覃 ， ,20 
L727 我 个 蛤 党 谊 柑 永 得 击 我 俩 的 名 柑 , 凡 贸 性 弄 rils | -rn 来 实 站 证 儿 乏 性 型 Als 
| 本 使 得 nt 但 型 生 j (J 二 1， 2 燥 性 手中 , 而 裙 联 二 人 1 二 1，、 3， To 
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因而 有 二 {ary qzy… or 0，…, 0}。 但 答 妥 4 的 供 等 航 7 。 改 在 表示 
式 59 ) 中 平方 的 个 数 常 等 你 认 型 的 秩 。 
我 们 来 莓 明 , 沁 典型 4(2, +) 的 各 种 不 同 的 表示 式 (9), 不 仅 平 方 
民 数 不 继 , 而 且 正 笠 方 的 下 数 @ (因而 全 部 生平 方 的 倍数 ) 闲 是 不 多 的 。 
定理 1. (二 庚 型 的 惯性 定 健 ) 在 帮 实 二 雁 型 44z: 需要 性 拓 关 


型 的 平 访 和 利 四 
Alg, o)— Ta? (9) 
峙 ,其 正平 方 厂 恒 鱼 和 平方 数 遇 肥 型 全 所 识 的 形状 的 方法 短 关 。 
广 朋 ” 识 与 表示 式 (9) 相 笠 行 的 有 型 4(%, 中 的 男 一 表示 式 , 亦 者 
起 乏 性 无 六 型 的 平方 和 
fm 区 p> BY? 
且 藤 
GT > 日 ta, di, Ba Gr 扫 外， 
b>0 5o0 0 DO bi<0 » 
稚 识 9g, 例如 站 <9 。 那 末 在 恒等式 
> ai 2 Xa? (10) 


中 , 粮 予 多数 21 22，…, 以 吉 值 ,使 其 湾 合 有 7 一 (9 一 也 个 方程 的 六 
程 握 

召 1 一 0 下 一 0 Xn=0, Fonm=0, Pm0 (11) 
而 且 在 型 于 ,44,… ;XX; 中 至 少 有 一 -个 不 需 守 ”。 对 起 构 数 的 这些 值 ， 


加 ”类 未 式 (9 } 中 正 ( 蛋 ) 平 方 的 个 数 是 -了解 需 正 { 食 ) 的 wu 的 倍数 。 

鲜 ” 凉 性 无 央 的 不 志和 基 了 和 解 篇 形 喜 {9) 式 的 和 , 其 中 所 有 扣 半 0 而 必 弄 XX1, 下 9,…， 
X, 是 乏 性 拓 因 的 。 

晤 ”省 样 的 值 是 存在 的 , 因 篇 在 相反 的 情形 , 方 各 入 hr1 一 0,…， 了 :一 0 是 积 检 7 一 (9 一 用 
全力 程 吕 由 得 出 丹 个 方 各 1 一 0，…， 一 0。 过 是 不 可 能 的 , 因 篇 入 性 型 下 ,Xz …， 下 
棕 性 竹中 。 
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恒等式 的 左 节 等 於 
Bux <0, 


而 其 右 凶 壬 於 
之 br 心 


脖 样 一 求 , #9 的 峰 发 得 出 一 眉 矛 盾 的 糙 果 。 定 理 已 径 苹 明 。 
定义 3， 在 型 4(%, 急 的 乾 示 式 中 ,正和 平方 烤 与 负 平 方 数 ”的 差 
5 释 篇 型 4(2,%) 的 符 赋 其 { 记 篇 : 9=o[4(%, 7)]}。 
秩 7* 吐 符号 差 唯一 的 决定 数 亚 全 因 篇 
二 而 中 Vy 二 人 一 上 
还 耻 注 意 , 在 (9) 式 中 可 以 把 正 因 子 Mlari 吸 到 型 苹 ; (j=1, 2， 
1 的 台面 去 。 此 联 ( 9 ) 式 有 次 之 形状 


由 (ty 人) 一 情 十 下 2 十 十 下 2 一 下 一:… 一 工 2 {1 
僵 南 一定 1 一 工 号 全 ,我们 化 型 (7 2) 篇 站 式 
可 (人 和 一 各 十 总 十 … 十 各 一 闪 11 一 … 一 在 。 (18) 


故 由 定理 1 推 知 ,每 一 个 守 六 称 短 重 4 都 相合 共 一 们 济 角 形 短 陈 ,其 蔷 
角 攻 上 的 元 来 等 岭 十 1 一 1 或 0: 
本 = 了 {十 1 ,… ,十 1， 一 下 :一 于 0 0)T (14) 
Te Mp me 
江 中 


宇 葡 节 中 我 们 笛 给 予 从 一 次 型 的 傈 数 来 定 出 符号 差 的 规则 。 
3， 化 二 次 型 坑 平 方 积 的 拉 格 王 日 与 耶 可 比方 法 


得 上 第 的 精采 扒 知 ,篇 了 定 出 型 的 秩 和 与 符 吻 差 , 挛 怠 有 村 一 方法 化 
过 一 个 型 需 祝 性 扰 关 型 的 琅 方 和 就 已 是 寺 。 
此 喀 我 们 还 说 十 仙 滨 化 的 方法 : 拉 格 斋 日 方法 办 耶 可 比方 尘 。 


从 ”条 考 本 备 的 第 一 个 足 靳 。 
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时 


二 (人 人 t) 一 ,之 ， 区 相生 


讨 验 雨 种 情形 : 
(1) 半 胡 某 一 个 9g 志 m0) 对 角 丈 保 数 aso 王 0 。 那 末 命 
Abo, 0) = 二 (donth) ?二 (wv 由， 018) 


从 交接 验算 可 以 傣 朋 ,二 次 型 41(2, 2) 已 沟 不 含 半数 多 。 钱 要 算 陈 
=Jaml? 的 济 角 粮 上 有 元 素 不 等 肉 寺 ,和 二 次 型 中 分 出 一 个 举 方 的 过 
御 方 法 常 可 施行 。 

(2 ) 怪 数 os 一 0; am 一 0, 但 oms0 。 在 避 一 情形 命 : 


Atr, 2) 到-[ 疡 (agk Fang) wx] — 


-5 (op — Gn) Sx] + As (w, ») 。 (16) 


any 
这 性 型 
Darr ns ants (17) 
株 性 无 天, 因 息 第 一 个 含有 各 而 不 含有 zo, 相反 的 ,第 二 个 含有 ,而 
不 合 zi。 故 在 (16) 式 的 方 括 吕 中 十 个 入 性 型 是 入 性 艇 风 的 [ 因 篇 基 千 
性 扰 天 型 (17) 的 各 温 访 ]。 
芝 衬 一 来 ,我 们 在 4(x, 轨 中 修 出 了 十 个 稼 性 无 六 型 的 平方 。 每 一 
个 平方 中 都 合 有 2 与 ,而 在 型 44{w, 妃 中 ,容易 验 余 ,站 不 舍 有 过 丽 
个 变数 。 
顺 允 瑚 的 在 侣 (1 7) 与 42) 法 , 常 可 利用 有 理 有 运算 化 一 次 型 4(%， 
2 篇 平 方 和 。 而 且 所 得 出 的 邓 态 是 然 天 的 , 因 般 在 每 一 步 灵 中 ,分 出 的 
和 下方 中 舍 有 一 个 移 数 是 在 性 德 北 平方 中 所 总 有 的 。 
还 须 注 意 , 共 本 公式 (56) 导 (16) 可 以 总 需 : 
Alz, 2) = 三: ( 2) 十 由 (Ge; 2)， (157) 
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1 Dd od “2 
Ad 已 4 3 / 
-( 5) | +4veo)。 (18') 
俩 
本 (1 0 二 后 十 克 十 2 二 太一 tymg 一 1 十 ry 一 tn o (18) 


应 用 人 i) 式 (g 一 二 ): 
(es 5) (Bm — m3 dy de)2 FAL 2) = 
= (B51 ~ rs — mmm) A 1) , 
其 中 La T) = dryre 2rarm4 — L719m4 0 
腾 用 (16) 式 (9 二 ,下 二 2): 


Ai(z, 四 一半 (259 十 2zs)2 一 下 (2m 一 2mz 十 和 03 二 4a(z, 加 二 
一 去 (aa 证 za)? 一 让 (zm 一 区 十 284)2 二 4a(z 克 ) 
莫 宁 tt T=2r3 。 
最 鲁 有 
.4 四] 一 (2 一 中 一 区 十 52 十 于 (zz 十 知 )2 一 二 (ma 一 罗 十 2zt02 十 2 
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2. 那 可 此 方法 以 ? 记 二 次 型 Ce, z) 一 总 amwivy 的 秩 ,生计 
1 
Due=4(， 3 *0 B=l, 2 y)》， 


那 未 磨 用 高 斯 消去 法 演 段 ( 套 考 第 二 章 , 8DD ,可 坊 化 对 大 给 阵 4= 
二 ]awl 具 篇 次 之 形状 : 


dl 的 2 + 1 
站 fas 和 于 on 

和 好 | 人 中 er Pa prs | 。 (18) 
0 -0.0 0 


让 
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短 阵 G 的 元 束 可 以 砍 禾 陆 4 的 元 素 用 已 知 公 式 自 
1 9.-..»—1 
| 4{ DD » 


8 全 一 
za Spi 
4 人 2 了 一 
(g=py 人 十 工作 P=1, 2,.., 7)o 《19) 
琴 表 出 。 特 别 的 ， 
gm 一方 (p=1, 人 Dh=1)。, (20) 
在 第 二 章 , 83 中 [公式 (69)] 已 么 习 明 ， 
A=0" PG, (21) 
其 中 厂 乱 尘 角 形 和 矩阵 : 


工 工 1 
-全 ,二 ,0d 四 


业 不 破 坟 等 式 (231) ,我 们 可 已 换 和 矩阵 如 的 德 m 一” 眉 行 中 的 雾 元 素 
以 任意 的 元 素 。 适 镍 代 换 可 以 构 憩 了 贷 G 希 满 多 高 三 角形 矩阵 
Tall 12 时 中 本 得 玮 下 本 本 恬 是 上 hn 


0 Fu2 " Wun 
和 | 
ro 0 Dr EE rl ， CI | 六 0), (C328) 
i0 OQ Ox-..... 
| 站 人 如 流 | 
等 式 (2]) 可 以 窒 篇 : 
A= 人 TDP , (24) 


咎 ”将 考 第 二 冲 , $2。 
风 ”我 们 遍 疡 丰 , 人 个 ， 全 三 数 后 和 的 二 次 型 。 
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PE, &) = 记分 10 = Ye 


k=l fe 
上 一 
轰 缕 换 =A 
后 缕 乱 下 dc， 二 。 
因 篇 


Ei 二 Xk rr Ty i, rT Oat (FE= 1 7) ， (C25) 
所 这 有 于 可 比 公 式 售 
、 DD x 
46, 习 = 册 2 六 吉 -=D。 (20) 
过 人 眉 公 并 和 葵 予 玫 4(4, 篇 笨 笑 天 下 三 和 的 囊 示 式 @。 
耶 可 比 盈 式 常 可 表 需 另 一 形状 。 


5 揽 牺 性 扰 关 型 
一 (下 一 工 ， 2 =1) C27) 
求 代替 计 ; 全 一 1， 23,.… 7)。 亲 未 耶 可 比 倒 式 (26) 可 总 篇 : 
_™ I 
4 人 ,= 姜 一 厅 (28) 
此 外 
Ee (£=1,， 全， 2 (29) 
其 中 
1 号 一 
Cha™ ( 号. 一 有 
Cg = (280) 


加” 联 可 丝 公 式 刘 划一 推理 ， 化 不 信 阁 等 式 (3) 的 ;市 电 在 , 创 如 ， .7 1， 43 一 入 14 页 中 我 
到 。 

各 ”在 了 可 比 公 式 中 如 平 万 的 上 因 性 亦 可 以 由 型 4(z， 7) 的 陵 竹 次 于 提出 。 但 是 型 
Tl 了 2 9 的 无 果 性 亦 可 忆 直接 的 来 证 曲 。 李 宾 上 ， 妆 撑 £30)， 9hx 一 万 J 0 献 型 
性 合十 各 散 Ti 而 在 型 tle"s Xrir=1 PP + 中 ， 闻 下 者 地 由 更- 小 得 型 pe 过 号 i | 
+ 的 六 性 抱 妥 性 。 
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例 
ALr, X) = B79 rT rs — 2 Grr rar4 Dryr o 


化 矩阵 
1 一 和 1 —] 
一 号 中 一世 4 
了 一 
本 一世 各 1 
—1 44 1 -8 
党 高 斯 式 
1 2 1 一 1 
DD 一 本 -1 器 
说 二 o 
0 0 0 0 
lo oo 0 0 
就 ?=2, gi=1, gx 二 一 1。 
+ 了 哇 可 比 会 沁 i26) 挫 岂 : 
AlT FI = (1 Br tg) {— mat) 


由 耶 可 比 仅 式 (23) 推 得 
定理 2.《 那 可 比 ) ”如果 多 於 秩 需 7 的 一 次 型 
本 2) 一 站 人 NT 
有 不 笑 式 
1 六 
D.=A( Pi 天 0 《十 一 1 3 8 


那 未 型 4(z, x) 的 正平 方 数 与 鱼 平方 数 v 备 等 其 数 序 
1,， DD， 也， "i D. 


(31) 


(32) 


中 的 同 虐 数 卫 自 释 台数 VY, 亦 郎 x= 了 {1， Di Ds, "ey D.), v= (1, 


Di, 了 Do， | DD.) 且 其 和 罕 散 差 篇 
os=r—2F (i, i, 了 DD) 


(33) 


桂 1， 和 如 果 在 数 序 1, 六，…, 了 ,0 中 有 都 出 现 , 但 没有 三 个 相 


燃 的 数 完 双 等 浴 替 , 洒 未 态 了 定 出 符 吻 差 , 仍 可 麻 肛 公式 
o=7—27 (1, DD, Ds Dn), 


但 在 其 中 降 去 公认 堆 的 DD;， 如 果 Ds_iDxrsri 去 0; 而 在 Ds= Dri=0 的 
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1, 如 时 Ee <0, 
V CDras Drs Dris Dira} 一 万 (34) 
2， 如 时 万 “>0。 
我 们 在 此 感 引 进 了 温 一 个 赵 出 ,但 基 汉 有 答 子 惟有 明 由 。 
圭 3. A : Di Dey Deri 上 和 二 个 相 尖 的 各 于 并 膨大 
计 不 能 尖 定 并 的 符 误 关 - 汪 可 己 用 次 例 来 说 胃 : 
过 (w, 必 ) 一 dt 中 十 cot | 全 未 和 人 1 人 *0) 交 
班 契 了 1 一 了 一 也 一 0， Di= —aitas0o 


| 1 如 果 4&2>>0, as 人 0 
同时 有 ls 如 果 az<0, aa<0 。 
在 各 有 十 种 情形 都 有 DD<0。 


直 3. 如 果 DD 关 D,**:， D1 才 0， 0,， 而 由 =0 =0， ; 郊 末 末 2， ， Tay Dr 
的 符 跌 不 能 决定 型 的 符 嵌 羡 。 可 以 取 次 型 篇 例 来 说 朋 : 
GT 十 CN brs Datta | Darats + Batis = 
一 必 人 十 2 十 0) 十 (四 一 8) 48 。 


4， 正二 次 型 


在 遭 一 节 中 我 们 来 讨 族 特殊 的 但 是 重要 的 一 类 一 灵 型 一 正 一 坎 
型 。 

定 获 3， 实 二 次 型 4(4, 9) = , 阅 ，ouzrnx 稳 怎 非 负 的 ( 非 正 的 )， 
如 其 叶肉 释 式 的 任何 实 烧 值 痢 有 


和 外 ”天 侦 折 区 ,在 路 有 一 同等 DE 时 修女 力 榨 费 俊 评 所 建立 ,而 在 奥 竹 Dx 四 帮 的 温 有 
一 二 和 出 现时 (到 有 三 个 相 送 的 零 ) 阳 短 轴 劳 别 温 斯 [135 门 所 得 出。 
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A(x, 2) 0 (RAE), (2838) 


定义 4， 壮 一 区 型 dr 7) = > cvs 航船 恒 正 的 (扫黄 的 )， 


如 其 对 立秋 数 床 全 等 秀 壹 的 任何 实 监 值 人 2 和 中 者 有 
Aw, DO {<0), (806) 
情 正 :情人 久 ) 二 次 型 是 非 基 ( 磊 正 ) 二 次 型 类 的 特区 。 
武子 非 名 型 4(2, 1) 。 表 其 起 乱 关 平方 和 : 


A(w, 4) = Sa? 。 (87) 
在 泪 一 表示 式 中 所 有 的 平方 傈 数 都 必须 是 正 的 : 
> = (38) 


事实 上 ,如果 有 任何 一 个 a;<0, 那 来 可 以 议 取 种 样 的 量 x1, 2， 

woy 恒 得 
大! 二 二 大 /1 二 六 1 二 :二 四 ;一 由， 太 | 闪 习 ， 

但 基 潮 蕉 蚊 数 的 浊 些 值 ,型 dz x 有色 值 ,与 我 们 的 条件 子 盾 。 题 然 ， 
友之 ,由 437) 里 (38) 得 出 型 4 功 的 非 名 性 。 

温 样 一 求 , 非 负 二 次 型 就 船 等 式 一 7 一 7 ,v= 二 0 所 决定 。 

现在 假 识 4(%, 2) 是 一 个 重 正 型 。 那 末 -4(%, 旭 灾 是 一 个 非 偶 型。 
故 可 表 之 篇 (37) 的 形 因 ,其 中 所 有 si 二 4， 2,…, 7) 都 是 正 的 。 从 型 
的 恒 正 性 得 出 7=n。 束 时 下 ,在 7<n 时 ,可 以 渤 和 取 汪 样 的 不 从 篇 零 的 
量 zz, Xz，…, 2 使 得 所 有 的 于; 都 楼 符 霉 。 但 是 由 岭 (37) ,在 zz*0 
了 时 有 dz 2) 一 0, 就 粤 民 件 (8 晤 答 奖 。 

容易 下 出 ,反之 ;如 果 在 (37) 中 7=n 而且 所 有 ai, ea tm 都 是 
正 的 , 那 末 4(%, 驴 蚌 一 企 恒 正 型 。 

次 匀 话 论 , 当 昌 们 党 非 久 弄 清 次 时 , 寻 仿 一 个 情 于 弄 。 

次 之 定理 ,用 型 的 保 冉 必须 适合 的 一 些 不 等 式 来 和 子 型 的 恒 耕 性 
的 汗 定 。 此 处 ,我 们 应 用 在 上 第 中 已 末 遇 到 的 , 痢 厅 答 障 4 的 及 庆 的 主 
子 式 让 号 : 
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1N 一 CE， 也 一 Ca Oi 站 ,一 Hu Woe (on , 
(a1 (ng a 
nl Cn nn 
定理 3. 篇 了 使 得 二 次 型 鳃 正 ,充分 必要 的 ,大 通 是 带 合 次 讲 不 等 式 : 
DDD, D0 D>0, (39) 


症 明 ”人 条 件 (89) 的 亢 分 性 , 可 以 和 丰 接 从 那 可比 公 式 (38) 来 得 出 。 
休 件 138) 的 必要 性 可 已 建立 如 欧 。 由 型 4(ay 加) 一 2 Zrdeu 的 居 正 
性 得 出 其 ' 堆 出 "型 @ 

hey 4) = omnis (P=1, ,ee 1) 
的 导 正 性 。 但 所 有 各 些 型 都 必须 基 满 秩 的 , 亦 即 
D,= [4 | 天 总 (2 一 工 ， 2 1 

更 在 栽 们 有 可 能 性 来 利用 耶 可 比 翁 式 (28)( 取 "一 nn)。 因 埠 在 适 司 

公式 的 右 节 ,所 有 和 平方 的 全 数 者 是 正 的 ,所 以 
0，, DD;s~>0, DDs > 0，, wiv DiD | oO 
故 得 不 等 式 (39) 。 定 理 已 都 着 明 。 

因 委 入 营 调 翻 屡 数 的 欢 序 知 , 可 已 使 逢 际 4 的 任何 一 个 主子 式 位 
稚 其 左上 角 , 故 有 次 之 

推荐 。 关 锥 恒 正 二 次 型 4(z; 习 二 ,> csi 其 便 数 拓 陈 的 所 有 
主子 式 都 是 正 的 电 : 


2 
4 人 二 >0 人 =] 9, 
1 Le" 人 


赴 ，” 由 顺序 的 主子 式 的 非 负 性 


D0, D0 ， + D0 (40) 
' 阁 ” 如 架 在 型 fz 中, 联 P41 二 三世 二 0t 二 1 23， ,3 我 全 就 得 出 剖 {x 2) 6 


央 ”省 样 一 来 ,由 实 狼 弄 短 障 嘎 序 的 主子 式 的 恒生 性 得 出 匠 有 其 迭 主子 式 的 便 正 性 。 
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不 能 得 出 型 4(42, 9 的 非 鱼 性。 事 导 上 ,在 型 
C1 Baohida 下 Tao? 
中 , au 一 412 一 0; as<0 就 斋 合 条 件 (40) ,但 是 他 花 不 是 非 货 的 。 
从 是 我 们 有 有 次 之 
定理 4. 篇 了 使 得 二 次 次 型 4 (2， 2) = 六 auzwivs 是 非 鱼 的 , 无 分 
必要 的 ,是 其 傈 散 短 阵 角 的 所 有 主 子 式 都 是非 鱼 的 ; 


让 rr 


2 


| 7 )>0 人 =1, 2,: ;Nn)。 《41) 


注 明 引 凶 晴 助 一 志 理 
(一世 [( 凡 ， 了 ) te 六 4 (a>00。 
里 然 , lim do) 2) 一 A(z, 风 
从 型 ACz, 2 的 非 名 性 得 出 型 4 2) 的 慑 正 性 ， 因 而 有 不 等 式 
《 侄 考 定理 3 的 推 访 ) 
4 人 (>0 (ehh bn 2 一 1 30 由。 
人 1 全 本 
澡 so0 时 取 醚 限 , 我 们 得 出 休 任 441)。 
反之 , 识 答 于 体 件 (41)。 稀 过 些 人 条件 得 出 ; 
1 名 二 2 .a 
4 人 ja 让 = 2 十 … 和 2 
过 各 = 
但 是 (由 订 定 理 3) 4,{w, 功 是 一 个 乙 正 型 
(2 2)>0 (20), 
故 蔷 。 一 0 时 取 标 限 ,我 们 得 出 : 
由 (人 07 ED。 
定理 序 已 信 朋 。 
汪 次 型 的 非 正 性 和 与 情色 性 条 件 可 以 和 从 不 等 式 (3 外 与 (41) 尘 麻 的 来 
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得 出 ,如 果 把 适 些 不 等 坟 应 用 试 型 4(z, z)。 
定理 5， 优 了 使 得 二 忒 型 44o， 2) 恒 负 , 充分 必要 的 ; 是 他 能 带 合 
不 等 式 
D,<0, Ds>0, Ds<0, …, (—1)"D,>0, (49) 
定理 6， 篇 了 使 得 二 垃 型 4(x, %) 非 正 ， 充分 必要 的 ,是 他 能 适合 
不 等 式 


(C14 C Sn 襄 -0 


1 多 全 


四 P=1, B+, Nn)o (48) 
$5.。 化 二 次 型 到 主 烛 上 去 


讨 葵 任 一 实 二 次 型 
A(s, w= > pT o 

他 的 侨 数 重 阵 4 一 ja 人 蚌 实 涤 移 的 。 所 以 (次 考 第 元 章 , $13) 他 
正 交 一- 相 催 礁 茶 一 个 磋 对 角形 类 当 4, 亦 序 有 迁 样 的 实 正 交 短 陈 口 存 
在 ,使 得 

4=O-L4O (4= Ga O00'=B), (44) 

下 磺 A Mn, ” A 是 短 阵 4 的 特 微 数 。 

央 仿 正 变 敌阵 有 等 式 1 一口 ， 放 由 导轨 知 型 4 人 释 儿 数 的 正 
习 娘 换 


zx=: 0 (O00= 有 DD (45) 
或 更 详 如 的 窟 篇 
m= Boubs ou0w=dm; dy bl, ys 45) 
要 因 型 


AGE, = DN, (46) 
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定理 7， 实 二 次 型 4(z, +) = 马 oamis 常 可 榴 正 交 变 痪 变 侈 他 


淮 型 (46) ;而 且 为 , 加,…, 4 是 知 阵 4= | eue ?的 特 微 败 。 
骨 正 交 太 异化 二 如 型 4 (Cw, 7) 需 标 淮 型 (46) 稀 篇 化 到 主 四 于 去 。 

莹 咎 名 移 是 温 样 来 的 , 畴 篇 有 有心 二 次 超 曲面 的 方程 
= wwwx 一 0 (= 常数 下 站， (C47) 


可 克 变 散 的 正 交 帮 换 (45 化 坑 醒 谁 形 
六 s 全-: (tl; 1, 2 9))。 (49) 

如 时 我 们 视 如 24，… x 篇 杂 欧 括 电 得 空间 内 在 基 一 个 闪 正 交 
基 庭 中 的 华 标 , 攻 末 名, 癌 ，… ,是 同一 空 得 内 在 新 的 法 正 交 基底 中 
的 坐标 ,而 且 对 轴 的 “旋转 ”是 施行 正 交 多 摸 (45) 所 得 出 的 。 新 举 枝 帅 
是 有 心 曲面 (47) 的 碍 夭 轴 旦 循 常 是 称 震 遭 个 曲折 的 主轴 的 。 

直人 46) 式 , 知 型 4z， 2 的 秩 + 等 樵 短 阱 -的 非 党 特 微 数 的 个 数 ， 
而 共 符 驶 基 2 等 大 短 陆 4 的 正 特 微 的 侦 数 与 负 导向 的 个 数 的 六。 

因此 ,特别 的 , 推 得 误 样 的 辕 果 : 

刀 洒 连 筑 的 购 动 一 区 型 的 傈 数 而 保持 其 稀 不 楼, 那 未 伯 数 的 变动 
不 会 改 狼人 他 和 的 符号 蓄 。 

此 处 我 们 是 车 样 推理 的 , 电 樵 傈 散 的 连 精 效 动 得 出 特 徽 数 的 速 炉 
鬼 甚 。 王 有 在 任 一 特 微 数 炙 呈 时 , 她 能 构 更 符号 莽 。 但 是 在 其 一 中 间 


时 划 , 所 讨 酶 的 特 微 数 须 网 篇 等 , 赣 就 贩 动 了 型 的 秩 。 
$6. 二 次 昏 康 
在 微 振动 理论 中 必须 同上 时 讨 渝 坪 个 二 次 型 ， 其 中 有 一 个 答 予 位 衣 


各 如 果 |0f= 一 1 , 那 末 楼 换 (45) 夷 示 - -个 仿佛 话 王 碍 取 病 像 的 外 果 ( 溉 汰 第 九 齐 ， 
4 但是 化 到 主 二 上 去 迪 可 用 第 一 种 正 癌 给 肝 QC10] = 症 来 得 出 。 浊 是 可 以 各 奉 来 做 
的 , 碍 不 缕 动 村 浴 型 ,我 们 可 以 施行 一 个 入 这 综 换 

i= 2 1) 
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采 统 而 第 二 个 痊 邓 动能 系 入 。 第 二 个 型 常 证 恒 正 的 。 
我 们 在 本 节 中 从 说 礁 舍 有 有 十 个 巡 种 型 的 二 次 型 粗 的 研究 。 
雨 伴 实 二 次 型 


得 时 
Az, we) 一 之 ， I Br, 2) = 2 Piri 


决定 一 个 型 束 4(c, 2) 一 BCw, 2)(% 是 一 个 委 数 )。 
如 果 型 B(x， 是 情 正 的 , 那 末 多 型 东 4Cx, 2) 一 AB(s， +) 篇 正 且 
的 。 - 
方程 | 4 一 | =0 
称 短 型 东 4(z, 4) 一 AB(Y, 罗 的 特 微 方程 。 
如 加 记 旭 个 方程 的 任 一 个 可 。 因 篇 短 障 4 一 AB 是 降 秩 的 , 所 以 
有 考 榜 的 刚 2= (21 ray py 2) 于 0 在 在 ,使 得 (4 一 ‰B)z==0 或 
Az=N0Bz (2¥0), 
| 我 们 帮 数 jo 乱 理 东 4(2) 2) 一 和 AB(s, 功 的 特 徽 数 ,而 称 : 党 证 个 型 
束 的 对 麻 的 主 刘 或 “ 主 向 量 "。 我 们 有 次 之 。 
定理 8， 正剧 型 束 4(z， oa) 一 XB(z， 用 的 特 短 方 各 
| 机 一 六 如 1 一心 


LE ss pe ep | 


Zn 有一， 2 ， 呈 


Azt— hE Bz (FE=1, 2, 的 ) C49) 
寺 些 主 向 量 2* 可 以 鞍 样 来 况 取 , 局 其 适合 并 保 式 
Bl 2) = CR=1, 2,..*, nn), C50) 
蕉 明 我们 注意 ,等 式 (49) 可 以 帘 乱 : 
BiAx =h2t 《一 了 2, .A (Bl) 
坦 榜 一 来 ,我 们 的 定理 断定 , 垂 障 
| (89) 


有 :1 i 单 构 的 , 3 真 特 微 数 和 ax 奥 8° 汉 应 於 半 些 特征 数 的 
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在 徽 列 (向量 )21, 站 通 合 关 侠 式 (50) 99。 
答 了 证 朋 过 三 个 情况 ,在 讨 讲 中 5 浊 磋 芽 域 上 wn 六 向 量 答 有 丫 下. 
在 沙 侦 空间 中 国定 某 一 个 基底 人， ee，…，en 轧 引 浊 责 个 任意 阅 若 
x 一 六 rer yD ye 


的 抱 向 稿 各 恒 正 键入 性 型 B(x, 
CC (53) 
因而 向量 出 的 长 的 乎 万 篇 再 妇 4z 2) 
(WE, EI)= Br, $) 一 水 《53 


[此 感 z 锚 y 是 表 列 2 一 人， 加 0) 与 9 一 (1 办]。 
窑 易 验 座 ,所 引进 来 的 各 检 度 晤 斋 合 公 避 1 一 5 《第 九 童 ，,§ 办 ,人 夫 
曾 是 一 个 欧 认 里 得 度量 。 
我 们 得 出 了 呈 准 欧 泡 里 得 空 骨 吾 , 在 他 下面 原 基 底 @1, 2s …, 2， 
一 般 的 癌 , 不 是 葵 正 变 的 。 在 乍 个 基底 中 , 徐 阵 4, 了 让 也 = 五 -14 省 雇 
於 蚜 中 娘 性 运算 子 : 4， 吾 曙 站 = 4 遇 ， 
我 们 来 尊 肯 , DD 是 尺 中 汰 稀 六 算 子 @( 几 性 第 九 章 , §13)。 率 实 
于, 淹 蕉 有 誉 模 刘 = (i je) 性 = Ye) 的 任 二 向 
量 疡 与 9， 由 页 司 2) 伍 (53 有: 
Oz, gD) 一 (下 2 了 一 下 有 一 24BTTBy 一 人 .47 
己 (TE, Da =r BDy=w BB-idy= 2%'dy, 
亦 妇 Dr, #) = (L, Dy), 
尘 称 违 算 子 如 = 局 4 有 实 特 微 数 各， Xe，j 与 完全 法 正 变 畦 
徽 疝 草 租 2，2 2 《 套 若 等 九 章 ， 13): 
全 ”如 插 炬 阵 六 是 对 得 的 , 那 末 性 次 三 22， 可 以 从 对 帮 脖 拭 子 的 性 搞 来 直接 竺 齐 {第 
沪 意 ,13}。 但 是 两 全 名 和 帮 和 给 取 的 梁 种 了 不 一 定 是 对 攻 的 , 因 和 起 D= 五 -14 ,而 玖 一 4 下 工 。 
图 因 需 基底 和, ez， …, en 不 屁 法 下 奕 的 ,在 汗 一 基底 中 烛 坎 认 对 称 直 障 4 奥 日 的 能 


算 子 凡生 尾 不 一 定 荐 对 局 的 。 
命 ” 故 知 丰 随 卫 林 但 秀 茶 一 个 对 称 类 陋 。 
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BiAzt=i2t (CF=1, 2,'., n), (EB4) 
{Zi 2 by GF=1, 2, 1), 《54 
发 天 一 (zz zk 篇 向 量 王 在 基层 ea ez en 中 的 坐标 
列 二 = 工 3 甸 。 那 木 纤 式 55 所 可 以 总 需 人 51 或 (49) 的 形状 ,又 由 
(58) 知 关 傈 式 1547) 答 出 等 式 (50)。 
定理 已 克 证 朋 。 
我 们 注意 , 由 (507 知 请 列 工 , 2 pp， 术 性 扰 关 。 事 实 上 , 纺 
> (55) 
那 末 对 於 任何 《人 ss 关 o 根 据 450) 有 
0=B', p> az = > CR 可 22 一 人 
短 翌 一 来 ;在 全 5 中 所 有 的 “者 等 臣 才 , 改 烈 2， 22， … 和 如 阅 的 穆 性 相 
淹 性 不 能 存在 。 
由 适合 天 集 式 (50) 的 寿 主 烈 2 2 2 所 构 胞 的 方 陈 
区 一 , 2 2 | | 
称 仿 型 束 4(o, 2) --B(e, 信 的 主 托 阵 。 主 垂 障 2 是 满 秩 的 (|Z1 关 0)， 
因 笋 化 的 烈 乏 性 短 关 。 


等 式 人 0) 可 以 写 需 : 
2 Ber (G2, EF=1, Br Nn), {56) 
再 者 ,届时 左 乘 禾 式 (49) 的 雨季 以 行 矩 汝 2*，, 我 们 得 出 : 
2 A = hp Bet = Nr (67) 
引得 主 垂 障 ZZ = (2, 2 2 我们 可 以 把 等 式 (56) 熏 (5 路 表 
息 : 
ZAZ= hl’, 区 .2 一 百 。 (58) 
《58) 式 设 明 ,请 秩 六 换 
二 2£ (B59) 


同时 化 一 次 型 A443, 时 Brz, 2) 入 平方 和 : 
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训 2 与 部。 (60) 
到 换 (59) 的 半 个 性 党 篇 主 答 乔 Z 所 雇 定 。 事 祥 上 ,改变 税 4597 同 
时 化 型 4 7z) 具 B(x, zw) 钨 标准 形式 (60) 。 湖 末 等 式 459) 必须 通 合 ， 
因而 答 障 2 的 列 适 合 (56) 与 (57)。 由 58) 得 出 甜 重 翅 的 诺 柳 性 
( 世 | 关 0)。 等 式 (52) 可 以 六 篇 : 
2 CAar— MB ) 0 Gm=1, 2, ,1); (61) 
此 不 万 有 任何 固定 的 值 (1 所 <n)。 等 式 粗 (16) 可 以 合作 篇 一 个 等 式 ; 
Pd 一 Bz*) =0, 
改 因 和 是 一 个 满 秩 短 障 ,得 
过 9 一 ArAdars =0, 
亦 即 针 蕉 任何 大 剖 得 出 (49)。 因 此 如 证 一 个 主 短 阵 。 我 倍 王 明了 
定理 9， 如 果 了 二 | 耻 开 是 正 妈 型 东 4 区 一 AB(g， 人 的 主 姑 
策 , 著 玉楼 换 


t=ZE (62) 
同时 化 型 4(2, 2) 与 了 B(z, 2) 吉平 发 和 
袜 NxE， 袜 部 (63) 


在 @3) 中 的 和 Jews 和。 A 代 开 4 2 2 一 AB(w, 有 的 特 微 数 , 他 们 六 
反之 ,如 果 大 - ee (63) 的 形状 , 那 末 
2 一]znv 是 正则 机 束 4(z, 加 一:B(z, 仿 的 在 乱 际 。 
有 了 时 用 定理 9 中 所 迹 的 网 换 (6 的 特性 来 可 成 二 短 阵 与 定理 8 的 
共 明 四 。 乱 了 这 个 日 的 ,首先 完成 沟 数 的 缕 换 x 一 Ty, 化 型 BCo， 2) 篇 
一 个 平方 和 训 城 [ 因 需 (x, 四 是 一 个 恢 正 型 ,过 是 永 下 可 能 的 ]。 此 


时 甸 型 A(x, 2) 知 菜 一 栏 型 人 y) 。 现在 麻 用 正 区 炙 斤 y= OF 化 型 


和 溉 考 [7 ], 858 一 失真。 
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机 (人 纺 需 辣 加 的 形状 (化 到 证 帖 上 去 )) 。 此 丰 , 然 有 四 袜 关 一 
一 加 训 、 演 楼 一 来 , 允 换 5 二 ZE, 其 中 =20, 化 所 工 的 十 个 异 优 
《637 的 形状 。 此 千 司 有 明 (有 如 在 定理 8 前 面 所 做 的 一 赚 ) 业 阵 2 的 列 
2 合并 款式 (49) 奥 人 50)。 

在 特别 的 情形 ， Pix, 2 必 一 个 谁 型 , 亦 引 拉 《， 攻 ) 一 2 和 时 ,得 
吾 一 百 ; 故 型 束 .42 区 一 BE, 站 的 革 租 方 三 盟 知 | 各 4 的 特征 方程 重 
合 ; 而 弄 来 的 二 向 景 都 是 短 绩 4 的 特 签 向 昌 ， 在 此 肝 , 关 公式 :50) 可 篇 
篇 : 2 2 Oi 下 一 工 : 2， “a nh) 了 裘 未 | 1! 列 2 2 "A 的 渤 正 交 性 ， 

定理 上 与 9 有 了 明 匣 的 怒 何 和 解释. 有 如 存 定 于 3 的 二 基 中 所 做 的 一 
梯 引 进 有 其 许 eay ee pe 胃 基 本 讶 蝇 型 Bir, 的 隐 克 里 得 空 措 
如 。 在 吾 中 讨论 有 心 一 演示 曲 乏 ,其 方程 过 

A XX) 三 D3 HR ， {B44) 

识 和 = zx 篇 型 束 2, 72) 一 Bt 2) 的 主 策 陋 。 入 坐标 到 挤 
zt 一 ZE 和 后, 二 的 此 诡 和 疝 最 篇 向 荆 2 六 ，2， 他 们 在 售 基 用 中 鸭 誉 权 
构成 条 律 Z 的 列 , 亦 色 型 来 的 证 向 剖 。 各 监 向 晤 司 成 站 正 交 基 用 , 在 
得 企 基 尾 中 超 曲 面 太 程 04 有 详 之 彤 央 : 

> Met ee. (B85) 
网 此 ,型 东 的 主 向 量 2 于 全 和 有 耐 个 和 的 二 济 方 阿 一 致 ,而 特 
和 1 4 hn | hn 定 出 字 翰 的 值 : 只 一 士 《此 一 工 ， 二 名) 四 
上 

过 偿 一 来 , 定 册 正 草 塌 东 巡 他 的 一 4 人 二 的 十 阿 景 上 旺 特 徽 数 的 
站 御殿 把 汪 次 存心 超 曲 硬 的 方程 人 6 峰 化 到 本 则 上 二 的 问题 是 相 拖 的 ， 
此 鱼 超 明 耐 的 床 瑟 尾 是 在 一 般 的 震 坐 枝 系 中 所 和 葵 出 的 鱼 , 低 要 在 这 个 


昭光 和 坑 仓 不 急 勤 树 蓝 的 习 注 砷 , 国 篇 人 A) 人 f= 5 人 Yo 
全 ” 汪 基 消 果 栋 帆 铭记 庶 未 一 定 等 其 的 余 举 醋 条 . 


8194 和 哺 论 


pT re 


坐 概 系 中 “ 界 位 球 的 方程 得 Po 2 一 1 。 


例 
营 予 在 一 较 多 首 世 标量 市 二 次 曲面 的 方 裕 
Rr yr 和 二 0, 【6 
而 有 在 近 一 装 楼 悉 计 次 位 球 的 态 程 党 
a i 《07 
震 查 把 方 稳 (66)? 作 和 到 主轴 上 去 。 
在 所 于 的 情 开 ，、 
ji 2 已 |2 分 了 | 
“| -23 -S|, B=I0 3 Qs 
| 一 皇 3 il 0 | 


型 此 的 等 向 方 程 1 本 一 * 且 | 一 0 有 次 之 形状 : 


马 一 了 UO 工 一 各 
0 2- 。 一世 ~ {68) 
1 
| 1 -5 一 3 内 


温 候 方 各 有 三 个 慢 : 科 三 1 上 2 一 1 各 一 一 交 
及 3 TD 省 时 麻 臣 特 往 鼓 1 的 主导 莉 的 可 村 。?#y yy 如 的 什 需 一 粗 窜 式 迷 方 程 所 谈 
证 , 溃 侦 方程 粗 和 的 从 数 馈 二 1 哇 行 列 式 ( 红 ) 的 元 未 相 阿 : 
人 二 必 十 DD: 思 二 吕 ， 
Gu om =0, 
Nai = 
访 式 上 我 们 群 有 一 个 天保 式 
4 十 息 一 总 。 
特 微 数 >= 革 靡 党 对 三 让 走 个 法 正 实 主 向 量 。 第 一 倍 向 显 的 要 樟 可 以 任意 于 了 仆 萄 上 坚 通 侣 恬 件 
中 十 记 一 由 - 
我 条 本 = YY = 一 Wo 
所 第 一 贷 主 向 明 的 开 坎 篇 
提 
卫 埋 汕 正 亮 傈 件 [五 { 守 二 二 中: 
2 十 3 十 号 w= 
页 得 : Y= 二 Sv' 。 脖 谎 一 来 ,区 二 个 主 疝 基 的 坐 层 仿 
和 一 让 局， 二 
全 权 类 全 的 ,在 锋 息 行列 下 中 取 “*= 一生, 求 册 对 枉 的 主 间 最 : 


rr 上 了 df Ir 
二 
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总 渔 一 信件 : 主 笛 量 的 坐标 必须 通 侣 跟 位 秆 的 方程 [BC 说 二 1J, 本 反方 程 人 67)， 我 但 
又 该 宇 虽 坟 开始 的 请。 因此 求 担 : 


酸 所 求 过 主 算 阵 侃 
| mw 1 
| 0 -本 
' 1 I 1 1 
TT TE MS 
| 1 I 和 | 
四 和 3 : 


朋 其 对 了 腺 的 举 标 名 换 tz=20) 化 方程 必 ) 幅员 7 门 壤 和 标 闪 形式 
好 十 如 一 45 一 4 二 日, 好 十 闪 十 并 二 1 6 


落 一 侦 方 程 半 可 以 富 竺 ; 
说 -二 
时 + 了 -学 =1。 
示人 惹 有 并 中 不 每 蕉 3， 娼 牛 未 掌 於 工 的 旋 慷 办 华 把 此 夯 的 方程 。 施 转轴 上 和 抢 枯 款 的 蔡 标 


乱 拓 阵 Z 的 第 三 列 所 决 定 ,是 朗 等 於 于，3 ，-3 。 其 他 两 向 正 次 四 上 重 相 沸 的 航标 个 夺 


阵 Z 的 前 两 列 所 粮 出 。 
$7 正 基 型 束 的 特 微 数 的 嫩 端 性 拭 令 


1、 规 答 予 南 个 二 次 型 : 
(2 艺 ) 一 Daina 疆 五 (人 1 一 Dim ps 
其 中 型 BCz, 2) 是 情 正 的 。 生 柑 求 记 正 肿 型 束 4C2, 42) 一 B(x, 2) 的 特 
微 数 的 次 上 序 , 使 其 不 篇 一 个 下 降序 到 : 


让 o 69) 
同 前 面 一 样 ,上 以 2 ， 2 "ye 来 记 当 应 其 逼 些 特 徽 数 的 主 向 量 @: 


不 .一 四 _ 
Ea -一 《zipy ORY 2 站 一 工 ， 分 ， 7 


me 


得” 在 本 新 中 所 允 前 是 挡 腿 毒 [5 ?了 1 10 来 写 出 的 。 
各 ”此 盛 拥 用 的 各 调 4 同 量 ” 征 型 束 注 列 的 语 久 (1 任性 上 区 。 在 本 季 中 --- 般 的 用 事 何 
瘟 闵 的 会 名 { 昭 考 上 籽 ) ,我 候 让 时 各 列 避 向量 。 


B16 师 随 请 
对 然 构 数 不 全 人 入 堆 的 所 有 可 能 的 值 (z 基 划 ,要 定 出 型 的 比值 


ACw, 
“Bw, 2 的 最 小 值 5 竹 小 )。 和 需 了 到 .日 的 , 利用 罗 换 


他 一 所 此 (w= Dts; =]， 23 7), 
[其 中 攻 二 43x|1 入 型 束 tx 中 一 人 人 0 的 主 短 阵 ], 北 到 新 的 到 数 
Sn er 新 杰 数 可 把 型 的 比值 址 壤 裕 之 形状 [万 考 (63)]: 


本 2) 六 十 … 二 
He 0 
在 数 辅 工 取 ?个 风 各 和 在 汪 只 上 可 大 的 过 相 马 站 


裤 晤 一 各， m= 组 ,… = 从 。 那 水 按照 (70) 式 ,比值 全 2 和 3 是 


加 些 丑 量 的 中 心 的 焙 值 坐标 。 放 有 


-Alm, ey 
和 < 出 


藻 时 不 管 第 二 部 分 不 等 式 ,我 们 求 说 明 在 第 一 部 和 分 不 等 式 中 等 号 
和 省 可 已 通 合 的 。 需 此 ,在 469 中 全 出 相等 的 特 徽 数 至 : 


全 [| 


入 一 (71) 
注 有 思 所 有 在 点 和 以外 的 质 呈 都 等 崔 孝 上 时, 亦 部 在 
Eua 一 … 一 如 一 0 


全, 质量 中 心 姑 能 与 最 小 早生 重合 。 让 此 时 ,并 应 的 z 将 篇 主 而 zz, 
“20 的 先 性 租 合 人 。 因 党 所 有 着 些 歼 都 尖 麻 岭 相等 的 特 微 南 及 ,所 
忆 4 是 对 鼻头 =Ai 的 直列 (向 最 ) 。 
我 倘 夫 明了 
定理 功 ， 正 出 型 东 4(o2) 一 AB (rx, 4) 的 最 小 特 微 数 是 型 
共 ( 光 ,2) 曝 zm) 给 BB(z， 区 的 比值 的 述 小 值 : 


Arzr, x) 
A 
-= : InN. Br, BT m C72) 


各 突 5= 人 得 出 : et 
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而 且 过 一 榨 小 值 贱 活 Xz 过 对 应 从 特征 数 入 的 主 向 量 时 她 能 巡 到 。 
2， 需 村 葵 出 对 诅 次 之 特征 数 和 a 的 类 们 网“ 极 小 值 "，, 我 从 写 讨论 
所 有 正 交 岭 2 的 向 量 x, 亦 即 适合 次 之 方程 全 的 向 量 » 


Ba', 2) =0, 


湖 忧 各 些 向 量 
9 
Bw, Tt) E21 
Ar、 ww) _, pp 
歼 有 min 全 宁 一 各 [Bfs 2)=0], 


此 不 , 误 有 对 众 粤 2 正 交 的 而 [ 由 是 特征 数 je 的 主 向 量 , 始 能 迷 到 相等 。 
和 虱 移 苔 共 解 的 特征 数 , 最 税 我 们 得 出 次 之 定理 : 
定理 五 淹 谎 任何 DSS 在 序列 169) 中 第 了 个 特 微 数 入 
的 值 是 型 的 比值 的 构 小 佳 的 栎 小 值 


六 ,一 TD- 及 和 0 ， (73) 
天 二季 基因 -1 术 污 下 下 移 是 
正 爸 : 
Blz', 人 0 (74) 
此， 趟 有 浊 让 下 全 做 体 7 而 且 叉 此 特 伏 坟 % 的 水 身 最， 六 
过 到 运 -- 标 小 值 。 
3， 在 定 埋 1 中 所 给 出 的 特征 数 和, 有 其 不 方便 的 地 三 , 因 乱 他 隔 
击 王 的 让 癌 量 > ， 2 是 连 灶 到 的 , 故 窜 有 在 知道 了 滨 些 向 量 以 
后 , 始 能 进行 碍 完 。 此 外 , 壮 谎 二 些 向 量 的 园 取 还 有 一 定 的 任意 性 。 


一 一 -一 一- 一 一 -一 


大 电 不 及 用 鳃 对 让 页 个 庙 旦 列 )z，y 的 让 次 性 ,我 们 了 解 吕 等 臣 Be, 功 =0。 避 
儿 - 上 荫 中 所 烙 予 的 要 何 解 律 定 全 相 涯 嘛 的 来 得 用 。 我 们 大 量 四， 辐 ，…， 24 乱 欧 汶 里 得 空间 
内 某 一 基 记 由 癌 到 的 了 的 末 栋 ,此 味 疝 基 的 兵 的 平方 ( 范 数 ) 知 宏 正 型 召 (z,a 一 请 Dk mem 


所 礁 定 。 在 各 售 度 晤 市 向 是 二 ， 沁 … a+ 构成 … 个 法 应 诡 基 册 。 夏 如 向 量 z= 久居 大 正 
诡 秀 站、 那 志 对 里 的 总 =0。 
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需 了 使 得 特征 凯 和 (2 一 1 32， 亿 的 给 用 ,能 鸥 避免 所 拆 出 的 缺 
嗓 , 我 俩 引进 天 藤 在 构 昭 z1 io ，2 上 安置 联 千 的 概念 。 

设 答 于 到 晓 入， 的 入 性 型 : 

一 二 (74") 

我 们 襄 在 溉 数 Zw Wi 的 ) 在 向 旺 z 于 a 疡 个 莉 

震 瑟 ，Lz,…' 上 上 ,如果 所 计 座 的 碟 导 天 全 严 之 方程 乌 的 许久 晓 的 值 
Liatw)=0 Ch=1, 号 h), 

多 准 任意 的 乏 性 型 保留 44 的 曙 话 ,而 洗 惧 向 量 2 再 主 各 最 2 

2 的 天 问 积 ,我们 引进 次 之 特 葡 让 潜 : 


Ls) = Ba 2) (1,3, D0, (C75) 
再 者 ,如 浊 移 动向 是 安 壮 联 秋 C74) .就 起 nin es -人 - 移 : 


-村 
(BF:; Liy day, rs), 


用 带 镍 记 社 ,等 式 (i3) 可 有 以 寅 篇: 


sp (hs bs Pass To) (pl1, 3, 0), GT 
讲 答 联结 
了 人 二 一 0 一 《7 
侦 _- 
Dorale) 一 人 "ss LnCt) =0。 《1S) 


因 篇 联结 (77) 暴 (C73) 的 方程 狠 数 少 谎 mn, 故 有 向 量 zz#0 在 在 同 娃 这 
全 这些 联 千 。 因 篇 联 和 精 C18) 表 示 向 量 4 对 主 向 是 zz 2 的 正 交 性 ， 
所 以 六 应 的 阿 量 xz" 的 坐标 部 等 误 洪 : 癌 41==… 二 如 二 0。 天 此 由 C0) 
得 


Cn A Es 
BZD gH ) 总 二 十 号 “2 


竹下 (一 和 一人 本 十 本 人 十 十 古 2 著 中 让 Te， 了 傅 五 中 笠 ， 
行 的 元 培 计 = 二 1， By io 
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ed 


用 | {1} i1} 

此 时 Hs i, Tey ,lo 1) < Bm ho 

竺 合 浊 个 不 等 式 代 6) 评 明 对 殿 绝 诀 肺 千 工 ， Lz 七-19 什 点 
E hy 而 认 在 取 特 殊 联 灶 Ln 六 Psi 上 蛙 妈 从 这 到 A 心 

我 个 证 明了 

定理 12， 如果 我 们 尘 艾 任意 2 一 1 个 联 千 已，Za pp -ty 讨 葬 
通 个 型 的 比值 名: 2 的 覆 小 值 且 杰 副 条 些 联 千 , 雅 末 过 些 标 小 什 中 
和 的 枯 大 值 等 答 六 ,: 


maxp (Fs; Ti, Tay «ee, Lp-1)o C79) 


B’ 
不 同 识 定理 十 中 所 时 乔 的 " 榨 小 的 特 微 散 , 定 理 12 鞭 也“ 棕 大 的 
标 小 特 微 娄 和 ay 各， 
4， 我 俩 注意 ,如果 换 卫 东 dz 切 一 By 翅 中 的 4 区 以 
一 44z， 32)， 那 末 型 束 的 所 有 特征 败 都 将 变 跌 , 而 六 厄 的 主 向 其 共和 扰 焰 
动 。 汗 衬 一 求 ,型 来 一 4(z,; 2) 一 *B(z, 全 的 特征 数 需 数 


一 和 


再 者 ,如 
» (有 =max Boe 2 ， (80) 
那 末 光 模 动向 量 安置 联 竺 ,Lo,… ,Ls; 我 位 可 以 帘 出 : 
p{—$; Ta Toyes Tn) = —v($; Ds To, 1) 
瞄 


故 在 雇用 定理 10, 11, 12 共 比值 一 -人 务 2 人 ,代替 公式 (72), (76)， 


“79 我 们 得 出 公式 


320 十 阵 驻 
Jr， ~) 
Bir, HY 


jn sh Fo, Dos De) 


A C= MAY- 


, | 
An—s+1= in vA; Lis Lay '*", Ly (P=1, 2,., 7)o 


汗 些 公式 尘 应 的 建立 了 数 和 ,xz ;和 的 “ 极 天 ”与 “ 极 小 的 极 
大 ,我 们 租 其 述 壤 次 之 定理 : 
定理 193。 发 正则 型 束 .zy 四 二 MBCz <) 的 特 向 数 
1 
澳 净 於 型 东 的 乏 人 性 无 并 主 向 量 2; 2 …，z# 。 那 末 


《1 最 大 特征 数 和 是 难 的 比 从 的 际 天 入 


A(2, Tz) 
Bs, 29 (81) 


而 且 窗 对 应 训 特 微 数 鸭 , 的 型 束 主 向 量 疗 能 迷 到 I 这 候 柜 天 值 。 
(2) 第 了 个 ( 答 税 面 算 起 ) 特 微 数 入 -p41@2 志 2 所 双 亦 是 型 的 比值 
的 栓 - 太 秆 


和 一 D0 和 下 


A es 《省 ， 省 
np+1 二 NRI Be Ey 3 (82) 


但 是 规定 大 到 动向 量 4x 握 改 器 联 车 @; 
Bur", 世 ) =0， Bl!, 光 ) = 人 0， 0 有 至 Kepf+2， 巧 一 0 (83) 


pnp (EE; 六 is "rs 7 ); (34) 
得 个 福 大 值 悉 有 对 订 衣 特 徽 获 -s,s 适合 联 千 (83) 的 型 束 主 向 量 始 
( 37) 如 昌 潮 蕉 有 陷 烙 


全 ”在 有 度量 型 了 (z, 中 的 欧 往 里 得 空 商 中 , 儿 件 人 83) 未 示人 向 一 陪 生 向量 er-h+2 -…， 
#7 的 正 奖 性 。 辣 考 本 季 第 四 个 足 注 。 


第 一 部 牙 第 十 审 ” 二 次 型 典 疲 密 尘 于 82] 


i) =0,., Lp) =0 
(2<p<sm 的 比值- -党 ， :2 的 概 大 佑 , 杰 感 诸 联 结 : 弄 林 能 些 概 大 钴 中 
的 最 小 什 4 构 小 ) 束 等 就 等 瞄 pt 
和 pm =miny(; Li, Les La)。 (85) 


右 、 惟 输 予 记 个 扰 关 的 联 千 
Li =0, 了 Sr 人 Dim) =008., (S60) 
那 末 从 浊 些 大 保 可 己 在 殉 数 zi 名， %5 中 还 出 人 虱 经 其 条 的 炙 数 生 
性 才 出 , 忆 wiiy ws an 球 记 过 些 缕 数 。 故 在 安仁 联结 586) 及 正则 
型 束 442 入 一 和 了 fa 2 化 得 型 束 如 人 及 一 2Bo0 人 其 中 瑟 C 人 
仍然 基 恒 正 的 ( 话 公 有 * 一 kh 栏 释 数 ) 。 导 楼 得 出 的 主 则 型 束 有 Y 一 上 个 
下 特 葵 数 
MM (87) 
在 安置 联 千 (86) 了 ,可 以 有 不 向 的 选 到 使 所 有 鸭 数 纸 "一 个 无 天 
汐 op 00-s 发 岂 。 但 证 特 微 数 (87) ,与 加 种 任意 性 组 天 , 有 完全 
全 定 的 值 。 革 可 由 特征 煌 的 述 大 的 极 小 性 质 来 得 出 ; 
和 int = po (G; TY, La, (88) 
一 般 的 有 
MN=m axp( 向 Ly; Layeee, Ls 1) -= 


一 max p( 邹 ; ys as Li , Lo) (59) 


此 时 在 (8 四 式 中 本 有 联 固 i, Ts) 四 Lp_1 大 缕 动 的 。 
我 们 有 
定理 14. 如 果 A 正则 理 束 A(x, Oo —hB(T, FD 


er - -- -~ 


人 0 和 要 们 办 联 苍 方程 左 亲 的 是 然 脂 的 各 性 型 到 人 丽人， 世人， 联 苦 (86) 就 是 
钙 关 后。 


Eap 是 阵 葵 


的 特 微 数 ,而 总 所 六 志 … 世 0.， 是 同一 玫 东 在 安 避 个 无 关联 辕 後 的 
特 籁 败 , 那 末 
EME P=1, 9, n—AD。 (90) 


丁 明 不等式 为 志和 (BT 2 9 一 由 可 郊 列 从 (79) 委 (89) 式 
得 出 。 半 实 上 ,在 增加 新 的 聊 千 德 , 极 小 值 (过 ; 五 ，…， 三 -本 可 能 二 
加 亦 相 能 不 副 。 故 有 

(二 3 7 SH ($:; Liy*, La; Dis, L,1), 
因此 
A 一 Iax wei( 癌 ; 了 并 < 和 一 
~moxn(; Lt LN Dae D2)。 
虫 伶 次 之 谓 集 知 不 等 式 (90) 的 第 二 部 分 亦 能 成 立 : 


hp 2 一 max j( 刍 Tis Hin Ty's I,-1) < 


BB: 
<max np(; 1, ns LL, 了 LL, | De = prho 

王 隐 在 厂 季 中 不 俊 态 支 联 车 Li 天 而 和 久 动 联 精 了 Turn} 

而 在 顽 节 中 代 和 从 后 一 部 分 联结 沈 固 定 的 隐 灶 了 …， 五。 


定理 已 沟 瑟 明 。 
6， 座 给 予 打 企 正 则 殊 东 
是 (2 的 一 多 有 人 的 fr tm — NFB, 2) (91) 


坑 光 走 任 何 + 二 0 都 有 
本 fr 。 2 .A 上 下 岂 3 T) 
Blr, ry 3 Bix, 和 ° 


潍 末 显然 有 
本 
maxu( 全 Ts 7 到 :IA 六 (全 Ey Loy "re, To 
(p=1, 2 9) 。 
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珍 如 训 加 1 村 应 的 特 微 数 ， 
我 们 就 有 : 


Np hs (P=1, 2 Do 
汪 梯 一 座 , 我 们 已 经 鲜明 
定理 基 ， 如 果 和 给予 各 有 特 徽 散 为 二 各 下 … 二 和 生生 Ns hg ee 
， 有 的 两 个 正 芭 型 东 ACz， £) —AB(l, z) 与 丰 fo, 办 -下 (za oz) , 那 
末 由 屋 能 湖 合 的 天 作 


Alz, 2) A : 
Ble) ~ Bs wy (92) 


弦 
环 


A 《二 二， 2 93) 
讨论 在 不 等 式 (92 中 Bx, 2) 三 Bz, 2) 的 特殊 情形 。 在 此 有 时差 
4 人 一 4(z， 全 是 一 个 非 儿 一 坎 型 , 故 可 表 需 无 关 的 正平 方 和 : 
人 (人 c, ot) —Ale, 加 二 人 LEi(O]?。 
那 示 在 安 毅 ” 侦 无 关联 车 
1m =0, Em) =0, pp (2 一 站 
知 ,型 4(x, 避 ) 身 4(x, wr} 重合 而 型 束 dm， x 一 AB(z,w) 租 4 (xz, x) 一 
一 Ble, 有 相同 的 特 微 数 
MM 
凌 用 定理 14 樵 每 一 个 型 束 4(z, 8) 一 %B (zx, 人) 明了 (人 一 
一 Bz ,XT) ,我 们 有 : 
hh P=1, 2 Nn) 
合 们 各 一 不 等 式 奥 不 等 式 (93) ;得 到 了 次 之 定理 : 
定 浊 16， 各 果 各 于 和 rn 后 机 所 < 得 雨 个 正 划 型 


-一 


束 4(e， 人 一? 四 一 AB(L, +) 盟 了 (zy 4) 一 ABC AB(z, 2 的 特 徽 数 ,其 中 
Ge, 0) =ACr, ©) + LX 1, 
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而 互 (0 人 一 23. 7) 篇 禾 盎 的 粮 性 型 , 那 洒 就 有 不 等 式 人 @ 
NAN P=1, 9, NY) (94). 
全 相 闫 慌 的 可 以 稚 明 
定理 17. 如 时 1 届 加 志和 a 及 所 ”” 二 9 篇 正则 型 束 
4(2, 0) 一 AB(z, 2) 与 4(z, 2) 一 A(z, 2) 的 特 微 数 ,其 中 型 B(x, zo) 乱 
由 Bw 有) 加 上 ”个 正平 方 所 得 出 的 , 屠 术 就 有 不 等 式 鲜 
和 p12, C95) 
鞍 ”在 完 理 1 或 17 中 可 入 车 定 ， 多 於 某 一 个 PP 有 %, << 过 
< ， 刘 时 复明 是 的 朵 7 二 0 昌 。 


$8. 有 %* 个 自由 度 的 微 振动 条 统 


上 两 包 的 车 采 在 及 全 自由 度 的 力学 系 义 的 微 振 惑 理 葵 中 有 重要 
的 麻 用 。 

时 论 接 近 愉 他 的 稳定 不 稀 位 和 ， 有 "个 自 册 度 的 不 多 力学 条 萄 的 
自由 振动 。 避 一 条 六 半 入 衡 位 置 的 偏 鞍 是 用 无 天 的 广义 坐标 gi, gs， 
人 来 和 葵 出 的 。 而 用 他 的 平衡 位 置 对 订 基 得 些 稚 标的 雾 值 : g1 一 0 
4 一 0 gn 一 0 。 屠 末 洒 统 的 动能 表 需 广义 速度 页, 4,…, 9 的 二 次 
4 


时 一 brs a" gn} gr os 8 


控 照 人 1 22 2 的 天 数 的 区 打 来 诽 末 于 《0 ， Far &o 的 休 数 ， 
Di Cd dey 他 = 人 ES=1, 9..., ny 
多 是 (由 礁 拓 ， 9 和 很 微 小 的 贪 蔗 ) 开 保持 常数 项 各 ,我们 有 : 


+ 


= .之 7 (Den = Brij $$ £:=1, 号 no 


+ 1 


还 些 不 等 式 的 策 二 部 好 菩 在 ?sm 一 + 味 妈 有意 芒 。 
浇 些 不 等 式 的 第 一 部 牙 衣 在 p> 蛙 姑 有 志 闵 。 
登 考 [1 ;7 一 380 不 。 
点 村 是 表示 猎 时 尚 的 于 孜 。 


ceee| 
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套 能 常 是 正 的 旦 走光 英吉 速 度 包 = 和 =… 一 9, 一 0 她 名 篇 零 。 故 
型 如 basis 是 屋 正 的 。 
系 竺 的 位 刘 是 坐标 的 丽 数 : (gn , gr， …, gw。 毫 不 损失 其 一 般 
- 往 , 可 上 收取 lo= 00, 0, "9 0) = 人， 那 未 按照 他 7 oy 全 的 亦 歼 的 
.次序 求 烈 分 位 能 ,我 自得 出 : 
apt DB agget 
因 管 在 焉 衡 位 置 , 位 能 常 有 辕 定 的 值 ,所 以 
_f9Hy i 
qi = 全 =0 (= 2, n), 
-有 葱 避 持 Fi OF Ty On 的 二 资 项, 我们 有 : 
= 2 angig (gig = Cpi? C, =1， 2， “Ne 


过 榜 一 求 ,位 能 避 熏 副 能 了 定 出 了 雨 栏 二 或 型 ， 


= ung | == ST nd (98) 
,而且 第 一 个 型 是 司 正 的 。 
现在 闹 运 劲 的 微分 方程 需 拉 档 病 日 二 报 方 程 的 形式 八 : 
4 o_o __on 二 1， 2 No C97) 


ot Doi A 已 9 
代 工 生 互 避 其 表示 式 (96) ,我 们 得 出 : 
hd Donge=0 (F=1, 2 7n), (98) 
诺 计 论 中 引进 实 革 称 短 陆 
A 二 howlhi 与 B= 513 
与 列 短 随 站 一 (13 Har *"*s ny ,我们 可 以 把 污 程 组 97) 窟 篇 有 深 之 乔 孟 的 
形 压 : 


六 准 才 ,例如 , 格 : 殉 ' 蕊 斯 洛 夫 ,理论 力 译 ! 俄 交 ) ,$191。 


3 站 短 际 访 


Bo 十 dr=0。 【98 候 
把 方程 租 498 的 解 高 成 宰 利 | 探 囊 
qi = V1 SnCpto), go va Sin(C 人 十 oo n= Vn SinNn(CpE+a), 
其 短 陈 的 语法 篇: 
Fv nCti+a) 99 1 
此 虚 "一 《ol ga 9 和夫 常 数 的 振幅 列 人 向量 六 ,2 篇 振 喜 类 潍 而 a 
需 拔 喜 的 原 妈 位 由 。 
在 498 ) 中 代 ?了 上 必 其 表示 式 (99) 在 昔 法 Sn 下 十 四 鳃 ,我 们 得 出 : 
0 一 
但 基 浊 个 方程 奥 方 程 i49) 症 一 赚 的 。 故 所 求 的 振幅 癌 量 是 型 束 dx， 
2 一 AZ 区) 的 主 向量 ;而 频率 平方 * 二 ?是 其 基 麻 的 特征 里，。 
我 们 六 位 能 加 .上 彬 充 的 限制 , 寄 要 使 而 区 上 卫 Cgi， 品 ，…, 2) 在 和 平衡 
位 项 有 其 格 的 三 小 全 。 
邓 末 根 毛 过 第 - 狄 力 构 如 定理 昌 系 统 的 再 衡 位 置 是 稚 定 的 ,只 一 姜 
面 ,我 们 所 答 的 假 纹 说 明 二 次 型 刀 = 449, 9) 炙 是 恒 正 的 。 
良 据 定理 5, 正如 型 东 4(x, 一 MBCz, 为 有 2 个 实 特 徽 数 入 ， 
Nn" ， hs 答 六 应 座 省 些 骨 的 名 个 主 向 量 如 ,vv Vey > 
2 ] 他 倍 遂 合 人 条件 


Btwv', ve) 一 DY Bosvivivos = (2, k=1, 2， | ny {100) 
LD= 


从 型 da, zj) 的 恒 正 性 , 知 型 束 tz, 2) 一 AB(z， 功 的 所 有 特 微 数 


都 是 正 的 外 : 

hr>0 (kl 2, no 
沽 未 有 部 侦 产 和 振动 四 
基 即 诈 得 住 下 人知 位 置 时 , 值 如 小 扒 酌 数 在 平衡 位 置 事 近 的 所 有 其 所 什 。 
签 者 楼 " 殉 : 芯 斯 滞 直 , 理 访 力学 ， $310 ， 
二 可 以 答 具 示 式 (63) 来 得 出 。 
凤 证 奈 关 位相 crt 上 k=1，2; 是 任 启 浴 数 。 


记 时 昭 .- 时 一 
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vrgin Cpt a) Cpt—=Ney B=1, 3, , 1) C101) 
存在 ,其 振幅 向 重 证 = CVip， Vopy， Vng》 0 二， 3,… 适合 “清正 变 
性 " 休 件 4100)。 
由 於 方 程 (98") 是 穆 性 的 , 任意 的 振动 可 以 由 轴 币 调和 振动 (101) 
求 得 出: 
gq > A sin Cpat + ay) wr, (10%) 
其 中 4 or 全 二 1 2，…, 9) 是 任意 常数。 事实 上 , 测 座 巡 些 常数 的 性 
何 值 ,表示 式 4102) 都 是 方程 人 987) 的 解 。 另 一 方面 ,可 以 使 任意 常数 通 
合 任 何 原 好 休 件 : 
g liso= go 8 io 一 加。 


事实 上 ,由 (102) 我 们 得 出 : 
fo = > sin Cd, qo = Dl prAs [| Uv a (108) 


因 和 仿生 烈 人 ,他 ,… wr 永 迹 稼 性 无 关 , 故 由 等 式 (103) 可 唯一 的 确定 弯 
值 4Ai sin cs 中 pdx co05 or 二 1 23， -py nn)， 因而 定 出 性 次 常 数 .4, 奥 
on CE=1, 号 
微分 方程 粗 (98) 的 解 (109 可 以 更 许 课 的 窟 篇 : 
= 2 4 sin (Put + op) Vo o (104) 
我 个 注意 ,可 多 从 定理 9 出 发 来 得 出 相同 的 翁 式 (102) 将 (10 和 4 。 
事实 上 , 言 葵 算 阵 需 三 一 | oz 人 的 攀 数 的 满 秩 克 换 ,他 能 同时 化 青 dx， 
2 与 B(z, 2) 乱 标准 形状 (637。 命 
gi= vabs 1, 2 ny C108) 
或 闵 篇 篇 
& 一 FF [0= 01, ay, Oo)] (106) 
且 注 意 g= 了 06, 我 们 得 出 : 
HAlg, DD = TB DE (107) 
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使 得 位 能 温 惑 能 起 篇 C107) 的 形状 的 坐标 0， Ds,， "ys 中 称 需 主 坐 


应 用 二 表 拉 格 苦 日 万 程 493)， 代 喜 诡 人 以 其 表示 式 (107)。 我们 
得 出 : 
区 十 和 一 0 (R=1, 3) 。 (108) 
国 篇 型 4(9, 外 是 恒 正 的 , 放 获 因 , 加 ;…; 略 都 是 正 的 ,因而 可 以 类 短 
次 之 形状 


Ai= CPO0; F=1, 有 Wo i109) 
由 (108) 奥 (109) 我 们 得 出 : 
B= A, Min (nit + oy) (下 一 二， 号 no 110) 


妈 内 的 如 些 表 示 式 代 进 等 让 (105), 我 们 仍然 得 出 0D 式 , 因而 
得 出 (103) 式 。 在 丙种 推理 藤 于 ,人 oa, 二 1 3,…, 们 荐 相同 的 , 因 
和 芒 根 树 定 涅 9, {106) 中 短 阵 六 ==]vwj? 是 正 荐 型 束 4ACz, 2) 一 AB (x, 2 
的 主 短 阵 。 

还 要 注意 定理 至 与 1 的 力学 解释 。 

调 盘 力学 季 前 押 答 出 的 闫 率 pp ,po，…， Pp, 的 序数 , 使 其 不 党 一 个 
下 话 的 序列 ; 

Op Ep 6 
但 们 篇 型 东 4(2, 9) 一 AB(s, 鸭 的 于 谭 特 党 数 和 一 2e( 用 一 工 ， 马 ,* . n) 
的 位 置 所 确定 : 
和 

谢 所 予 系 统 安 置 伍 狂 天 的 有 限 静 止 稀 千 9 。 因 篇 仿 闫 qi, qo、 
… da 都 作 篇 很 小 的 值 , 所 以 注 些 联 震 可 以 禹 篇 9 0 加， …， 95 的 区 性 
关公 : 

(9 =0, L(g) =0,., Ll) ~0。 


妖 ”有限 评 下 了 峰 稿 避 态 程 (qh， 2 0 所 家 有 ,其 让 9 
禄 的 蔡 一 需 数 。 
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在 安 填 联 精 之 钱 , 我 们 的 系统 窗 有 n 一 六 个 自由 度 。 训 一 又 统 的 病 


率 
PSP 


办 在 安置 联 灶 五, Lay, 于 型 来 3 人) 一 B(x, 2) 鸭 特 微 数 
入 之 间 有 关 保 式 避 二 P= 了 2， …, 9 一 怖 存 在 。 故 
由 定理 14 窒 接 得 出 : . 
pa (j=1, 2,.…, nh), 

逮 楼 一 来 , 在 安置 个 联结 时 , 杀 统 的 频率 珑 有 可 能 增加 ,但 此 时 
第 了 个 值 好 不 能 超过 前 面 第 ;十 侗 频 率 py; 。 

完全 类 似 的 根据 定理 15 可 以 断定 ,在 滑 强 系 航 的 强度 时 , 亦 印 增 
加 关 礁 位 衣 的 型 4(g, 9) [下 机 型 kg g)] 旱 ， 频 此 芯 有 可 能 增加 ,页 
在 卉 强 系 蒋 的 慎 性 时 , 亦 序 在 填 加 天 从 动能 的 型 B(d, 9) [不 变型 4(9， 
们 ] 时 ,类 率 蔽 有 可 能 减少 。 

定理 16 与 17 对 示 种 情 沈 引进 更 加 四 微 的 因 充 @@。 


$9， 安 密 连 型 8 


各 一 章 中 四 荆 一 7 内 导 座 二 次 末 所 建立 的 所 有 娃 果 ,都 可 以 炉 移 到 
安 密 迷 型 上 去 。 
写 人 性 全 先 窗 送 型 是 指 圳 深 式 
H(s, 2) = 有 Rams Chw—=hn; ¢, FE=1, 3 《IT 


Err Mr 


Hr, PD PD My; (1192) 


徊 ” 鸯 认 育 % 合 自由 度 弹性 扰动 条 综 的 铺 动 性 觉 的 禾 述 ,从 者 可 伙 己 [77, 第 三 章 中 拒 
到 。 

人 ”在 上 和 节 中 毛衣 的 数 与 缮 数 部 是 实数 。 在 道 一 获 中 所 有 的 吉 玫 是 袜 数 条 六 纤 数 都 取 
福 娄 和 值 。 

鲁 ”多 考 第 刀 介 ,$2。 
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比 时 有 : 
Hy, 2) = Hl, ; (113) 
特别 的 有 : 
Hls, HD = Hy, 2} (1183") 
亦 朗 型 五 (x, 7?) 攻 能 取 实 数值。 
安 密 巡 章 的 傈 数 答 阵 豆 = ,各 全 是 一 个 安 审 过 算 峻 ,， 亦 即 
HB*=HO., 
麻 用 黎 障 互 = [hi 可 以 表 了 Cz, 纺 [特别 的 , 表 (2, 2] 篇 三 个 


知 律 ( 行 短 陈 , 碍 便 僵 烈 短 全 ?的 委 随 : 
Hls, WW=THy, H(z, 2) =2' Hr® (114) 
如 时 1 
cou, y= Pl dev’, (15) 


其 中 卉 ， V* 其 列 和 矩阵 ， Cy tr 篇 鲁 芽 (Gi=1， 3 站 一 工 ， 了 人 ， 
那 末 


Hrs, N= > > cds Ht, wv (118) 
关 炎 其 1 Fay yy Th 到 牺 往 奴 换 
w= Bit 从 一 二 9, ,ny (117) 
或 高 篇 矩 陆 形 装 
光一 了 《一 | 人 全。 117") 
械 构 挤 富安 千 喀 济 玉 (x, 避 北 坊 


克昌 = Tint, 
其 中 新 傈 数 短 阵 生 =%,|! 粤 药 导数 矩阵 站 = [hw 有 8 间 有 关 傈 式 
序 = 到 玖 克 。 (118) 
如 ”时政 * 潜 示 由 原 起 陈 是 置 向 ,再 搞 所 有 的 元 索 侣 其 黎 兴 屯 所 得 出 的 起 阵 ( 五 *= 过 )。 


总 此 上 不 T= (rs ny Tn = 《ci Ts, r+ ny] ， Y= (1 Er Ye + 二 {级 ， Ye, 
pp ys 符 品 # ”表示 围 置 的 瘟 思 。 
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和 址 可 以 直接 在 (C114 的 第 二 式 中 代 zz 以 人 了 TE 来 苯 明 。 
如 果 命 了 一 矿 , 那 末 (19) 式 温 可 坟 篇 般 : 
=W*BWw, (119) 
如 泉 炙 撞 (117) 县 满 秩 的 (| 证 1 天 0) , 那 末 由 (118) 式 知 矩 随 五 与 斑 
等 秩 。 短 阵 及 的 秩 称 篇 型 吾 (2， 人 的 秩 。 
行列 式 | 互 | 称 需 安 密 过 型 鼠 (o 2) 的 币 别 式 。 由 (I18) 知 在 转移 到 
新 罗 数 时 特别 式 的 交换 公式 禹 : 
| 豆 | = | 如 由 玫 川 更 | 。 
魏 密 迷 型 稀 坊 隆 秩 的 ,如 果 他 的 刊 别 式 等 从 零 。 题 然 , 降 秩 的 型 破 
性 何 楼 换 (117) 匡 ,仍然 是 隆 秩 的 。 
竹 密 囊 型 豆 (z， 急 可 名 有 无 宇多 种 万 法 使 其 化 坑 
五 (ze, 四 一 > 心 总 下 (120) 
其 中 4 天 0 =1 ,2,…,) 7 站 乱 实 数 , 而 
bg > ou (=1, 2, 人 


需 业 数 mi 2 2 的 扰 天 的 被 笑 性 型 9。 
(120) 的 右 凶 称 篇 无 天 的 东方 和 卓 , 而 溃 个 和 中 每 一 项 是 正 的 或 入 
的 平方 , 央视 >0 或 a1<0 而 定 。 有 和 如 二 次 型 ，(120) 中 数 7? 等 秦 型 
五 (w, 他 的 秩 。 
| 
五 (办 = 习 o 


时 ,其 正平 方 的 个 数 奥 负 琅 方 的 个 散 与 表册 的 方法 天 天 。 
其 二 明和 与 定理 工 (本 章 8 劝 的 媳 明 至 相关 似 。 


大 故 有 fsHo 
和 ” 利 颁 韦 蛮 是 笨 襟 来 的 , 固 篇 演 积 于 :1 区 让 异 工 的 平 存 【ETi 有 一 | 了 3。 
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(120) 中 正平 方 的 个 数 : 与 色 玉 方 的 个 数 ; 的 差 o。 称 租 安 密 迷 型 
五 (z, 的 答 丑 类 : cy 。 
化 二 次 型 坊 平 方 和 的 拉 烙 兰 朋 方法 可 以 用 座 安 密 巡 型 , 械 是 在 此 
磺 $ 3 中 肥 式 (1 站 与 (16) 应 党 换 知 公式 介 
Hw, De-| Thais| + HC, oD), (121) 


H(ys, ¢) | (hurt Pe) os | 


-各 )m | {+H @)o (122) 


现在 来 半 ” 秩 安 密 达 型 卫 (w, x) = 识 hzizr 建立 耶 可 比 到 式 。 


下 除 有 如 二 次 型 的 情形 ,我 们 慨 识 
1 9...8 
Dp.=H( » .0 (Fh=1, 2 +, (198) 
有 了 人 址 些 不 等 式 , 就 可 利用 第 二 章 , 84 中 关 林 表 任 一 上 方 了 篇 三 格 
和 矩 陈 -一 一 低 三 角形 了 六 角形 口 与 高 三 角形 一 一 的 羔 积 的 定理 2。 


应 用 迁 一 定理 左 短 叶 鼠 = 上 x], 得 : 


H=PID, 了 + 0 oz, (124) 
上 交 不 所 一 | frals, L= | 其 中 
" E—1l1 3 
fe™ 六 al ,下 一 了 2 
: 而 一 了 
Ww 一 闻 - 卫 HG ~ . 125) 
2 
(I +1， ‘1 pi, 2 ), 
fis—im= 0 CC 4 =1, 2， ty No (126) 


国 篇 吾 =1]hxli 基 一 个 次 密 迷 短 耳 ,所 忆 和 从 各 旦 等 式 得 出 : 
和 在 hgg 寺 0 蛙 用 和 231) 式 , 而 在 hj 二 hy 二 0, 姐 有 hg 于 0 时 则 用 (123) 式 。 
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因 需 在 短 障 二 的 全 我 一 人 刚 涉 的 元 负 短 了 工 的 徐 n 一 + 行 中 的 
元 玉 是 可 以 任意 渤 取 的 日, 故 可 导 取 得 些 元 素 , 使 得 ( 1) 天 保 式 (127) 
洲 苍 任何 ,都 能 送 合 
Fr—im GE=1, 2,.*, 1) 
婴 (2)|F|= |L|*0。 源 末 


FL*, (128) 
而 二 24) 式 取 次 之 形 国 
如 = 于 | 人 7 0,，.…， ofz。 (199) 
命 
T=|tli=5, (180) 
我 们 把 (129) 式 帘 篇 : 
HT'iD,, 杂 ,…, 下 0 0) 王 《| 有 | 去 D。 dH) 
比较 二 个 式 子 蛋 公式 (1183) 广 朋 了 , 安 密 北 型 
St (Do=l) (132) 
去 权 数 的 粮 搞 


Ei = 六 tum =1, 3, n) 
馈 化 篇 蚤 五 (zx, 2»), 亦 郎 耶 哥 比 候 式 
五 (的 ) 一 > DX (Do=1) (133) 


能 者 成 立 , 基 中 
龙 % 一 wh "Pride :1 7， 84) 


0 港 此 元 素 实 蒜 上 是 继 入 趟 (124) 的 十 切 得 出 来 的 , 因 管 在 万 的 重 n 一 ;个 尖 角 迷 上 
的 元 素 笑 基 等 。 


1 2 3 
tw BA 2...6—1 ;) 
CF 一 记 十 1 人) 遍 一 1 和 9， (185) 
入 性 弄 下 1 ， 下 。,… ,不 :是 租 关 的 , 因 沪 型 不 ; 含有 六 数 wi 而 以 秘 
请 型 下 p41 …， 尼 ; 都 不合 ze 。 
替代 于 1， 三 so， 了 ,我 从 引进 入 性 艇 天 型 


Fr= Dip (k=1, 2,.., 7) {188) 
我 全 可 以 帘 耶 可 比 翁 式 (133) 篇 次 之 形状 
‘FF 
H's, 2) 一 | DD 六- (Do= 1) 9 C187) 


对 应 大 耶 可 比 到 式 (137) , 知 在 型 瑟 (z, 4s) 的 表示 式 中 , 角 平 方 的 
个 数 等 人 序列 1，D,，D。，,…, 刀 中 的 区 号 数 
v=V (1, Di, Da, -…, D,) 
因而 安 密 迷 型 万 (4, 2) 的 符号 差 是 党 次 式 所 决定 的 : 
r=7—2F (1, Di, Do, -, Dr)o C138) 
现在 我 全 可 以 述 及 关 氏 特殊 情形 的 那些 十 释 , 罗 驮 一 志 理 所 绪 的 
结果 (8 3) ,都 自动 转移 到 安 密 过 型 上 。 
定 闵 5， 安 密 迷 型 也 (2, 一半 wwii 称 怖 非 负 的 ( 非 正 的 )， 
如 果 习 锥 多数 的 任何 值 ,都 有 
HCl, D0 (CEO), 
定 区 6、 溉 密 建 型 万 (2, 4+) 一 习 hws 秋 需 优 正 的 ( 恒 负 的 )， 
如 果 渡 於 尾 何不 全 等 巩 霉 的 愁苦 3 x%2，… zs， 都 有 
再 (2 20 〔《<D)。 
定理 坦 、 堪 了 使 得 安 蜜 迷 型 万 (2 区 一 ina 各 屋 正 ; 充分 必 
要 的 ,是 次 王 不 等 式 全 能 适合 
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1 3-..… 记 

D-H 2...8 

定理 20。 需 了 使 得 魏 密 速 型 及 (ow; 四 二 i joiis 莫 急 ;充分 必 
要 的 ,是 知 阶 且 = hl 的 所 有 法子 式 部 是 非 名 的 : 


)>0 (hl1, 2,..., nN), (139) 


所 ; js .…， ;) >0 

1 (140) 
定理 19 与 20 的 欧 旧 与 六 从 二 次 型 定理 3 寅 4 的 医 朋 全 相 类 似 。 
安 密 巡 型 互 (z, 区 的 恒 色 性 与 非 正 性 杀 件 可 和 从 人 条件 (189) 窒 (140) 

相 要 麻 的 求 得 出 ,如 时 用 德 一 条件 藤 型 一 了 H(z, 四) 。 

从 第 九 章 ;10 的 定理 避 得 出 天 从 化 实 关 这 型 到 主 宙 上 去 的 定理 。 
害 迎 中。 常 可 用 爸 数 的 一 炙 换 
| w=UE (UB (141) 


把 法 窗 居 型 CC， 一 2) 一 之 kumizr 作乱 标准 形式 


Le 


ACE, © = Pts; (149) 
其 中 和, 各,…; 和 hn 需 短 阵 忆 = hw 的 特 向 数 。 
定理 21 的 和 简 性 可 从 次 式 推 得 : 
HBH=UIMAU -1= TI, (UT'= 玉 :一 全 )。 (148) 
训 雁 予 南 眉 安 密 过 型 


Ho, 0) = PD hiems G90) = gunnis, 
计 洽 安 密 过 型 束 吾 (z, 2) 一 MG(z, 四 (人 壤 实 淮 数 ) 。 过 个 型 束 称 直 
正 阳 的 ;如 时 型 余人 9， 2 是 恒 正 的 。 用 安 密 过 组 陈 五 = 12 机 他 一 


|gw 上 下 我 们 建立 方程 
[HG|=0。 


迁 个 方 稚 稳 篇 安 密 巡 型 束 的 特征 三 程 。 油 个 方程 的 积 称 篇 型 束 的 
特 答 数 。 


Bt: 婚 降 芥 


和 如果 各 是 型 东 的 时 徽 散 , 那 末 有 列 名 一 (gy, A 2 0 存在 , 住 


得 

H2~= No, 
列 z 将 称 乱 对 般 应 特 徽 数 je 的 型 束 及 (@; 办 一 XG (w, 2) 的 主 列 或 主 向 
基 。 


我 个 有 

定理 22， 正 则 妆 密 史 型 东 瑟 他 人 一 AQ(L， 区 的 特 铂 方程 育 元 
"个 里 根 为 , 2，…; 加。 有 % 个 对 应 稚 注 些 根 的 主 向 量 代 ,2 92 so 
适合 “法 正 变性 " 休 件 : 

Ga 2) 一 Cr =1, 2 1)o 

他 的 辟 明 完全 疆 定 理 8 的 证 朋 类 仆 。 

正 岂 二 次 型 东 特 徽 散 的 所 有 榴 端 性 质 独 饼 安 密 巡 再 仍然 有 效 。 

定理 和 0 一 17 仍然 有 效 , 如果 在 得 些 定理 中 把 所 有 的 名 词 “二 座 型 ” 
都 换 息 “ 安 密 过 型 ”。 定 理 的 趣 朋 优 何 改 继 。 


$ 10， 甘 锯 巡 夫 弄 
访 栓 予 的 序列 sy sy as 。 用 省 些 籼 建 立 % 个 燥 英 的 二 次 型 ; 
Ble, OD) = DH arn (144) 


称 二 次 型 (144) 篇 长 凯 速 夫 型 。 与 他 光 赔 的 汉 称 短 障 S|s54|5 
丈 硕 需 甘 凯 速 夫 短 阵 。 鞍 俏 短 阵 的 形状 篇 : 


Br 名 1 ET 和 全 1 
g 让 Bn 
8 :i Bn41 


EE 


S41 Bn 36TT “321 一人 
忆 D, Ds, 机 Dh, 虎 次 记 答 凌 S 左上 和 角 许 主子 式 : 
一 grp 四 (P=1, 3 
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在 本 世 中 我 们 推出 天 基 实 甘 岂 束 关 弄 的 秩 与 符号 郑 的 纪 枕 别 浊 


主要 千 果 9。 
首先 杂 明 雨 屈 引 。 
引 I， 如 在 革 凯 速 夫 短 了 六 二 srz15 中 前 名 行凶 性 无 关 , 而 前 


h+1 行 粮 性 相关 ， 那 末 
站 DO。 


尽 明 丹 让 ， Ts, ~ I, Pht 记 和 矩 随访 的 前 二 1 行 。 由 和 定理 掀 
休 件 , 行 ;了 ，…; 了 入 性 无 关 , 而 行 yt 可 宁 站 些 行 狗 性 和 裘 出 : 
Tar1 -之 pe 


束 
有 
8 Pp sa 《3 一 无 ， 页 十 王 ， hn—1), CI46) 
1 二] 


写 出 由 给 际 访 的 前 闵行 也 ， fsy "yy 站 所 神 成 的 短 阵 : 
Bo 81 2 8 1 


$1 Ba Bo 8 ' (146) 


Bi~1 Bn Bhrli”"Shin 2 | 
和 逮 咎 拓 阵 的 秩 等 谎 及 。 男 一 太 面 ,由 (145) 知 道 浊 情 答 隘 的 枉 一 移 都 可 
经 其 前 面 和 的 拥 戏 糠 性 趁 出。 故人 答 陈 的 尾 一 到 都 可 区 最 党 的 £ 刘 粮 性 
表 出 。 但 因 甜 阵 (146) 的 秩 等 蕉 上 短 障 (146) 的 最 前 面 的 及 个 刘 应 党 


狐 许 无 天 , 亦 即 
DO, 


我 们 的 引 已 经 奸 朋 。 
引 3 如 果 习 於 短 阵 8 二 |smzsj3-! 有 某 一 个 (万 必 不 在 使 得 
D0 Di=… = D,=0, dd 


8 全 


力 ” 当 考 [135 门 。 
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St 二 人 1 
十 庆 十 : 
= 一 -二 4 
全 s(L 1 D, Ds go 
.不 


8 
二 0, 了 一 一 11， 
那 末 短 别针 二 1ta]37 一 亦 是 一 个 十 包 迹 夫 知 永 目 位 并 其 第 二 半角 掉 左 
上 方 的 所 有 元 滞 允 移 热 改 ， 亚 即 有 湿 模 的 仇 刀 s.3，………; 的- 在 在 ， 
使 得 
tx 0 一 0 
体 明 ”在 庄 愉 中 引进 知 阵 
了 一 | 一) 
济 於 各 种 本 法 有 了 一 宫 -> 。 

我 们 孝 , 甜 阵 了 , (p= 二 1, 2 1 一 局 中 任何 一 个 都 是 甘 明 连 天 甜 
阵 而 且 管 Pp 一 3 时 ,在 他 们 带 面 肌 一 0 。 济 2 取 归 学 吕 东 波 来 
吉明 。 

当代 和 烧 阵 了 3 我 们 的 静 断 是 草 常 明星 的 ,对 然 甜 障 To 环 显 然 成 立 ， 
因 党 


t t 
-| 下 由 | 如 :一 由 0 《由 崔 有 的 儿媳 性 ) 盟 to 一 -人 


to ta 


假设 我 们 的 论断 洲 於 答 限 T,(p<n 一 各 是 跨 骨 的 ,来 苯 明 他 渐 央 
旺 陈 了 ra 一 ils 下 能 底 卫 。 由 恨 设 知 有 总 样 的 册 p_i tp, ”” tsp—s 在 
在 ,使 得 如 一 … 一 高- 一 0 


工 一 心 


心 


了 一 和 全。 


了 王 蛙 
| 了 | = 名 -16 (149) 


我 们 求 得 : 


‘150) 


Tl = 


量 
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比较 (149) 熏 C150) ,我 们 得 出 : 
-1 二 0。 C151) 
再 潮 由 (148) ,有 : 
十 


Dh : (152) 


1 
由 二 一 84 十 一 二 一 
D, SpE+ 克 1 ” 


Bp+t"" "BoAr1 0 
根据 上 引 , 从 (147) 知 算 了 = |arrl87! 的 第 + 个 行 篇 其 前 包 
行 的 桩 性 组 合 : 
#8, 一 Fates Cg=, 久 二 1 二 n 一 1)。 (158) 
设 DE 一 1。 此 竺 在 数 i 县 丰 中 至少 有 一 个 小 黄 D。 
凌 不 损失 其 一 般 性 , 可 取 了 <p。 那 末 , 利用 (153) 在 位 岭 等 式 (152) 右 
第 的 行列 式 中 到 分 其 最 和 馈 一 烈 , 且 再 利用 关 保 (152) ,我 们 有 有: 
Bh 
D : _ 
B24 Eg—I 


he 
Fx = Pantitn 十 这 PD- 
二 


Shr ga 0 
Bor+rirk 十 > aot, zy 一 St (154) 
且 一 


但 由 锋 轴 法 的 根 育 (151) 蚌 成 立 的 且 因 在 (164) 中 i<p, 怕 一 p<p 奥 
i 一 3p 一 2, 所 凡 轴 sp 一 tyk-go。 因此; 党 十 和 之 jp 时 ,所 有 的 
tx 一 0, 而 营 DP 所 6 十 A 志 2p 一 1 时 ,由 航 (164 知 秆 而 ;和 突 暖 .+ 有 了 天。 

起 棕 一 求 , 了 si 是 一 个 甘 山 连 夫 短 阵 甩 在 温 司 类 障 中 位 洪 第 二 半 
角 和 好 左上 法 移 元 素 媚 , 详 ， 加 -全 等 蕉 霉 。 

我 们 的 引 已 克 恕 明 。 

应 用 引 2, 我 们 证 明 次 之 定理 : 

定理 如 ， 如 果 其 凯 回 未 短 陈 8 二 jsszls 有 秩 7? 且 光 南 某 一 个 天 
《< 有 
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#0, Drii=* =D,.=0, 
那 未 由 短 阵 8 的 前 个 行 与 德 7 一 个 行 所 构成 的 般 主 子 式 不 等 识 
老 : 


po-s( 下 一人 十 下 十， 仙 一 站 二 二 二 各 |)z0。 
工 一 入， 名 一 外 十 员 二 二， 的 一 个 十 玉 十 遇 ，…… 阁 
性 明 根据 上 面 的 引 , 短 卫 
Ss {1 HE 
Tie | 证 一 二 (2 FE=0, 了， n—Ah+1) 

8 {1.4) 

基 一 蛋 甘 凯 溃 夫 甜 阵 ,在 共 第 二 对 角 迎 左上 太 的 元 素 全 等 谎 索 。 故 育 
| 五 | 一 区 六 3 总 


另 一 方面 98, |T| = 他 =0。 因 此 , 加 ,si 一 0, 且 短 随 了 有 形状 


短 隘 工 应 党 有 秩 了 一 站 日 。 故 贰 ><n 一 1 时, 在 给 陈 了 中 的 元 素 
和 -4 一 … 一 on- 一 人 县 有 
竹 ” 根 护 行 列 式 的 世人 带 凡 詹 避 恒等式 [本 考 第 一 齐 ， 和 名 让 (28) 


灸 ”由 莅 角 凡 斯 进 情 靠 式 ,类 阵 工 的 历 有 障 汪 7 一声 的 子 式 都 等 盐 过 。 荔 一 方面 , 乱 障 3 
侍 友 上 要 的 的 训 和 于 子 式 不 等 走 零 。 因 上 且 , 短 陆 了 中 有 状 瞻 的 7-4 逆 子 式 不 等 蕉 需 。 
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| 全- 性 
了 rn Cw 
| 0 . :D dh 7 Wl 
但 由 醉 鲜 几 斯 尖 全 等 式 ( 乔 考 第 二 章 , 8 3) 
EE 
DD DT Du 0, 


过 就 是 所 要 八 明 的 千代 。 
诗 答 实 晶 甘 山 如 夫 型 8 人 z, 从 = 习 sxawwr 昌 放 其 秩 等 谎 7。 以 
xy c 各 记 导 惕 型 的 正 玉 方 数 、 负 在 方 数 奥 符 号 蓄 : 
TP=r CT 2y, 
根据 耶 可 比 定理 (本 章 , $ 3) 避 些 数值 可 以 自 计 共 子 式 序 列 
Do=1, Dr, Das i, Ds, D, (557 
的 符号 来 决定 ,其 公式 短 
T=Pi, Dy DD, v=V(, Di,y:…, D), 
og=Pli, Diy, PD, —V(, Di, | 166) 
= —2F{1, 有 DY , 
当 序 列 (155) 中 有 任何 三 个 相 淆 的 项 等 检 夫 时 ,过 些 公式 不 能 廉 用 
( 套 着 8 8) 。 但 是 关於 甘 饥 束 夫 型 , 有 如 勿 劳 别 温 斯 所 泪 明 , 在 一 般 情 
形 者 可 答 子 规则 来 应 用 下 式 (156) : 


呈 
下 一 二 


= 斌 ,aa 思 5 的 值 可 以 惠 0156) 式 来 决定 ;如果 


全 在 上 面 的 引 1, 2 识 定 理 93 中 可 以 到 任意 煞 域 作坊 基 域 , 特 肿 的 ,可 取 所 有 覃 娄 的 
碱 或 所 有 实数 的 域 。 
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(I) 暑 
DO, Dirn==D=0 hr) 《157) 
时 ,在 小 些 肥 式 中 换 了 ;及 Dm, 其 中 
EE 
(ry ， 
二 S0 绵 一 包 十 砚 十 荆 0 
(2 ) 党 任 窟 一 茜 了 中 辣子 式 等 从 过 时 : 
《有 天 D Dirni= Dnrs = = Dro—=0CDirenie 0 (1B8) 
六 从 中 些 圭 子 式 按照 克之 公式 来 潜 取 符 路 : 
符号 Ds 一 (一 1) 和 罕 吴 D;。 (159) 
此 牙科 赚 从 三 (158) 的 值 了 ,六 ,了 一 广 篇 0 
Pp 篇 奇数 | Pp 篇 侈 贞 
Pro = Ds Dariy'*y Dharnt1) 六 十 荆 及 于 了 十 昌 
2 2 
| 一 (160) 
Vas = VD,, Tris ? 了 Wi 2 | P+ 
ip™— Vp | 0 | 8 
e 一 (一 ]D? 答 流 半 寺 二 。 


钥 明 首先 时 脸 D,x0 的 情形 。 此 时 型 8(2, 9) = 立 svrrert 册 
St, 2) 一 sr 不 位 有 相同 的 秩 7? 且 有 相 同 的 符号 关 ce。 如 实 
上 , 琢 8Ce 内 = 加 sa 其 中 所 需 实 要 狂 型 ,而 sa= 十 16= 了 2 
取 sri 一 二 44 一 0。 那 末 型 SCw, )，Z4 各 化 霜 Sz, x) ,和 Gi=1,2， 
0， 而 且 8 Co 允 一 总 i 八 ， 汪 即 SCw, 2%) 与 8(2, wm) 有 相同 侧 数 


从 可 有 肉 用 ( 拘 ) 庶 (80 或 识 吕 卫 ) 的 情形 窗 是 下 时 麻 党 取 P 二 + 一 有 一 而 蔚 蕉 Dnrp+ti 
要 了 和解 和 起 DD 和 守 0 而 下 是 Df 一 0 


寿 一 部 起 ”第 下 音 ”二 区 型 以 安 窗 如 型 B48 


的 正 ( 鱼 ) 扔 天 平方 四 。 进 梯 一 来 , 知 了 是 型 S.C(8, 3) 的 答 牙 六 。 

连续 灵动 大 散 6， s1，，… ,33 全 得 轿 谎 新 奢 数 中， 时， 有 -2 国 ， 
序列 

工 ， Paes, Dr CDi= sg 一 工 ， 3 

中 所 有 的 项 帮 直 等 谎 圭 ,而且 在 变动 过 程 中 (155) 中 不 仿 寺 的 子 式 讼 有 
一 个 曾 粮 坊 圭 多 。 

因 短 在 变 喜 余数 时 站 不 可 更 型 5S.(2, %) 的 秩 ; 所 以 不 鸭 他 的 符号 
差 (大 者 本 章 , 8 所 未 尾 )。 色 此 

可 一 王储 1 DD—V, Di Dn, CIB1) 

如 果 儿 浴 某 一 个 有 D0, 屠 来 符 必 芒 = 符 号 D;。 故 所 有 的 问 
题 都 化 坊 定 出 , 消 应 於 由 =0 的, 温 种 项 DD 的 答 哆 的 构 化 ， 宕 际 上 是 
济 艇 每 一 本 (158) 形 的 项 ,取决 定 

PODs, De ys Dispr) — VD Diriy "sy Dasss Darpri)o 

乱 了 了 渤 巾 月 的 , 命 : : 


页 = 过 Dy, : (CY, k=0,1,+, Pp), 


Bh-1 


证 
根据 引 3, 算 限 了 = x 了 8 是 一 个 甘 遇 连 开 算 障 而 且 其 所 有 位 稚 鲁 
二 灶 角 车 左上 上 矶 的 元 素 都 等 伶 圭 , 亦 郎 粉 陈 全 有 形 锋 


@@” 乏 性 型 怒 , 和,…, 妈 是 浪 性 然 基 的 , 因 般 二 次 型 31(z, 对 一 宫 生 全 有 秩 * (Dr 
0)。 

@ ”在 水 季 中 靶 跨 "不 是 类 示 转 称 到 天 聘 卉 阵 去 的 性 愿 。 

由 进 竹 尝 动 常 可 施行 因 符 在 大衣 50, 和 1，…, sx- 的 侍 间 中 ， 形 各 Di:=0 的 方程 尖 承 
某 一 个 代 戏 趣 曲 面 。 如 果 一 点 蒂 在 某 一 些 过 粮 超 曲面 上 , 那 末 六 可 取 一 个 与 之 要 怎样 硅 近 
恕 怎样 接近 的 站 使 其 在 肖 些 超 曲 而 的 外 远 。 


| “0 如 
P| |, (16%) 

0 

加 EE 3 


己 分 ，， Ps,--- 了 和 有 顺 次 记 竹 备 4 的 子 式 : 
Db,= ihx|d Cg=1, 2,., H+1), 
划算 阵 个 相 下行 的 在 讨论 中 引进 知 阵 


7T* = | 六 |8， 
其 中 
ATE 
作 一 闻 DG 0, 1 p), 
? Boi hi 
+ BE BR B24 ft | 
且 引 和 进 儿 永 的 行列 式 
京 = | 让 | 全 (gq=1, 3，，…，2 十 站。 
根据 行列 式 的 醉 请 凡 斯 透 恒 等 式 
Dire= DD: (gq=1, 3 …, p+1)。 
故 有 


PDs, Dir ys Dirorl) — VDs, -eR 四 ， Darpri) 一 
=PO, Pl, Dr), Pe ,Pn) =6*, 《163) 
其 中 人 ?是 型 2*(z, 2) 一 训 从 zim 的 符号 其 。 
平行 厅 型 了 *(w, 加 ， 计 往 型 
Te, w= DY bpm 风 了 Cv 二 在 (Wo 二) 
甜 阵 了 ** 是 从 纯 隘 了 [万 老 (162)] 中 把 位 怜 第 二 半角 入 左下 方 的 元 案 
全 换 需 雪 来 得 出 的 。 及 人 奥 2o* 怖 名 另 (Ce, 仿 与 了 < Co; 区 的 符号 差 。 


第 一 部 牙 ”第 十 举 一 次 型 洪 安 审 深 型 3405 


因 篇 型 T ”2 的 县 Tr (2 都 是 利 型 了 (xw， ») 肖 樟 水 炙 惑 你 数 使 得 
在 轰动 肖 程 中 型 的 秩 她 赤 保 持 不 多 来得 出 的 
(em 


所 以 型 了 (C2, zw) ，T*(z, 人 科 颈 全 **(%w, ww) 的 符号 匡 应 党 相同 : 


3 Gt6g 
但 是 
re 
tts p= 0), 


而 且 每 一 个 wo 形 的 乘 稚 党 a#B 时 可 以 换 篇 平方 差 ( 科 二 2) 一 
-(23 和 ee)， 因而 得 出 了 “2 对 无 关 实 年 方 和 的 秀和 解 式 , 所 以 
< (2 得 奇数 )， 
兰 击 i185 
" rm 二 《PP 过 偶数 ) 。 0185) 
另 一 方面 ,由 (16 甸 得 
了 | Dg (166) 


从 (163) ,184) ,(165) 开 (166) 得 出 : 
PoeDs,, Dhris***, Dhrpri) 一 了 《Do， Dari, “9 了 hp 一 


(Pp 篇 育 数 )， 
《2 篇 偶数 )， 67) 
其 中 eo 一 (一 ?符号 一 2 
因 篇 
PDs Darss rs Daps) FF OCD, Diseyg'ry Drs41) = 
=p 十 1， (168) 


放 由 (167) 典 (168) 扒 得 末 示 式 (160)。 
现在 设 让 =0 。 那 未 澳 於 某 一 个 < 
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D0 Diri= = D,=0, 


在 此 时 根据 定理 站 有 
lh nrthtl-.-.n 
人 一- 
Sa AT 0 


在 一 欧 理 Se, 4) 一 “soins 中 吉 动 攀 败 的 序数 可 以 把 所 诗 答 


的 情形 化 到 前 面 的 情形 去 。 命 : 


XO To Th 1 Al? Th = op "i'y Pa Tl 
T= "9 Chl 三 ro 
班 里 (gwy 2) 一 ba BTR 6 
答 乱 阵 了 的 千 构 《定理 3 的 广 明 中 所 演出 的 ) 出 发 旦 应 用 和 从 行列 
式 的 蔡 尔 凡 斯 透 恒等式 所 得 出 的 凑 傈 式 
DB, B= (j=1, 3 nD 


我 们 从 序 齐 1, Di, Da, "9 DD 换 一 个 元 素 卫 . 党 Dn 得 出 序列 访 ,， 
有 D, bp 
我 们 究 访 者 验 媳 , 对 不 於 (159) 所 答 出 的 零 行 刘 式 的 符号 窟 法 , 就 


有 公式 (160)。 

定理 已 炮 完 全 奏 明 。 

坟 从 (166) 式 , 知 疾 2 需 背 数 时 [2 篇 车 (158) 中 雾 行列 式 的 侦 
数 ] ,有 : 

符号 二 并 一 (CD, 

特 列 的 , 湛 p=1 时 有 中 ys 二 0 。 此 时 在 计算 Vl, Dy, | DD,) 

竺 可 以 除去 Dn; 因而 得 出 帮 力 讲 费 殿 珊 规则 。 同样 的 , 党 =2 时 ， 
我们 从 (160) 得 出 缴 妆 别 湿 斯 规则 ‘本章, 838 末尾)。 
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第 二 部 分 “特殊 问题 中 谭 用 


第 十 一 章 ” 槛 对 逢 , 区 对 种 与 止 交 抵 了 


在 第 九 章 中 疆 欧 玉里 得 空间 内 称 性 违 算 溯 的 研究 家 车 合 的 已 元 诗 

论 过 宽 痢 黎 , 友 加 得 下 正安 甜 阵 , 亦 序 篇 裕 雍 并 傈 所 礁 定 的 实 方 陈 : 
S's, KR, =O 

CL 路 ' 表示 色 知 际 篇 其 贬 苗 短 绿 )。 已 杷 就 明白 , 在 蚀 匮 域 中 所 有 但 

些 短 孟 都 臣 有 过 性 声 航 因子 日 竺 对 和 这些 算 阵 建立 法 式 , 亦 色 "最 简单 

的 " 实 尖 称 , 有 友 济 稀 虚 平 从 庆 阵 , 实 正 变相 似 蕉 所 讨论 的 类 型 中 任意 短 

障 。 

本 章 得 趾 座 术 六 稳 , 扩 法 称 愉 于 安 算 阵 的 研究 。 要 襄 清 储 , 进 些 短 
瘦 有 怎 悦 的 初 家 因子 已 半 蕉 他 们 来 建 讶 法式， 各 些 法 式 比 起 六 应 的 实 
甜 阵 的 证 式 有 题 著 的 更 复 厅 的 类 档 。 首 先 在 第 一 萄 中: 在 补正 父 , 
和 矩阵 趴 实 淹 称 , 反 当 短 ; 正 变 算 隙 之 沿 , 建 记 一 些 有 趣味 的 鸯 怪 。 

$IT. 并 抢 复 正 殉 矩阵 质 Z- 垂 障 的 一 些 公式 


从 次 引 关 好。 
3 引 1 人 0 如 蘑 生 阵 G 同时 下 安 密 过 奥 正 变 的 5 去 = 二 G1) ， 那 术 


他 可 以 喜 篇 办 之 形 装 
他 -= 了 en， (C1) 


其 中 了 工 和 全 真 多 夭 联 么 知 阵 :ji i K 是 办 Ff 可 易 的 经 反 当 逢 矩阵 ; 
和 首 。[50I( 浪 括号 中 的 孝 字 消 上 省 对 中 学 少 客 的 当 ， 以 下 同 此 ) , 223 一 225 直 。 


395 给 障 防 


7- 7- 7 TRH, Fe=FE=—kK', (C2) 
2， 如 果 袖 完 汉 红 一 便 修 伯 ,4 是 一 候 慨 正 的 安 密 潜 顷 陈 9 ， 头 来 
在 (C10) 式 中 了 一 五 央 于 有 : 


好 一 ec 。 C38) 
C=S4FiT, (4) 
其 中 心 丙 了 和 需 实 算 阵 。 那 卡 
G=S—iT, 名 一 本 十 证 《总 
故 由 等 式 G 一 对 推 得 : 5 一 S', 了 T 一 一 7', 亦 朗 5 是 六 移 短 阵 而 了 是 
一 悟 反光 称 垂 阵 。 
再 者 ,在 复数 等 式 GQ= 吾 中 换 G 与 G 以 其 者 示 式 (4 ) 宕 (5 ) 且 
劳 解 篇 十 个 赛 获 等 式 , 得 出 : 
S++ EB, TS (C6) 


得 喜 面 的 第 一 俩 等 式 癌 明了 问 眶 全 是 可 易 的 。 
根据 第 九 革 GG 15 术 尾 ) 的 定理 12', 可 这 用 同一 实 正 次 扩 换 化 可 
易 的 向 钝 年 陆 有 与 荆 得 玲 对 角形 甜 律 。 故 有 日 


总 一 口 {say 81) Se， go， 1 


(0=0=0"D) 《7) 
| 0 名 0 也 
-ol 9 


| 0 +t 

| ; 0, ,0 On 
| 一 各 | 

《也 衣 都 基 苇 唐 )， 因此 


人 Si 0 | | “站 ， | Mn jt | | So 4 
一 1 9 了 ， —2ta Ss | 一 So 


so C8) 


属 是 归顺 铂 正 起 千 球 独 的 作 载 给 睫 ([ 党 才 秀 十 交 ， 交 9)。 
季 ” 谷 者 第 九 半 (8 18 杰 尾 ) 定 理 12 的 广 。 


第 一 部 分 第 -「 党 窟 基 生 , 友 于 神 虹 下 江 引 康 29 


另 一 方面 , 在 (6 ) 的 第 - - 光 中 换 太 奥 以 其 天 示 式 (7 )， 我 们 得 
出 : 
只 一 从 二 1 名 一 在 二 1， 说 轩 寺 i 30411 一 十 3, ,3 二 士 J。 (9) 


现在 不 几何 朋 , 在 ss 一 ?一 1 时 、 1 | 形 鬼 短 隆 党 可 表 需 形状 
1- 时 :| 
8 ,| 
其 中 Is eh, 一 ShPp， 8 二 和 舍 于 8。 
故 由 (8 ) 届 (9), 我 们 得 出 : 
Got "| 
士 1 ， 二 于 Or-1， (10) 
赤 世 他 一 76， 
其 中 
一 (人 人 士 IT， 士 0 土 1} O07, 
el " 外 .， 和 “| 0, oo UD) 
一 和 0 —w, 0 
且 有 IK=EI, . 
由 (1 了 D 推 得 等 式 (2 )。 


2. 如 采 逢 充 一 个 条件 ,已 知人 是 居 正 安 瞩 过 矩 陋 , 开 末 可 坟 断 定 ， 
牌 障 G8 的 所 有 特 微 数 都 是 下 的 《第 九 章 ,$5 11, 定理 站。 但 由 式 (10) 
知 半 些 特 微 妖 篇 
士 弛 十 6 站， 十 多) 十 0 十 ee 十 594 十 了，…，, 土 1 [此 感 的 符 
号 济 应 误 (10) 式 中 符号 ]。 

故 在 (10) 式 己 (11) 式 中 所 有 有 土 号 的 地 方 都 斌 保持 十 号 。 因 此 ， 

=01, 1 1}0-1=E 
证 就 是 所 要 苯 明 的 苦果。 
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引 已 完 侍 证 朋 。 
机 用 引 可 久生 有 明 误 过 定理 : 
定理 1， 补正 从 矩阵 0 常 可 表 往 次 之 形 装 


0 = Ret, (12) 
R=R=RT!, KK=Ko -kK', (13) 


嫩 明 我 何 假 哉 导 22 式 成 并， 那 表 
O00 =etR' 


故 帮 OD pi BR' Ra ot 。 
是 前 面 竟 引 和 | 厌 求 的 黎 反 著称 年 陆 区 可 由 次 之 等 式 定 出 : 
OO ee, 14) 


因 息 年 障 必 忆 是 正 迹 的 怀 正 才 害 过年 陆 。 和 从 人 已 式 定 出 年 障 挟 忆 征 ， 
我 们 和 从 (以 台式 求 得 屋 : 
R=0e™ , (15) 
那 未 下 * 展 一 上 省 DOx0e- 亚 = 历 ， 
尔 妇 羡 是 一 俩 有- 敌阵。 另 一 太 面 , 由 人 出 知 矩 耳 RR 是 十 个 正 交 短 陈 
的 睫 积 ,让 篇 一 个 正安 短 陆 : R'E= EB ， 二 梯 一 来 , 吾 同时 是 正 迪 禾 阵 
肤 有 -类 阵 , 因 而 是 实 正 变 的 。(18) 世 可 以 写 震 (12) 的 形状 。 
定理 已经 访 明 个 。 
现在 来 建 证 次 之 引 。 
引 3。， 如 果 知 晴 卫 同时 古 一 个 对 得 短 务 与 V- 算 陆 (D=D' 二 攻 -》， 
屠 末 他 党 可 胡乱 次 之 形状 
D=e", (16) 
其 中 大- 个 实 冯 可知 陵 (SS Sa 


mm 


作 公式 (2 ,有 如 介 皂 阵 的 福 分 证 式 [ 萎 隆 苍 纹 趣 主 , $12 前 公 197) 网 (88?], 归 对 
识 河 简单 的 各 节 性 的 广 记 潜 建 亦 已 若 圾 的 重 烘 让 省 征 理 诅 寥 切 畏 训 LiGa] ,292 一 283。 
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D=U+it (UU=U,r=r), (17) 
形 末 D=U—i, Ds=U + ', 
复归 等 式 六 一 关 分 型 篇 所 个 儒 报 等 式 : 
U=U, VV=FrF', 
过 样 一 来 , UU 民 了 都 是 实 萎 移 夭 阵 。 
等 式 门 站 = 下挫 得 : 
DEB, UF=FU, (8 
根据 汪 豆 面 的 第 二 个 公式 知 短 陈 UV 洪 广 是 可 易 的 。 于 之 麻 用 第 
刀 生 (815 末 虽 ?的 定理 1 (和 突 其 就 ) ,我 俩 得 出 : 
下 一 LO 19 
此 谋 % 曙 计 呈 一 了 2,…,79 邦 太 实数。 现在 等 式 人 (199 的 第 一 个 式 子 
和 给 子 : 
里 十 训 二 ]】 (EF 二 1 了 2,… ,No 
故 有 滨 梯 的 质数 ps (=1,2,… ,mm) 存在 ,使 得 
B08 二 Sn gp 1 
在 (19) 中 省 现 线 以 带 些 表示 式 且 应 由 (17) ,我 情 求 得 : 
有 一 人 
其 中 
S=0{p 0 Pn} Os (20) 
由 (C20) 得 出 : A=S=5'。 
| 已 蒂 明 。 
应 用 运 一 全 5|, 我 们 灯 广 明 详 之 定理 : 
四 涅 3，- 短 阵 党 可 表 坊 均 之 形状 


ey 


U ~ Pets， C91) 
其 中 石 是 曝 下 交 短 位, 而 心 及 一 个 实 涩 称 知 陈 ; 
R= Rohk-!, SS (29) 


民明 ” 锻 (21) 式 得 出 : 


8363 要 了 证 足 


Uesi', (28) 
逐 项 本 出 (2 由 与 Q3) ,由 (423232) 撤 和 倍 委 出 ; 
下 
根据 引 2 实 闭 称 斤 陈 汪 可 以 由 芍 之 等 式 定 出 : 
一 cas， 《341 
因 仿 矩阵 U'U 是 一 仙 基 称 5 一 短 际 。 沁 定年 随访 之 德 , 我 们 用 葡 之 等 
式 球 定 出 类 了 五 : 
R=Ue-s, (25) 
那 未 
R'=e-3D", (26) 
国 而 由 (24) ,2 引种 (26) 推 得: 
R'R-=e HU De FH, 
亦 序 总 蚌 一 个 正 交 知 阵 。 
另 一 证 而 , 根据 (35), 五 是 两 个 L- 算 阵 的 于 积 , 故 知 RR 亦 是 一 个 
E- 短 孟 。 因 和 做 总 同时 是 正 绽 矩 际 组 一 短 障 ,所 以 吾 是 一 个 交 年 重 。 
(36) 小 可 以 靖 坊 (21) 的 形状 。 


定理 蕊 水箱 明 。 
$2. 神 矩阵 的 极 分 评 式 
我 们 水 莹 明 次 之 定理 : 
定理 8， 如 上 4 一 | eu ?是 元 业 仍 灸 数 的 请 秩 短 阵 , 那 末 
A=SO (27) 
与 
01， (28) 


其 由 8 与 3: 仿 槛 革 称 短 陆 ,从 0 与 小 仿 独 下 交 扼 随 。 克 县 
BV A = SV Rif(4d), 
其 所 和 ,放生 六 的 名 读 式 。 
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在 分 瞪 式 (27) 中 b (在 分 解 浆 (28) 中 ) 因 子 避 与 OCS 与 CO 彼此 
可 曼 的 充分 必要 休 作 是 算 阶 六 谋生 徙 此 可 易 。 
证 明 帆 枝 建 并 分 解 式 (27) 天 已 是 撞 ， 因 坑 麻 用 深 个 分 解 式 共生 
陋 水 ， 针 沿 转 导 就 得 由 分解 (28)。 
如 果 (27D 式 成 立 , 那 来 
A=SO, A=0-18 
故 有 
.44 一 8 。 (29) 
反之 ; 因 篇 44 是 满 秩 短 阵 《44| 二 |4|: 尘 信 , 所 及 人数 % 确 
定 殿 汪 一 灶 陈 的 影 吏 上 加 , 放 有 进 衬 的 内 插 和 多项式 六 和 存在 ,使 得 
VA =7(44", 《30) 
已 Sr 
记 光 称 年 障 (30) 。 导 未 人 《29 武 成立, 因而 [S| 关 0 。 踢 等 式 人 7) 定 出 短 
际 吕 : 
DO=8-14, 
容易 验 全 这个 延 弹 是 下 这 交 。 二 檬 一 来 ,分 解 式 人 2 门 已 起 特 出 。 
如 果 在 分 解 式 (2 站 中 国学 SS 自已 角 此 可 易 ,于 未 甜 阵 
A=SD 弄 4=0-18 
亦 彼 此 订 努 , 因 息 
Ad=S:, 44=03520, 
反之 ,加 玉 44'=.4A'4，, 于 求 
S20-180, 
亦 即 短 阵 0O 熏 态 =A4' 可 易 。 故 拓 际 局 惧 短 阱 =fC44N 可 易 。 
过 棣 一 米 , 定 狂 已 经 洛 全 证 表 。 
我 们 诡 用 栋 分 解 式 率 疙 明 3 次 之 定理: 


四 导 者 第 湘江 ,$1. 我 调 疏 贡 数 w > 和 在 一 个 军 过 区 域内 的 哩 证 女 吉 ,3 着 一 信 碱 言 
让 后 限 44 的 双 训 特征 地 而 不 合 数 兴 。 
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定型 4， 如 人 两 期 横 间 稳 的 ,或 区 注 机 的 或 正 交 的 知味 可耻 


一 人 4 (31) 
那 末 洲 果 仙 知 陆 是 还 交 相 似 的 , 亦 妈 有 运 杰 的 正 变 短 红 存在 ,使 得 
B=7) (32) 
司 明 ”和 定理 的 条件 知 放 过 拉 的 多 项 皮 90 存在 ,全 得 
=atd), B—ot), (33) 


多 民 对称 铸 陈 汗 个 多 项 式 gC%) 恒 等 愉 入, 而 对 诬 皮 对 秋 短 陈 汪 个 参 项 
式 剧 等 奏 一 如果 二 办 如是 正 灾 姑 了 , 壮 末 700 是 在 年 阵 二 与 罗 
的 稳 影 庙 上 对 民主 的 内 掺 多 项 式 。 

话 用 等 尺 (33), 完 杂 生 第 九 总 中 人 14) 一 居 实 和 矩 陆 的 定理 10 的 组 


本 相关 航 的 ,得 用 所 于 宕 翰 的 宰 切 ， 和 (了 得 出: 
gD gDT 
故 由 (33), 得 出 : B'=7-14T, 
大 些 , 有 B=T"d7"™ , 
此 较 语 性 等 式 芽 (C31) 区 ,容易 求 得 : 
TT A= ATI (34) 


冯 满 秩 矩 耻 过 取 原 分 解 式 
T=-SO SS-FTTD O00, 
尘 短 根据 (3 年 际 了 天 由 了 可 易 ， 所 及 短 耻 S= 了 CPT 亦 殿 4 
可 盘 。 改 在 由 切中 代 了 坊 其 圳 示 蕊 人 0 我们 有 有 : 
B=0-8-14S0 0-140, 
定理 已 沟 芒果 。 


3， 复 对 帮 给 障 的 法 式 


征明 芝 之 定理 ， 
定理 后 丰 各 打下 生 锥 于 的 初级 内 竹 的 被 帮 和 类 陈 存在 @。 
0 天 闪 本 荫 反 及 站 庙 8+ 归 5 的 内 容 ,可 党 状 151], 
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请 及 ” 计 闪 役 知 思 六 ,在 其 第 一 下 对 有 各 [的 元 汪汪 等 谍 了 
而 所 有 其 除 元 来 全 千代 零 。 我 们 来 汪 明 , 有 当 稚 逢 陈 存在 项 秘 阵 万 


相似: 
S=THP-., 0) 
杰 换 入 吊 7 可 和 从 次 之 条件 出 绪 求 求 得 : 
S=THT ?=8' = 


还 个 人 条件 可 窟 需 : 
FH=AH'T, C36) 
其 中 本 需 划 称 短 陋 , 眶 了 有 次 之 等 式 关公 
TT 0, C87) 


回想 一 下 给 了 淖 太 与 玉 = 玉 ' 的 人 性质 《 玫 一身 3，1， 我 们 求 得 插 
梁 方 程 的 任 -- 解 这 有 次 之 肛交 : 


i (38) 


| Hy 
其 中 eara-l 篇 任 合 被 堪 。 
因 篇 我 们 拭 要 找到 候 炙 换 短 第 了 就 已 是 物 , 故 存 放 树 公式 中 命 
0 一 0 一 一 0 一 0 以 区 之 位 式 玉 界 膏 类 卫 玉 稀 : 


0.. .01, 
,0 .10 
r= : C809) 
| 
|1 .0 0 
此 务 ,要 痪 短 阵 了 将 从 甜 阵 的 对 称 形 状 
T=" (C40) 


和 井 ” 吉 了 租 作 内 逢 的 公式 ,此 大 引进 内- 一 汪 就 需 方 个。 
内 柜 障 1 同时 基 灶 各 的 守 正 奕 的 。 
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来 得 里 。 紫 肝 对 散 了 的 方 条 (37) 吓 晤 篇: 
32 一 3 了 (41) 
现在 未 短 乱 陈 全 可 用 『 人 的 多项式 形 甘 尝 求 出 。 因 篇 = 卫 ,可 
取 一 次 多 项 式 求 作 篇 冲 栋 的 邯 生 式 : 


了 -az 十 后 六 
从 方程 (41) ,者 碟 到 等 式 了 ?= 用, 我 们 得 出 : 
二 =0 28=C—232 。 
我 们 取 a=1, 8= 一 1 大 能 适合 过 些 关 傈 式 。 故 有 : 
大 一 在 一 , (49) 
T 是 一 个 满 秩 滋 稀 短 梁 9。 同时 由 (41), 得 : 7-: 一 总 i -iP 
= 去 廊 7， 环 部 
T+ )。 (48) 


半 拉 一 求 , 可 由 磺 之 等 式 定 出 憩 阵 及 人 S: 


B=THTn= SE- HOE), V 1 


因 仿 十 中 后 适合 五 程 486) 且 有 产 盖 五 , 所 以 犊 式 4D 允 可 以 篇 
全 : 
25=(H+HYTIOHF -VHD 一 


0 1....0i | 
-1 —1| 

~ i .| 。 (45) 
I . . .. 0i ,0 1 0 


和 0。 拭 障 工 的 消 秩 性 可 从 (41) 式 稳 曙 ,区 侣 上 是 一 个 满 秩 短 际 。 
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公式 (45) 定 出 短 淹 瑟 的 轨 帮 式 辣 。 

及 德 ,如 上 果 w 是 和 祭 了 如 的 脂 ， 互 一 号 名 那 末 对 雇 的 征 库 下 ,VY 殿 
S 兆 得 也 需 : 了 ,Vm 与 8%。 

最 竹子 任何 初级 内 子 : 

CNOA), 《入 一 A My (NA 站 (46) 
建立 当 讲 的 褒 店 知 陈 
d= EH MB HED, MRE HE . 
料 典 每 一 个 郑 阵 了 I"* 引进 济 麻 的 潮 移 式 SS%?。 由 
ST TH CT] —1 (j= 1 ， 3， | 六 


得 出 : 
和 要 ie 十 有 0 一 人 To0 [7 再 0 十 五 ofZroo]-1 
辟 如 取 : 
S=— {MB SP, MBeVFSE, ey 和 再 oo 十 So， (47) 
T= {TE), Te), ToD), | (48) 
我 他 就 有 : 
S= TIT-!, 


态 姑 若 唐 短 隧 J 的 对 称 式 。 短 陈 8 伍 答 阵 了 相似 且 与 短 阵 .7 有 
胃 网 的 初 笑 因子 446) 。 和 定理 已 烃 访 明 。 
推荐 IT， 和 尾音 复古 阵 4 一 ieax 和 相似 亦 对 稳重 阵 。 
应 用 定理 4, 我 们 得 出 : 
2. 和 总 披 独 称 敌阵 驴 二 ,ser 人 人 有 六 心 的 对 各 
S=080-1, (49) 
复 妆 类 算 阵 的 法 式 有 从 对 角形 
= {MBP NT Mo Bo + ED, 孜 Gy 十 Seo}, 《50) 
其 中 子 块 5 是 油料 定 出 的 [ 亡 考 (4 人 (45)] : 


3 和 给 障 | 


- EE [ Ee 一 a Hi te! [a "1 十 da] -一 


-了 [w+ HOH FWA 一 


癌 1 +... 0 ， [0-1 0 


| (31) 


$9， 窗 反 对 种 算 障 的 法 式 


先 雯 弄 清楚 妆 伶 度 轩 稳 知 限 的 初 极 因 子 , 有 些 什 降 限 制 。 浊 是 葛 
划 雁 次 之 定 池 的 : 

定型 6、 反 对 称 夭 阵 的 秩 水 这 蚌 一 个 候 数 

证 明朗 反 滋 称 短 证 友邦 秩 * ， 那 术 在 短 限 必 的 行 中 有 + 个 译 
肢 答 站 雹 的 行 是 逆 性 拔 间 的， 因 乱 荆 阵 乓 的 划 可 以 从 苦 褒 的 
行 村 上 因子 一 了 来 得 出 ,所 以 知 陆 下 的 任 - 刘 祁 是 订 数 震 站 和 
浅草 的 称 性 租 合 ， 故 短 陈 丘 的 任何 -人 由 > 般 子 式 可 以 去 含有 形 由 

z] 人 2 


i 
eK( 了 ” 
其 中 洗 是 一 售 妊 。 
本 
故 知 EC 0 
但 基 奇 获 他 反 滋 称 行 刘 上 帝 竹 扒 过 , 卜 知 7? 基 一 个 权 昭 。 害 理 已 赤 之 
明 。 
定理 7， 十 媚 果 入 切 反 漠 秋 知 际 & 的 特 微 数 且 有 革 话 的 初级 办 
于 


Mp 


(CA) (一 A 站， 
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刑 未 各 , 过 位 征 里 五 的 特 微 数 ， 亦 对 诡 民 短 别 大 所 中国 三 坎 的 霹 儿 因 
+ 
CAD NTA 
2° 和 如果 数 客 是 克 对 称 短 阵 乓 的 特 徽 改 外， 邢 末 短 阵 五 中 对 订 扑 
百合 数 有 的 志 航 因子 组 中 所 有 偶 归 五 欢 贡 入 因子 都 重 各 偶 政 次 。 
说 明了 特首 短 卫 下 生年 休 攻 在 相同 的 初 弛 因 子 。 世 天 一 
一 一 到, 而 知 站 一 天 的 初 般 因子 者 可 彻 短 陆 KK 的 初级 因子 来 得 出 。 如 
到 五 的 全 部 特 徽 必 符 六 加 ,性 末 一 天 的 特征 版 篇 一 和 ,一 记 ，…， 
后 而 得 时 定理 的 站 -部 分 。 
2 发 筹 民 五 的 各 御 散 宕 革 语 衣 语 情 久 形 初 般 因 子 , i 癸 共有 形 初 
级 因子 , 诸如 球 沽 。 一 般 的 我 们 以 6 写 加 形 初 航 因子 的 个 数 (p=1， 
2，-…)。 我 们 斑 评 明 6., 5,,… 都 是 借 昭 。 
知 阵 区 的 鹏 等 坝 草 旋 施 性向 攻 穿 的 部 性 振 削 特 徽 癌 后 的 个 监 ， 亦 
即 基 形 篇 入 六 加,… 的 才 级 因子 的 体 几 。 改 右 
dd (52) 
因 乱 由 定理 向 旦 扩 的 秩 了 年 一 个 俏 巍 ,而 & = 一 2 一 > 故 数 过 册 
数 % 有 相同 的 桨 信 和 性。 同样 的 识 吉 对 民生 隘 ?5,… 的 鹏 亦 是 成 立 
的 , 因 涡 风尘 稀 征 陆 的 奇 圾 次 方 仍 然 二 一例 克 节 稳 短 陆 。 因 此 ,; 数 
呈 一 9 由 玫 有 相同 的 奇偶 性 ， 
在 刁 - -方面 , 把 名 蛋 天 溢 河 六 次 惩 , 过 个 短 阵 的 每 一 个 初 胡 因子 
加 澡 六 二 放 有 时 至 分 篇 吕 出 志 胃 因子 (一 - 均 的 1， 而 当 0 时 纲 共 篇 纺 
个 初 角 因 子 昌 ， 扩 答 卫 瑟瑟 3 中 虹 坊 大 姜 实 的 牢 才 因子 的 蛋 数 需 
次 融会 式 所 俱 害 全 : 


办 ”是 朗 刘 杂 | 五 |=0。 民 # 过 前台 时 常 有 | 玉 |=0。 
局 ” 誉 考 第 六 齐 ， 和 7 定理 中。 
灼 ” 演 些 公式 5 不 用 这 基 定理 切 已 经 在 处 习 章 中 得 出 [和 渤 者 第 去 章 ，8 7 公式 (49)1。 
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如一 全 十 20。 Te 让 ;十 … 四) 。 
d+ 2 35 十 Bt GohBt .》， (59) 


比较 候 钨 恰 (53) 式 是 注 意 而 一 中 ds, ds .都 有 相同 的 奇偶 性 ， 易 
知 02,64，，… 者 是 情 数 。 
定理 已 汐 完全 改 明 。 
定理 7 有 次 之 滥 定 理 : 
定理 8， 预先 任 训 痊 予 水 合 上 三 定理 中 限制 了 ,2 的 一 些 初级 因 
子 : 闭 未 一 定 有 反 妈 稀 短 陈 在 在 ,以 运 些 亏 向 困 池 丛 其 公 癌 视 级 因子 。 
愉 明 首先 求 出 22 稚 淮 器 角形 算 阵 
一 MEH, ~ EH) (B54) 
的 反 浊 称 式 , 他 有 了 于 人 括 初 角 对于 一 ?0)? 要 人 十 6)7。 此 碟 吾 一 盏 0)， 
— HD , 
我 俏 贾 找 利 还 榜 的 楼 换 年 陈 了 了 , 使 得 簿 陵 
Tm a 


是 反 汶 稀 的 ,水 序 有 次 之 等 式 : 
DIEPPE PE 9 T=0 
或 WIT EH] HW = 0, (B55) 
其 中 下 是 一 个 对 夭 短 阵 ,但 熏 务 陋 卫 有 等 式 山 傈 他 : 
TT'~=— 2 , C56) 


独 分 短 障 玉 过 四 姻 方 块 ,每 一 个 韦 痢 是 p 角 的 : 
(7 oo 


Wy Wo/ 
那 末 455 可 以 窟 乱 : 
Hi W's og 0 
( 儿 )+ 
Wo 于 wa 0 一 大石 一 本 
$+ 0 -TP 玩 
+( 0 f 11 ”) 0 CB7) 


0 一 各 加 一 五 "和 Wy 
各 ”等 考 上 季 信 8 的 第 二 个 足 仁 。 | 


第 =- 部 和 分 多 福光 区、 乓 对 帮 误 开交 乱 际 ri 


在 知 "| 方 和 (6 让 的 左 凶 潮 境 短 味 邦 行 王 算 ; 我 们 可 以 换 汪 一 方程 
筷 舍 有 四 眉 房 程 的 定 陆 六 程 姐 : 
CII WE 0, (2)8Wo—H..H=0, | (88) 
(8IHMWa—Ia d=0. C4 HW To 2h0B+ I =0, 
如 果 间 恰 情 基 没 有 公共 特征 由 的 万 陋 , 于 玉 方 程 4 一 证 B=0 王 
有 和 零 解 蕊 =0 炸 。 故 (85; 中 第 一 个 班 第 四 个 方程 给 予 : Wu= Wes=0@, 
至 於 半 些 沪 程 的 第 二 侦 汶 程 , 有 如! 定理 5 的 裕 有 明 中 所 得 出 的 精 果 , 取 


| DD-....01| 
sp 《59) 
Ie! -DD 
拥 眉 太 程 就 能 庆 合 , 因 兴 [ 达 省 (360] 
rH-HVY=0, 
答 竺 孙 六 租 六 的 漳 稳 性, 知 : 
Wa= His = 
此 时 方程 ( 3) 自动 的 就 能 迹 合 。 
着 榜 一 来 ， 
0 FV 
W=(7, 1) 7。 (60) 
有 加 和 3， C42) ? 如 果 联 
To Rn) 2p 27, C61) 
方程 (8) 就 能 适合 。 此 有 蛙 
TFT-1— 2 【下 人 于。 (6 约 


因此 ,所 找 的 反 冯 攻 矩 障 可 以 由 1 区 民 求 出 : 


从 作者 入 包间 ,$1。 
全 党 和 0 站 时 ,方程 ( [) 离 (4 , 除 寺 欠 外 这 有 其 他 钱 。 当 20=0 昨 , 有 其 合 解 存在 ， 


但 是 我 们 让 造 丽 夫 和 解 。 


B79 起 隙 府 


下 全 一 了 [a [2 vp 2) WE) [EB 二 2 5] 一 
= TE EN Vo OO, (63) 


找 .78 租 六 93 凡 其 在 (54) 瑞 (60) 中 的 分 块 形 状 , 我 们 得 出 : 


1rH- 0 ApoB+H 六 
pp] 一 一 一 
Ei | 0 gr pti( 0 i 可 人 0) 
:oO FF (人 0 : 1= 
(y 0) 0 BN) 
1 ( H—H' i ont HVE ITY, C64 
297 区 十 百 太 十 天 五 ) Hi~H )， 
亦 邹 
0 1.、-...- 0:0 .| 
| 1 0 .| "2h 4 | 
站 1 . | 
cpm 1 | 9 1 0 os i 0 65 
各 ~ 21 | 0 i 一 们 1 . 0 ° ‘ ) 
: — 3A0y 一 人 -| 
| 一: | 一 
一 2 0 0 1 .0| 


现在 来 楷 成 放 有 一 个 官 般 因子 "的 9 般 反 基 称 短 阵 长 中, 其 中 g 
介 一 个 奇数 。 旺 然 , 所 求 的 反对 称 知 阵 查 似 南 次 之 重 阵 


规 此 上 络 我 们 用 及 等 式 个 和) 答 (60)。 徐 温 些 千 式 得 出 了 20I 叶 中 人 = 一 J? 
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IO010 .9 
19 0 1 - 
jo ， . 
|. “1 0 
i . “Dl 
| 中 0, 
在 过 代 知 陆 中 ,第 一 上 对 角 煌 以 外 的 元 来 他 等 雁 疏 ,而 在 第 一 上 对 角 独 
上 的 元 来 先 有 5- 个 芽 而 德 葵 以 45 全 -1 。 命 


| (68) 


， 它 
| 


Km TIVP-1, (67) 
由 反 浏 稀 修 件 ,我 们 求 得 : 
HT et 0, C98) 
潜 中 
T= DH (69) 
直接 怠 豆 , 知 年 哩 
00…01 
pe 
1 0...0 ol 


适合 方程 (68)。 厅 用 [人 7 的 这 一 个 值 ,我 们 同和 从 六 一 楼, 由 (69) 得 出 : 
PB om, Pp- 一 亏 [E24] ， Cr 
9 -一 也 [EY CH] i [站 Us| 二 eC wm -一 
= 于 [TO TE OVW TY] (7D 
施行 柑 苦 礁 的 证 筑 ,我 们 得 出 : 


374 籽 障 | 


0 1 0f 0..... 1 0| 
一 T 0 ' 

咏 友 (一 二 
| 
0.，， TO0| 0 —1- 0 


发 任意 和 给 了 裔 合 定理 了 的 宁 航 因子 : 
= 2 1) 全 
A 
那 来 捅 对称 准 畦 和 角形 短 障 
{ 下 各 ， 0 RIOD, oo, Ba) (C74) 
有 初 般 因子 C73)。 
定型 已 经 识 肯 ， 
推 诊 ，” 任 一 们 反手 三 短 际 下， 正 实 相似 类 由 (74)，(65)，(7 双 式 所 
害 出 的 反对 移 法 式 全 ， 亦 邵 有 滩 赤 的 ( 槛 ) 正 交 短 阵 0 存在 , 便 得 
K=O0FRO-+, C75) 
吐 ” 如 果 KK 是 一 个 赛 反 对 攻 垂 阵 , 那 末 他 有 粮 性 初级 因子 (内 郑 
第 九 革 ,$13) 
i 二 守 铸 )。 在 此 


陵 , 艇 (7 式 中 取 所 有 的 p;=1, 所 有 的 qs 一 了 我 们 得 出 实 反胃 称 短 阵 
的 法 式 
&-1 ool . 
$5。 被 正 交 短 陈 的 法 式 


Py 0 
首先 要 和 弄 清 可 对 从 正 交 知 阱 的 彻 胃 因子 有 些 什 麻 限 制 。 


(C78) 


0 gg 
一 2 0| 


和 


OB 在 数 为 各， 可 能 有 些 罗 区 下， 时 杀 数 并 9 申 可 能 有 一 个 要 内 夫 ， 亦 女 
在 等 殊 前 情形 可 能 牙 有 -- 视 乱 并 的 么 镍 亲子 ,， 
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定理 9，I， 如 类 和 (1 区 卫 是正 交 姑 于 C 的 特征 数 而 及 汉 床 准 浊 
僵 竺 做 数 的 初级 困 革 入 


Tl 


AF, CF) A Fe, 
那 未 元 亦 是 短 耻 0 的 特 向 数 而 且 计 床 共 这 个 特 微 部 的 初 般 因子 ,有 有 
如 装 认 数 ho, 篇 : 
GM ND NN) 
“2. 如 人 二 土 1 是 下 交 短 红 已 的 特 微 数 , 那 未 对 应 捧 渤 一 特 俭 效 
:入 的 偶数 次 入 级 因 子 要 重复 出 现 偶数 姑 。 

答 明 1， 对 从 任何 满 恬 算 秆 0, 在 变 0 需 0 脖 , 征 一 个 韧 级 因 
予 以 一 Xo)7 部 澳 需 初 狼 因子 人 4 一 1907@。 各 方面 矩阵 尹 且 和 浓 
有 相同 的 补 航 因 - 于 。 磷 由 正 交 性 休 件 0 =07? 郊 珊 得 出 定理 的 第 一 部 
分 。 

2. 我 们 假设 数 工 是 短 陈 0 的 特 伍 数 , 而 数 一 1 不 是 其 特 微 获 
(加 一 0] ==0, | 石 +0| 0)，。 剖 末 可 应 用 遍 线 公式 ( 涛 者 第 九 意 ,$ 14)， 
他 对 其 被 短 陵 是 仍然 有 效 的 。 以 次 之 等 式 来 办 党 短 阵 : 

= HO, C16) 

交接 验 荐 , 知 有 及 ' 一 一, 亦 印 天 是 一 合 反 对 各 短 阵 。 对 O 解 
出 方程 (76) ,我 们 求 得 日 : 

人 一 《五 一 本 -K-T, 
起 (和) 一 了 多， 草 有 /光一 一 0 了 了 i 六 0。 故 从 类 际 正 特 移 到 
甜 陆 0 二 了 (CK) 陆 , 补 级 因子 让 怨 裂 分 龟 。 因 此 在 短 阵 0 的 初级 内 - 租 
中 ， 《一 > 形 初 般 因 子 重 复出 更 偶 烧 次 , 因 篇 矩 了 下 的 jer 形 韧 狼 
因子 是 要 出 现 偶数 亦 的 ( 灾 片 定理 人。 
四 委 考 第 六 章 ，87 。 仍 了 (一 于 刚 有 产 (人 一 -十 二 0 。 就 知 ,党 类 陈 0 转移 到 


眠 障 Ql 上 时 ,天 轰 因 于 蓝 反 更 入 !( 汶 老弟 六 本 ， 了 党 理 0 
各 ” 注 记 由 性 B 神 四; 也 十 五 二 20O)-1, 因而 |B 二 EI 二 37.8 二 0|-T0. 
合 芋 芳 第 六 单 , 站 六 讶 理 3。 


87 知 际 | 


于 要 正 弯 知 随 有 特征 艇 一 I 而 没有 特 生 晤 十 1 的 情形 , 试 要 讨 
洽 正 共生 陈 一 六 就 立 到 化 短 上面 所 计 渝 过 的 情形 。 
必 移 公有 显 认 继 的 情形 ， 策 译 0 同时 有 特 币 照 十 1 盟 特 徽 眶 一 4 ， 
以 惠 人 和 短 阵 局 的 最 小 多 项 式 。 麻 用 纪 榨 葡 明 的 定理 的 第 一 部 分 ,我 
们 可 届 写 见 G 篇 闪 之 形状 : 
EN) = QD"A+D™" ON #1; j=1, 9, 0) 
计 论 次 数 二 名 Dr 篇 证 的 次 要 ] 的 甸 项 式 9(), 卫 识 9(1)=1 
而 在 徐 障 心 的 影 和 上 其 条 有 开工 倘 值 者 等 恋 等 。 设 笑 : “ 
Fg(0)o CT) 
我 们 注意 , 面 数 [9(2)]? 与 9( 二) 在 短 引 口 的 影 性 上 与 硬 数 8 
有 相同 的 值 。 故 有 
=P, P=g0)=90 =P, (78) 
亦 即 王 是 一 个 对 帮 射 影 甜 陈 和 四 。 
忆 次 庄 等 式 来 界 琢 多 项 式 有 OG) 眶 类 刁 入 : 
A CO= ho), (79) 
QA = 0 WP, 《80) 
因 篇 乘 轩 [AQD]" 在 敌阵 口 的 影 放 上 继 篇 零 , 寺 个 琵 需 可 狂风 CN) 
所 频 除 。 故 得 : 


亦 即 是 一 个 有 回 宕 性 指标 ”1 的 茶 安 类 什 。 


闻 从 基本 公式 ( 当 考 第 卫 碍 ， $3, 公式 (17)) 
Gd) = Lo ) Zr CD Zia 
得 出 : P=Zu16 
辐 ” 逐 算 子 卫 各 从 射影 多， 如果 一 也 。 对 陵 的 , 竺 式 (77) 能 得 记 立 的 拭 陆 王朝 入 
身影 的 短 陈 。 在 -~ 空 陪 忍 中 草 影 逐 管子 PP 基 运 亡 的 “全 迁 算 子 , 他 正身 影 向 及 XER 秀 
生 间 号 = 了 BR 申 , 亦 中 Px 二 xsg; 闪 由 xgE 驻 让 有 (x 一 xs) 1 上访 ( 准 者 第 万 意 ,和 届 。 


亡 二 部 笋 。 第 十 一 点 入 闪 称 , 反 对 帮 宦 正 痰 类 限 77 


re 


由 (80) 求 得 @: 

Q'— (0'— EYP, (8T) 
填 论 短 陆 

R=Q0'+28), (89) 


由 C78) ,C80) 占 C81) 得 十: 

R= NP, 

从 瑟 的 这 一 表示 式 , 易 知情 是 一 个 反 半 稳 逢 限 。 
男 一 方面 ,出 (3) 得 出: 


He {ty CQ@ 2B)* (£=1,2, 1)o (83) 
但 是 @, 有 如 外 ， 冻 是 一 个 二 过 敌阵 ,因而 
[8 十 3 盏 1x0。 


玻 由 (83) 推 知 , 对 樵 任何 4, 短 陈 访 服 他 有 相同 的 我。 

但 津 t 坊 奇数 有 时 ， BR* 是 反对 稳 的 ,下 (次 活 本 章 , $4, 定理 从 其 秩 
篇 一 佛 典 。 因 此 , 笃 一 个 并 陵 

QW, 

的 秩 都 是 一 赔 刁 数 。 

故 针 知 阵 包 , 逐 宁 重复 本 这 $4 定理 7 中 所 滤 的 关 磺 算 陈 下 的 讨 
座 , 我 们 可 贞 断 定 , 在 年 阵 驴 的 伸 和 被 因子 中 加 形 的 币 胡 因子 划 重 复 介 
散 索 。 怕 旦 末了 人 陈 提 的 每 -一 俱 宵 锥 因子 和 2 对 麻 筷 年 阵 台 的- -个 宴 扒 因 
子 以 一 2 们 友之 亦 艇 入 。 圾 知 在 短 阵 0 的 千秋 因子 中 , (% 一 1)”? 形 
的 初 稻 因子 重复 惕 圳 识 。 

麻 用 已 经 吉明 的 车 果 冬 各 际 一 上 0, 世 樵 3 十 名 形 的 初级 因子 ,我 
们 得 出 羯 们 的 论断 。 

法 楼 一 来 ,定理 已 经 完全 给 明 。 
上 @ 此 版 所 壕 的 所 有 掉 阵 ,9,0', 0 一 0 咎 此 可 易 且 都 与 0 可 易 , 央 敌 他 俩 都 是 


的 酌 数 。 
名 四 薛岳 一 中 下 (下 二 0 所 总 从 给 障 人马 慷 移 到 红 阵 各 =) 暑 , 毕 障 口 的 仆 = 思 名 


形 守 级 因子 臣 优 列 牙 的 搞 骨 和 极 因 子宫 { 辣 者 姜 六 说 ,8 站。 


378 起 淖 论 
现在 来 六 朋 共 这 十 理 。 
定理 2。 任何 一 租 坎 形 的 乘 震 
CA 【和 一 有 
一 DD } 
(+ 1, QD 人 
Ci 
部 是 茶 一 个 补正 变 撼 奋 人 的 补 航 因子 得 久 。 
征明 上 凡 /6 志 冯 尿 的 数 , 他 民 煞 入 Gj 一 1,2，…, 0 有 坎 之 等 式 加 
公 : 
A=6 【二 号 
在 讨论 中 引进 “ 慨 淮 的 "有 区 针 称 公 攻关 生 上 上 效 ): 
EBD =1, 号 下 1 
候 们 有 半 应 的 彻 胡 因 于 : 
pp 二 局 ( 一 区 
如 宁 是 一 个 反 里 称 短 陆 , 那 末 
= er 
是 一 个 正 交 先 陈 《0 一 所 一 e 人 人。 此 时 短 阵 五 的 每 一 向 初级 因 
子 以 一 17 对 廉 起 算 阵 0 的 一 个 官 角 因子 以 一 oz 国 。 
因此 , 装 轩 角形 年 阵 
Oo= {exp , ... BF ER 10 ， RD 一 EEC ， 一 (86) 
是 正 交 的 且 有 宁 扔 因子 (84) 。 
定理 已 经 证 明 。 
从 定理 4, 3 时 10 推 得 : 
推 户 任意 (入) 下 过奖 类 了 O 常 可 下 次 相位 蕉 正 变 条 午 的 法 式 0, 


Ee 


加 六 此 ( 式 所 有 的 ) 数 和 5 可 能 笑 政 +1 。 色 数 w Ty oa 中 的 .人 向 或 丽 全 可 能 等 放 零 。 
此 时 在 短 随 局 中 就 不 出 扩 物 左 形 和 的 冲 锅 因子 。 
四 ”过 和 何 可 以 泛 嵌 来 得 出, 党 /WA) = 时 对 部 任何 入 我 二 都 有 以 ) 一 以 尖 D 。 
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亦 即 有 泛 赚 的 正 效 矩 陆 0 存在 ,使得 
= (36) 
诗 ”大 如 革 雁 反 兰 稳 和 下 全 所 做 各 的 入 , 可 以 科 册 法式 0 中 六 
角 深 上 寺 霓 的 基体 形式 号 。 


第 十 二 章 ” 轩 息 陆 束 


$1.， 竺 盏 


1， 林芝 和 从 和 亡 樵 次 之 肝 题 的 研究 : 
粹 了 元 来 同 在 数 域 上 中 杂 同 问 篇 宫 x%w 的 四 粒 短 轨 BB; 41,， Bi。 
需要 求 出 ,在 什 麻 休 件 之 -| FF : 巡 能 有 二 个 备 种 这 组 名 的 六 秩 方 纯 也 
虹 存在 ;使 得 同时 夏 : 
PAQ=4, PBQ=PBY, (C1) 
在 半 凑 中 引进 策 陆 束 4 十 XB 民 十 hi, 就 可 惨 挽 源 翌 短 际 等 式 
《1 篇 一 眉 等 式 : 
PATIBQ= A NB (2) 
定 著 1， 页 个 磷 数 同 往 mxn 的 长 方 短 阵 东 4+XB8 盟 十 十 Bi 
如 有 等 式 42) 的 关 傈 ,其 中 P 归 吕 洛 乱 人 与 半 投 的 满 秩 常数 算 陈 5 亦 序 
与 个 并 的 捞 陆 ) ,我 们 称 此 二 处 卫 束 篇 股 格 相 抵 的 人 
控 照 相抵 思 知 了 的 一 般 定 浴 ( 万 考 第 太 这 ,$$ 1) 后 际 东 -4+%B 黑 
4 车 Bi 基 册 抵 的 ,如 果 有 了 册 个 有 不 往 才 的 常数 行 则 式 的 和- 方 陆 卫 与 
外 存在 使 得 等 式 427 能 接 成 站 。 革 蕉 厂 客 相抵 性 ,就 要 十 充 近 样 的 休 
作 : 短 陆 卫 办 人 0 痢 同和 揪 关 仗 。 
短 际 束 雪 二 AP 局 出 上 Bi 的 相抵 性 判定 可 从 关 -给 阵 的 广义 相抵 
性 币 定 永 得 出 。 广 六 利 定 篇 矩阵 求 41+%B 与 抽 十 AB: 有 相同 的 不 炉 
国 式 或 有 相同 的 初级 因子 ( 委 芬 第 六 查 ， 8 3)。 
。 @。 各 果 有 过 馆 的 拓 往 点 全 在 在 , 矿 未 他们 的 元 吾 可 以 在 城中 慎 收 。 寺 个 可 以 过 
栋 来 誉 得, 镶 式 ( 1) 可 以 寅 篇 PJ 一 -10 1，7B 二 二 -1 的 形 撩 ,因而 归 各 数 在 城 二 中 关 巩 
类 座 卫 魂 Q-1 的 元 来 的 集 -- 兽 次 宗方 往 各 等 伟 。 
母 ”党 者 第 2 下，§ 4 
鱼 ” 我 们 把 交 隐 中 遍 兄 的 省 病员 换 中 *" 提 需 忆 鹿 “版 接 村 括 盯 ”是 加 了 使 得 定 闵 1 典 十 
去 章 由 国共 寿 描 性 的 定 闵 可 己 苍 诉 界 限 。 
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在 本 总 中 我 们 将 建立 订 个 年 际 束 的 玲 格 慎 捧 性 刊 定 ， 沁 : I 定 , 让 时代 又 一 
年 库 束 要 定 束 继 定 出 栅 他 人 ] 抵 的 标 淮 式 。 

2， 所 提出 的 则 起 容许 很 白 然 的 奴 何 解 程 。 讨 论 缺 僚 在 摧 瑟 -的 
牺 性 到 算 于 来 4 二 下。 在 演 些 空间 中 也 定 基 磺 德 , 术 性 脖 算 子 可 
本 十 如 澡 麻 座 一 伴 Cm xn 座 ) 尽 方 短 陋 束 4thB; 在 可 ,夏天 中 释 

基底 后 ,年 隙 东 4 十 8B 多 篇 其 器 格 相抵 的 短 闵 来 9 ms 其 中 

了 再 日 篇 刁 n 航 灌 秩 方 绩 ( 讼 者 第 二 这, 3832 舰 二 )，。 一 来 ,万 
格 相 括 性 匀 定 葵 出 一 - 尊 Cm x nt 杂 ) 环 噶 东 本 十 BB 和 
束 是 在 空间 严 , 诺 天 ,中 况 忆 不 问 上 基底 时 ,描述 映像 琵 , 俩 尼 ,, 的 同一 
速算 子 束 A4+*， 

起 了 得 出 年 阵 东 的 标准 式 , 应 妆 在 总 , 线 严 。 中 求 得 渤 样 的 基 感 ， 
使 得 在 这 一 基底 中 还 算 - 东 人 十 2 吾 的 对 麻 知 阵 束 有 好 简 审 的 形 红 。 

因 人 篇 遥 算 子 东 是 由 雨 个 运算 地 租 眉 且 所 砍 定 的 ,所 及 过 可 以 说 ， 
本 章 是 人 事故 同时 研 移 上 映 像 及 殿下 。 的 弄 合 迎 筑 雹 丸 册 思 。 

3， 所 有 mxn 杂 撼 陈 束 4 二 AB 又 分 需 帅 个 基本 糊 列 : 正则 东 与 

定 著 2. 短 陆 束 4 十 hB 称 乱 正则 的 ,如果 1)44 角 BB 同和 坊 i 裔 
方 陈 攻 有 (2) 行列 成 思 十 AB| 不 恒 等 谎 寺 。 测 於 其 他 情形 (mn 或 
m 一 而 有 | 十 和 AB) 三 站 我 们 称 之 篇 各 夭 陆 束 。 

对 丽 正 则 征 重 东 的 峰 格 相抵 性 剧 定 时 其 枝 蕉 式 蚌 在 1867 年 篇 
克 , 伐 爱 朵 斯 瞪 拉 喜 [150] 所 建立 的 ,得 是 偶 基 座 第 六 芝 熏 第 七 这 中 所 议 
的 初 家 因子 理 座 。 对 玲 轩 给 隙 束 的 糊 亿 问题 ， 被 求 在 1890 年 在 奋 , 殉 
期 南 格 上 33] @ 的 研究 中 得 翰 了 他 的 解答 。 本 间 的 基本 内 容 巧 建立 磺 
朗 南 格 的 精 果 。 


$2. 正则 给 陆 束 


-一 一 


委 在 句法 时 且 直 卫 玉 的 丢 种 礼 完工 作 ,我 们 指 | 时 [rr6, 148 ,134c]。 
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工 _ 讨 蓓 特殊 的 筹 陈 束 十 4B 时 二 二 有 他 们 基 由 广 障 所 查 碾 
的 Cm 一 0) 而 且 |8. 关 0， B11 = 小 ， 站 似 过 种 情 形 ,在 第 六 章 中 已 经 证 
明 僵 和 ,定理 6) 短 阵 束 的 ”本 抵 性 ”于 慑 格 相 抵 性 "这 页 悦 概 念 是 一 - 狼 
的 ，。 波 可 竺 加 算 障 (第 六 章 ,$ 1 的 麻 闵 相抵 性 制定 用 旗 先 赎 来 ,我 们 
就 得 出 次 之 定理 : 
ED 走 . ET 对 0 的 用 个 交锋 院 来 < 本 十 % 了 时 


-一 -一 -人 


和 交 机 了 何人 是 


T7 | 如 | 关 0 的 友 障 束 4 二 A 在 第 六 童 中 称 篇 正 咕 的, 因 党 他 是 关 
英 的 正 唱 敌阵 多 项 式 的 一 个 特例 ( 训 芳 第 四 齐 , $ 1。 在 本 章 -上 节 中 
下 全 各 于 下 居家 以 末 庚 省 的 秆 区 。 yy 和 正则 来 可 能 有 等 

式 | BI 一 0 ( 亦 可 能 有 14|==|3'= 

入 了 党 朋 定理 1 济 苹 正 基 来 0 1) 建 否 有 效 1 我 们 来 

”讨论 次 之 合子: 


12 1 831 112] 12 1 1 11 
ATAB—I8 2 B+N1 1 92, AtaBiall 2 |! 11|l, c3) 
a26| 118| il [i111 


不 肉 看 出, 此 时 每 一 个 方 辽 束 4 十 2 下 耻 由 十 XB; 都 突 有 一 个 初级 
因子 二 1。 但 是 深 毅 们 方 叶 东 让 不 通 格 相抵 , 因 党 延 淄 台 供 PB 各 有 
和 萄 2 明寺 而 外 短 式 (627)，, 知 其 如 能 成 立 , 居 矩阵 B 和 与 Bi 必须 等 秩 。 上 此 
外 ,根据 定 装 工 ,无 阵 东 5( 3) 是 正 册 的, 因 乱 

14 十 2 如 | = | 由 十 和 | 三 X 十 工 。 

所 履 的 例子 说 明定 理工 对 论 广 闵 定 义 的 正 刚 东 是 不 能 距 立 的 。 

2. 篇 了 使 得 定理 1 有 获 , 我 们 引进 甜 阵 束 的 “ 揪 限 "所 级 因子 天 一 
概念 。 厌 了 动 放 次 区 驮 燥 六 ,4 年 陈 束 4 二 7XB 和 葵 出 : jy4 二 XB8。 渤 末 行 鹿 
式 dX 三 |14d+ 和 AB 十 和 的 讲 识 画 数 。 技 出 矩 际 4--%B 中 所 
有 上 级 子 式 的 最 大 从 因 式 灰 人 hy1 售 一 1 2 由 已 知 公式 我 们 得 
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由 不 构 因 式 ， 、 

人 CA) = 六 ， oh 4) =- 
于 莱 所 有 的 Dit 由 舱 和 中 10 莉 是 5 的 说 交 名 项 式 。 分 解 不 锋 因 
篇 域 太 上帝 次 不 可 煌 凶 项 式 的 滋 才 ,我 从 得 化 算 隘 束 dB 的 域 
龙 上 和 官 籽 因子 est (a 一 1 ,23,'…)。 

非 入 明显 ,如 在 tath 12 中 命 记 二 1 我们 就 加 到 短 淖 束 4 二 AB 的 
和 补 毅 因子 est。 反 之 ,从 矮 际 束 4 二 8 的 每 一 侗 9 深 富 窟 因子 6x3)， 
利用 合式 ef 一 Haea 全) 我 们 得 出 半 应 的 初级 因子 cet%,A)。 除 
形 的 官 被 因子 以 外 , 适 种 方法 可 以 得 出 wd +*B 的 所 有 初 般 因 子 。 

当 虽 慌 党 |=0 上 时，na 形 初级 因子 始 能 存在 ,我 个 称 需 年 隆 束 
+ 和 AB 的 " 振 限 ” 鹿 投 因子 。 

因 乱 人 答 算 便 束 症 二 号 盟 机 十 Bi 的 甩 客 相 逝 性 得 内 从 障 来 144 十 
+AB 更 Ad 十 的 姑 格 相 延 性 :所 以 屋 格 相抵 的 算 阵 束 4 十 8 齿 
4 十 和 Bi 不 公有 相 局 的 “ 育 限 ”条 级 因子 , 红 峙 有 相同 的 “ 鱼 腿 ”和 初 圾 因 
十 。 

现在 假 瑟 答 予 南 悦 正则 束 4 上 ABB 中 出 十 Bi, 他 税 译 相间 的 初 硫 
因子 (包含 短 崩 的 在 内 )。 引 进 判 沈 鹤 数 : Ar4 二 了，H4 二 AP。 区 换 
人 套 圾 : 


入 一 cf 大 十 cx， 
《oz 有 as 一 oap: #0), 


ru 


= B+ Popt 
对 检 产 壮 数 可 以 窒 圳 : 六 4 二 7 在， 凡人 十 而， 其 中 让 ~B,4+aiB， 
如 一 Bi 上 aeBi。 从 处 阵 求 4+h8B 与 di TAB 的 正 姑 性 推 知 , 可 
以 选取 数 ai 奥 记 , 使 得 1B| 关 0，1 忆 !' #0。 
故 册 定理 1, 知 矩 陈 训 后 BB 与 应 和 1 二 + 六 记 ,因而 原来 的 短 障 束 
上 4 十 AB 与 志和 AB1 《或 者 辣 樟 的 ， 4 十 7 与 4- 呈 2B1) 是 股 格 相 托 
的 。 吉 榜 一 水 ,我 们 得 出 了 次 之 定理 1 的 推广 。 
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定理 3、 和 企 了 使 得 十 个 正则 束 4 十 4B 和 册 二 -FAB 成 格 相 莽 ， 充 
分 必 要 的 ,是 这 测 个 知 委 束 有 相国 的 《有限 "与 “殷红 四 初级 内 子 。 

在 前 固 所 沟 的 合子 中 ; 知 陋 来 (3) 育 相同 的 有限 " 箱 籽 因子 A 十 41， 
也是 他 们 的 “ 播 妥 ” 初 艇 因子 总 不 和 初 同 的 (第 ~- 桐 短 陋 束 存 一 和 “ 扰 限 ” 
接 级 因子 凤 ， 而 第 二 侧 有 十 个 " 手 孔 “ 初 般 因 子 : kk:A。 因 此 迁 帅 悦 矩 
阵 来 芒 不 是 顾 格 由 抵 的 。 

3， 更 在 假设 共 子 任 - 一 正则 束 忆 十 8, 浊 末 有 演 榜 的 数 6 存在 ,使 
得 ' 攻 ci 兰 0。 表 所 闻 竺 陆 东 和 需 di 十 俯 一 0)B 的 形状 ,其 中 小 一 A 二 
十 "2 划 有 ,由 , 兰 0。 左 条 运 个 义 阵 束 以 AT', 得 : 百 二 一 0 471B， 
相 世 克 换 化 泛 俩 知 阵 东 需 忒 之 形状 ; 

B+A—O oT ( 百 一 oz 上 70 万- 一 co7 二 7 和 (4) 

其 中 人 ov 项 筹 阵 4 "8 的 准 对 角形 法 式 。o 需 若 唐 老 堆 昌 和 矩阵 ,而 
I! 0, 

生 (4) 式 右 季 第 一 个 对 角 革 上 子规 以 (一 010)-1。 我 们 得 出 : 
如 二 入 如 一 70)TJo 。 此 处 的 傈 数 是 一 个 需 雳 甜 障 @。 放 相 亿 炙 换 
区 以 化 过 外 征 阵 束 短 次 之 形状 

殖 十 7 一 {ND, MW ies )， 0 Non (NHS=E 人 OAH 《号 

冬 (4) 式 有 人 简 第 二 个 对 角 入 上 子 坟 以 77 而 向 以 相似 炙 换 可 以 
化 需 J 十 hE 的 形 肘 ,其 中 是 一 侧 渤 式 知 陆 , 全 而 百 蚌 一 个 么 短 障 。 
我 们 得 出 了 次 沁 定 理 : 

定理 3, 全 舍 正 则 知 轩 来 4 区 可 以 化 生 全 本 格 相抵 的 ) 淮 对 


Cr 


@@。 在 (4 ) 式 布 攻 芭 贡 烽 上 子 拓 让, 么 昌 限 三 届 内 亢 中 诺 的 有 有 相同 的 只 。 
加 ”是 朗 时 堆 某 - - 束 台 120 太史 一 0。 
多 田 史 =9 得 所 : (EeToy-iJol=0。 
@@ ”此 毁 必 风 是 一 个” 数 么 抽 填 ,三 下 是 一 体 * 级 生 际 ,在 其 第 一 上 半角 驾 上 的 元 
素 孝 等 认 1， 而 其 般 的 元 二 本 等 肉 军 
， 全 因 人 在 此 处 ,可 以 换 拓 陈 了 乱 虑 任 一 相 似 打 阵 ， 族 可 更 7 乱 任 何 -种 法 式 -例如 ,第 一 
各自 然 法 式 台 第 二 三 自然 法 式 或 匠 唐 法式 (入世 第 志 章 ，30)]。 


区 一 羡 直 二 可 机 笛 限 刺 835 . 


角形 要 形式 


TT TT TT 


{ND NOD ND, T+ARY CO 一 下 二 有 (©) 

共 中 对 和 角 称 上 前 s 个 子 据 时 座 直 知人 阵 东 8 的 振 限 初级 因子 4， 
ee 上 服 和 后 一 个 法 式 子 志 ， /3 二 六 世 乱 记 也 天际 来 的 有 
典 初 稻 因 闻 所 蜂 一 确定 。 


$ 3. 暴 答 阵 束 . 沽 化 定理 


糊 移 到 mrXn 准 器 灶 阵 东 44AB 的 计 曾 ， 以 7 记 革 仙 短 吓 束 的 
秩 , 亦 郎 不 慑 等 族 崇 的 引 式 的 最 大 阶 。 因 需 他 是 -个 加 短 陆 来 ,所 以 夷 
少 有 一 个 赴 等 式 了 或 了 所 玉 一 定 能 环 或 下。 恒 了 <n。 那 来 本 夭 嘲 
并 二 和 BB 的 询 基 牺 性 相关 的 ,六 即 xw 篇 求知 则 的 方程 
十 BY 一人 0 《7 ) 
有 非 零 解 。 溃 恬 方 程 的 径 一 侗 非 夫 和解 都 定 出 入- 逢 阵 44 中 纤 列 的 
莽 一 各 性 相关 性 。 我 位 写 陵 蕉 方程 (7 了 ) 的 过 种 和 解 zt 他 是 大 的 多 项 
式 息 ,上 且 在 泛 些 解 中 ,了 到 絮 小 次 蚊 的 解 : 
EO {8) 
拒 过 个 解 代 到 !7 臣 台面 ,由 把 ， 的 妈 次 的 情 数 党 其 索 ,我 们 得 出 : 
r=0, Ba,— Am =0, Brim .r=0. 7, Be i dr-=0, Br:0, (9) 
陨 过 一 志 等 式 乱 关於 刘 zo 一 X11 十 《一 二 5。 的 元 过 的 讲 


次 元 方 如 和 糯 ， 于 林 他 的 他 烙 和 红 陋 
s 叶 二 
TT 
A00...b 
BAD0...0 
HL- GPR .+ | (C10) 


‘00.. .1b 
”和 从 了 上 规 定 出 清 合 旋 程 (7 了) 的 列 * 的 元 康 , 昌 陋 出 - .个 音 亦 煌 方 笠 粗 ， 正 保教 是 1 
的 … 次 式 。 基 本 的 各 社 仍 天 解 : 常 可 千本 第 芭 , 使 得 他 的 元 素 郑 是 》 的 多 项 站。 


398 描 阵 bi 
夺 秩 ps 过 (Ee 二 Dn 但 昧 由 舱 炸 8 是 是 小 的 , 放 儿 从 短 隙 


1 

1 4 0 B 4 0 
wb), 小 :| aon 

0 8 | 

0 0 .8B 


的 秩 mo， Py" Ps_1 有 等 式 Po—=n, P= Dh, pet = Lo 


小 的 指 禄 值 上 上 。 
更 在 荡 们 来 性 述 且 袜 朋 详 之 基 术 定理 : 


a 


定理 4、 如 果 方 和 (7) 有 撤 小 次 烧 8 的 解 及 s>0, 那 末 所 于 的 
知 阵 束 4 十 XB 办 次 形 短 陆 束 


(¢ 人 ) UD 
腾 格 相抵 ,其 中 


8 十 4 了 


oe (12) 
“. | 

Al 

而 +X8 是 汉 杰 的 知 踢 束 ,类 似 认 (7 ) 的 方 可 对 雁 他 没有 六 数 < 的 
解 。 


0 0 


定理 的 沪 明 分 篇 三 倘 步 及。 首先 证 肯 所 子 征 陆 束 4 上 2B 与 次 形 
甜 阵 东 
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i DAF 
(? 8 9 
恬 格 相抵 ,其 中 也， 让 需 有 回应 的 维 数 的 常数 长 万 和 拭 陈 。 其 区 
证 朋 方 程 (f+ 和 全 z-0 不 能 有 次 数 <e 的 解 2 。 基 熏 我 们 环 芒 明 
再 行 变 换 知 际 束 (18) 可 以 化 篇 竟 丑角 形 (1)。 

1. 证 是 的 第 一 部 分 是 用 约 何 头 式 这 进行 有 的。 代替 知 阵 东 4 十 %B， 
我 们 来 讨 巷 映像 屁 , 诬 忆 ,的 深 人 和子 世 和 上 二》 如 。 我 们 来 证 明 在 示 些 
空间 中 肖 取 庆 当 的 基底 可 合 泣 克 共 六 筑 于 于 A.B 的 算 际 有 (13) 的 形 


式 。 
代 蔡 方程 47 ) ,我 个 取 疝 量 方 程 
(CAIB) EL-0 eED 
和 且 识 其 有 向 其 解 
= 一 21 (1D) 
等 式 (9) 且 换 往 向量 等 式 


=, = BX,, EE 一 Br 了 , =— BX,_1 ,过 人生 =0. 16y 
下 面 我 们 脸 暴 向量 


zi dm dr。 (C17) 

各 性 揪 关 。 琉 易 知 次 读 辣 设 亦 是 义 性 揪 关 的 : 
EP C18) 
事 答 上 ,国人 需 Az 一 0、 和 ogo 区 十 :一 0 求 得 : 
村 一 上 01 帮 庙 间 仁 (1 的 入 性 把 并 性 得 册 x 一 06 一 … 二 


= 一 0。 但 zo#0, 因 人知 在 划 过 廊 (1) 天生 方程 (19 的 解 面 站 文 数 需 


s 一 ,和 远 是 不 可 能 的 。 因 唾 a 一 0。 
如 昌 现 在 挨 癌 时 (17 守 (19 作 篇 刀身 下， 内 畸 其 底 中 前 而 的 一 
些 向 量 , 那 末 在 新 共 底 中 由 研习 站 知 兴 算 子 4 浴 召 各 装订 座 短 便 


B88 证 阵 议 


a | 
IO 1 0 = :=| 
| 0 1 0 x* | 
分 一 | |, 
i 总 ] x* * | 
lo 0 0 x "| 
| . 
0 0 = 亲 | 
|. 1 "人 D0 * 光 
| 0 - 0 = * | 
10 0 0 x i: 


i DO- -.0 0 :+ - *| 


此 时 和 类 阵 有 十 和 A 有 蕊 纺 的 形状 如果 我 们 论 狗 腔 明 向 其 (17) 粮 性 
报关 , 那 末 前 面 所 讨 填 的 都 能 成 立 。 假 化 相反 的 ,在 向 最 序 庆 (17) 中 ， 
及 Th 二]1) 需 现 其 前 而 施 向 拼 糠 性 相关 的 此 一 个 向 坚 : 
A = 
由 (16) ,过 个 等 六 可 以 寅 篇 : 

本 一 证 

亦 部 
7 一人， 

其 中 


志 
Wi 1 1 oo 


第 -部 苍 。 绍 『 二 亲 蝇 短 中 下 gs89 


再 由 (1 人 得: 


AXs 1 = BR oy ti) = BE-s) 
其 中 
人 
稳 敌 旭 此 进行 是 引进 门 芭 
ee 


我 们 得 出 出 等 式 
Bri_—0, AX; 1= Bale sy Ari Bo, ARI=0. (19) 
出 C19) 得 出 : 
充 二 和 一 证 0 一 和 NT 十 十 (一 站 和 《人 一 充 0 关 上 0) 
是 和 开 程 红 约 的 砷 雾 解 册 其 葡 数 所 一 1 < 渤 是 不 可 能 的 。 泛 样 一 来 ， 
向 量 (17) 是 浓 性 振 关 的 。 

2. 现在 求证 于 方程 《4 十 有 z=0 汕 有 次 由 -es 的 解 。 首 先 注 
意 , 有 如 方程 , 汐 程 工 y 一 0 证 次 数 小 於 6 的 非 喜 解 。 和 反超 可 以 在 找 
发 明 的 , 殴 要 换 答 阵 方程 Ly=0 篇 焉 常 的 汾 程 粗 

A 十 让 二 十 Ya 二 Dy Fy 十 -1 二 0D， 
[y= Ci Ya 得 一 2，… 8 十 1)。 

另 一 方面 ,如 果 年 陈 束 有 "三 角形 "013) , 那 末 对 应 所 得体 矩 阵 来 的 
短 陈 丑 i(E=0, 1 工 ，…, 外 |[ 案 苔 本 各 的 CID) 轩 (101, 在 适当 的 赫 易 行 
列 之 和 后 ,可 以 化 需 次 之 三 角形 

CI MD C20) 
有 V1 

当下- 一 工 蛙 ,过 楷 振 陈 的 全 部 刻 , 同 有 蛙 甜 淹 形 。_111.] 的 带 剂 ,是 
稼 性 无 关 的 加， 但 是 如,-1L7s] 起 一 情 sts 十 1) 肯 方 卫 。 故 在 答 阵 
型, 上 4 二 AB 中公 部 列 蚌 物性 无 天 的 ,有 如 本 入 地 然 所 已 开明 ,这 就 束 


从 ”省 可 汉 翌 求 得 出 ,党 二 8 一 1 竺 丝 障 4190) 的 牧 等 旋 E24; 三 伺 的 靠 态 独 藤 直 刚 
stl Ls] 亦 能 成 Ho 


2300 类 险 i 


明了 方程 (人 二 的 7 一 0 不 能 有 卖 最 雪 8 一 1 的 解 。 第 一 部 从 已 汐 证 朋 。 
3. 换 知 耻 束 (C1) 售 界 诬 腑 格 相 手 的 类 阵 束 
/1 2 人 区 十 的 7 )- 


SO FE, DO Ed/ 
IL, DAF+Y CLD) LY (a1) 
-0 有 +7 


其 中 所 ， 书 。, 耳 ,， 五 : 二 各 有 了 路 s r 一 2，8 十 1 盘 %* 一 8 一 1 的 么 污 健 ， 
而 和 ,上 坊 有 当 麻 维 捉 的 任 窟 的 汕 乓 汶 短 陈 。 我 们 的 定理 将 能 党 企管 
由 ,起 要 我 们 能 钩 证 明 , 可 以 慰 取 知 这 计 加 站 本 得 他 全 能 蔗 侣 灾 之 短 
陈 等 式 : 
LR=D+F+Y(A+)D, (22) 
引进 短 肆 D, ,无 部 元 素 的 礼法 鳞 簿 阱 了 的 行 奥 短 陈 4, 秀 的 
列 的 起 鞭 : 
天 一 | F=) i td, =| gr | 
人 一 工 ,2 8; P=1,2,. ,nn—s—l1: 了 一 卫 ; 呈 8 十 二 ， 


YI 
A 
Y= | ; A ai) a 1 ns_1), B= (8, ps, ” Ds_1) 全 


Ys 
那 末 短 障 六 程 (22) 可 以 境 篇 一 捐 厚 晤 方程 , 窒 出 方程 (20 左右 两 节 中 
第 站 烈 内 请 元 素 使 其 对 订 元 素 相 等 中 一 1 3,…, n 一 8 一 二 ,组 出 : 
tog Trg = dp A Yn hibys 
Ta8 | Toy Har 十 外 2 二 adi 二 obi， 


2 Ma = dx 二 加 Fe Ta hyeDy, (331 


Tl1,kT Nin 0s thF sn ec Fe 
CF=1, 2, -…, n—e—1), 


菜 二 部 路 第 十 二 齐 内 烘 隙 束 B01 


在 和 这些 等 式 的 左 人 等 是 的 神 性 一 项 式 。 在 迁 些 一 项 蕊 的 前 5 一 1 
人 犀 中 征 -- 偶 的 常数 项 类 等 评 基 下面 一 向 二 项 式 中 居 的 傈 数 。 故 在 吉凶 
亦 订 适合 肖 杰 的 人 条件。 内 此 有 

05 Wad = fan— dl, 
Pe Yoh fa at, (24) 
了 一 
(Fl, 2 有 1 
如 化 等 式 (24) 成 立 , 那 林 显 然 出 439) 可 以 年 出 生 蛛 全 的 未 知 元 素 。 
现在 藤 要 疏 明 ,天 让 撼 际 了 族 元 赤 的 方程 得 2) 革 其 任 他 di; 机 
二 1) 者 训 有 解 。 素 颁 下 ,由 行 训 ， 
一 和 十 Ww 一 Vy 庄 未 知 元 素 的 保 效 所 构成 的 短 译 ,多 情 作 鳄 可知 


篇 次 之 形状 : 


曲 
as 


站 意 ，.。 .后 
但 运 一 短 户 是 长 方 甜 阵 束 卫 上 下 的 算 陈 果 。。[ 筹 孝 本 闲 ,(]J005]。 坦 
咎 短 旺 的 秩 等 艇 (8 一 卫 人 一 e 一 了 , 因 答 已 粹 座 明 方程 CA 及 8 二 0 设 
有 次 籼 <s 的 解 。 滞 样 一 来 , 瓷 程 钥 《24) 的 牧 等 苓 方程 的 个 数 而 污 钙 
方程 钥 半 雁 任 何 常 类 项 都 是 术 窑 的 (不 子 盾 的 )。 
定理 已 秋 完全 妨 明 。 


$4 时 矩 自 束 的 标准 式 
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合子 任何 普 关 条 坚 年 旺 束 4 十 XB。 广 先 很 定 , 息 询 存 这 惧 知 i 

所 来 的 让 列 之 | 或 在 庄 行 之 间 , 痢 没有 节 怪 数 的 如 性 相关 性 。 
说 <%， 其 中 7? 了 篇 业 深 求 轩 秩 , 水 四 短 隘 束 4 十 AB 的 列 皱 此 鞠 性 
相册 。 了 中 时 方程 (i 十 BL 一 0 有 最 小 次 数 症 拘 非 需 解 田 於 本 名 
于 始 记 答 予 的 限制 ， 知 有 中 >0。 上 页 由 定理 芋 ， 所 子 的 年 麟 来 可 以 化 等 


次 之 形状 
I 0 ) 
0 AAAB 普 


其 中 污 程 C4 十 B02D=0 注 有 有 次 数 -6 的 解 20)。 
如 时 沪 向 方程 最 小 次 卜 6, 的 非 示 名 ( 叱 时 一定 有 名人 的 ， 那 末 
培 肌 定理 4 广 短 陈 束 4 十 *, 我 信 化 所 子 矩 陵 东 篇 次 涝 形 因 : 


F 0 0 
0 LI, 0 。 
0 0 4 上 NB 


玫 禾 妇 此 和 遭 行 ,我 们 化 所 子 甜 阶 束 提交 之 准 泊 角形 : 
厂 ， 0 


LL 


， (25) 


L,, 
0 A, NB, 


其 中 < 下 和 而 方程 (4d 十 %B)zW=0 汽 有 非 零 解 , 亦 部 扰 
| 卫 如 十 的 列 是 义 性 扰 关 的 全 。 

如 末 知 芹 求 放行 名 性 相关 ,于 未 转 因 和 撼 陋 束 出 -HB 可 以 化 需 
025) 型 ， 其 中 类 后, 80 物 挤 篇 菜 些 笋 Wm yo 


-一 一 一 -- 一 -一 一 一 -- 


和 ”让 特殊 朱 形 , 苔 各 十 后 十 下 十 5 二 风 时 了 圳 -1 十 XBs 就 不 会 出现 。 
入 大 篇 在 秀 承 束 要 十 *B 由 ,因而 丁 起 踢 束 4 -2 中 ， 宵 行 阅 这 有 汕 信 几 灶 福村 ] 瑚 
社 , 故 Ti 和 
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一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


此 上 肝 所 子 算 库 昌 4 十 XB 反 炙 换 合 化 篇 次 之 维 尖 角形 : 
Le, 0 
工 。 


f 
Ls, I (26) 


0 “d+ ABo 
<2 各 和 
其 中 年 阵 东 4 十 Bo 的 刘 与 行 都 是 牧人 性 乱 关 的 , 亦 序 4 十 Be。 是 一 蛋 

正则 束 四 。 
更 在 来 讨论 .一般 的 情形 ,就 症 所 子 矩 了 淹 束 的 行 哑 列 可 能 有 常 侨 数 
的 粮 性 相关 和 性。 对 详 的 志方 程 
(4d 二 ABYz=0 与 (4' 寺 ABNYYy=0 
的 常 束 短 并 解 的 极 大 们 就 坊 9 与 有。 类 们 砍 定 理 4 的 裕 明 中 所 做 过 
的 方法 , 代 上 替 过 些 无 程 的 第 一 个 ,我们 从 讨论 对 兢 的 向 最 方程 
(4 十 AB)T=0 (4 黑 瑟 是 决 像 尼 , 立 吾 ， 中 的 违 筑 子 ) 。 和 个 方程 
的 粽 性 矮 天 常数 解 以 81，e:，…， eo 且 用 篇 如 中 肝 许 的 前 西 9 眉 向 
重 。 那 未 在 对 应 的 算 陈 4 十 2 中 前 g 个 列 者 是 零 : 
2 
A+AB=(0, AitAB), (27) 
至 相关 供 的 在 短 陡 来 4 十 XP 中 可 以 使 其 前 行 变 需 兰 。 此 等 
所 子 算 陈 束 厂 化 需 : 
闹 ”如 时 在 所 予 拓 障 束 中 7 二 i9 亦 部 本 亩 素 的 列 旺 而 性 轿 着 的 , 那 末 古 {8) 中 可 以 了 去 
前 个 工 形 的 对 让 和 综 , 芋 渚 子 坟 各 = 站 辣 绊 的 ;如 蛙 了 = 区, 亦 序 4 二 3 诸 行 是 可 性 无 天 
的 , 那 本 在 (30) 中 归队 志 灿 骨 如 上 财 15 撒 芍 和 场 4= 门 。 
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也 
下 上 总 0 C28) 
D 了 40 二 1 2 En ” 


莽 中 算 陈 束 如 十 人 B 的 行 导 列 已 经 号 不 能 引导 逢 肛 隔 数 扣 性 相关 。 用 
表示 式 (36) 南 矩 阵 束 尾 二 2B2。 生 样 一 谱 , 在 一 般 的 情形 , 答 齐 柬 
怠 二 和 AB 常 可 化 答 标 准 堆 加 角形 
a 
(BLO 万 dB。 (29) 

篇 了 方便 起 见 , 此 七 对 筷 s 甸 ?的 足 散 是 过 伴 过 取 购 ,我 们 作 人 篇 所 一 二 
Te 0 m= mh 0 

在 表示 式 (29) 中 换 正 剧 束 do 上 Bo 坑 共 标准 式 (6) ( 窗 考 §2 来 
尾 ) 我 从 最 和 合 得 出 次 之 并 对 角形 : 

9 
EO; Lo rs Les; Dos es Do; NeD, sy No; JT +AE), (30) 
潜 中 天 陈 了 了 坟 若 唐 法 式 ,或 入 自然 法 式 , 而 NV-BH+AH., 

矩 也 (30) 是 在 一 般 的 情形 矩阵 束 4 十 NB 的 标准 式 。 

需 了 使 得 从 所 了 予 矩 障 东 丰 搂 定 出 他 的 酸 蕉 式 (80) ,不必 傅 次 施行 
上 还 刍 步 县 ;我 们 按照 克 秃 南 格 的 车 杂 , 在 次 饶 中 引进 关 其 垂 阵 束 的 最 . 
小 指标 各 一 概念 。 


$55. 和 矩阵 束 的 最 小 指标 .和 矩 障 束 的 暴 椅 相抵 性 判定 


度 任 意 答 于 一 个 黑 长 方 答 陋 束 碌 十 AB。 此 有 睦 方 悉 
(d+hB)L=0 (31) 
的 解 : 吝 侦 多 项 式 刚 CD) za 人 pa) 是 稳 人 性 相关 的 ,如 果 由 得 
些 列 所 裤 成 的 短 陆 五 = [0 zol 和 ，…, Xi] 的 秩 小 舱 上 。 对 郁 忱 
一 情形 有 上 亩 不 全 恒 等 答 等 的 泛 项 直入 (和 j 加 (和 0D，-…， 2 存在 ,使 
得 
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DIR) TF pa DT A) TD ED) =0, 

如 打算 陋 下 的 秋 等 南大 ， 剖 二 是 但 的 相关 性 不 能 存在 ,而 解 加 (2)， 
Tah. 

在 方程 (31) 所 有 的 和解 中 取 最 小 次 摇 & 的 非 老 解 拉 (0 。 在 瑞生 (2 
各 性 绑 关 的 所 有 同 一 方程 的 解 中 ， 玩 记 最 小 演 昭 吕 的 解 X07。 晒 然 
有 是 寺 e。 炎 入 寺 一方 证 ,在 所 在 奥 加 af 好 粹 钥 关 的 拥 中 ,下 
取 最 小 办 其 的 解 mm ， 庶 如 此 钴 。 因 篇 斑斑 《31) 的 绿 性 抱 关 解 的 
人 蛋 数 党 所 n, 所 以 如一 方法 烃 有 限 次 和 后 必 有 贷 停 上 。 我 们 得 出 方程 (31) 
的 基础 解 系 . 
PT1CM) » Wa A) oy BCA), (323) 
其 次 征 各 篇 

B11 Eu 0 (33) 

在 一 般 情 形 , 已 予 夭 生来 dl 十 %B 的 基础 解 季 不 是 唯 一 厅 定 的 ( 即 
使 不 补 纯 量 因 子 -) 。 

代 是 南 个 不 亲 的 蘑 咬 解 色 党 有 相同 的 灵 数 序列 乌 ， sx :as 事 
里 上 ,讨论 与 (32) 相 东 行 的 第 汪 个 基 磷 解 条 ou ,Zo( 和 0) ，…，, 其次 数 
省 需 as … 融 在 次 数 (33) 中 有 : 


8 一 一 
币 类 伍 的 在 序列 51, ss,，… 中 有 : 
下 一 


显然 , s 一 与 。 任 一 列 (四 = 二 3， …，, 各 ) 都 时 到 xz) ,za(%) ，…， 
za.《 罗 的 各 性 组合 , 因 篇 否则 在 序 刚 写 办 中 可 以 换 解 54,1162) 篇 有 远 低 
次 数 的 解 二 (人 。 题 然 , 反 转 来 , 任 一 刻 z( 科 G=1, 2,…, m) 邦 是 列 
2 Yo 和 78) 的 鞭 性 组 全 。 芍 闪 二 一 疝 民 6 二 如 41。 现 
在 用 类 俱 的 推理 , 知 有 Nha = 时 sri 一 541 族 如 此 闫 !。 

基础 和解 柔 (3 中 每 一 个 解 Xi G2 和 葵 岂 于 了 二 +48B 中 庙 刚 的 84 次 
幕 的 郊 性 相关 性 《一 工 ， 号 ; Do 起 币 监 BL Sep， Bp 管 算 陈 来 


2906 姑 虎 区 


习 十 A 请 刘 的 最 小 指 档 ， 


Tr Tr 


类 仆 的 引进 短 阵 束 睛 行 的 赦 小 指标 由， 人 9 。 趾 崎 换 方 程 
{447 一 0 全 方 保 [ 二 是 10 向背 用 mm 澳 放 篇 情 衣 
甜 府 束 本寺 天 族 到 的 其 小指 柄 ， 

腺 格 村 括 短 附 来 在 相 回 的 天 小 指 杰 。 事 实 - 上 , 强 葵 也 所 个 过 重 和 元 
障 束 ; A448 缠 六 {4 十 DQC7 异 0 篇 满 铁 方 陆 )。 那 未 尘 谎 第 一 侧 
知 健 束 的 方 种 ( 左 醚 市 包 以 症 征 可 以 欠 篇: 

(4 十 7 及 Ji=0D。 
故 知 左 汪 方程 (3 的 证 三 解 以 外 7 谣 答 出 方程 
PeliBYz=0 
的 从 部 角 。 因 上 旺 知 限 束 矶 十 XB 异 卫 (4 十 B78 六 蕉 部 列 有 相同 的 最 小 
指 横 。 特 秦 到 四 合 短 阵 来 得 出 诸 行 的 最 小 指标 的 一 发 性 。 我 们 米 计 算 
标准 淮 革 角形 答 际 
9 

人 [DB (34) 
的 最 小 指标 Lo 二 Po 荐 太 证 二 0) 的 形状 的 正 期 来 1 < 

首先 注意 : 淮 对 角形 算 陈 戎 烈 《和 在) 的 完 会 最 小 指标 得 可 以 由 合 合 
轩 鱼 乏 上 各 帆 子 块 的 草 麻 最 小 指标 租 求 得 出 。 短 陈 I 浊 列 只 右 一 便 
指标 *, 而 慎 俐 答 阵 的 行 基 称 性 拔 关 的 。 间 栋 的 , 委 : 陆 工 , 对 行 亦 夏 有 
一 个 指标 ”, 而 二 详 知 陆 的 训 列 是 半 性 秋 关 和 榴 。 正 基 束 4 十 XB。 没有 
最 不 指 标 。 政 和 关 堕 (84) 对齐 有 最 小 指标 

B16) priy *** Bpy 
而 尾行 有 最 小 指标 
hh=" m0 ms "" Wae 

膛 届 注意 , 竹 阵 L, 没有 初 胡 因子 , 因 篇 在 他 的 附 晤 大 的 s 好 中 有 
一 个 子 式 等 其 1, 帮 有 -一 箱子 式 等 亦 ,自然 ,这 一 论断 六 酚 转 识 短 子 
Zr 亦 蚌 湿 合 的 。 因 篇 准 汰 衣 形 短 陈 的 初 角 因子 可 以 由 合作 汉 角 入 上 诺 
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子 境 的 彻 条 因子 来 得 出 (大 着 第 六 之 ,3,8) , 扩 以 各 短 阵 (3 的 增 航 

短 阵 训 的 报 淮 长 人 区 入 让 于 生得 未 或 者 ( 同 栈 的 ) 盘 之 盛 格 杞 扰 的 
类 随 来 448 的 训 小 折 模 三、…, 3 加，…; 委 切 各 风 地 所 完全 隐 
逢 。 因 坊 寡 相同 栋 准 不 的 页 个 短 障 束 是 彼此 暴 格 相抵 的 ,所 以 态 们 攻 
朋 了 区 之 定理 : 

定理 5、( 克 归 南 格 ) 彼 了 使 得 任 训 三 烟 厅 数 同 雹 %xn 的 其 太 
短 晶 来 4 二 2B 典 11 二 XB 琶 赂 相抵 , 友 分 必要 的 ,是 汉 些 顷 阵 来 有 要 
风 的 是 小 指标 奥 相 同 的 (" 训 腿 "中 -无限 ”7 初 地 因子。 

最 和 合 , 沽 了 朋 人 能 起 见 , 帘 出 一 个 因明 小 指 概 一 0,， es 一 1，ss 一 2， 
2 一 0 mp 一 0 gs 一 2 导 宁 投 因 子 他, 人 十 加? po 的 短 陈 束 4 一 的 


o 《85) 


虹 ” 奏 笨 咎 抵 阵 乐 , 所 有 汽 有 写 出 的 元 素 杭 符 莽 尘 。 
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86.， 办 一 次 型 束 和 与 虹 安 密 迷 型 束 


到 子 十 个 窗 二 次 型 : 
A 2) 一 之 Hom 有人 9 一 > Por! 
他 们 产生 二 次 型 束 Cz, 二 十 Ap 2 二。 得 悄 型 束 对 麻 共 蜀 称 甜 阵 素 
本 十 Pd 一 二 吾 一 芒 。 如 于 我 们 在 型 东 dz 2) 于 BLY; 7) 中 台 才 
数 施 行 一 个 满 秩 粽 性 交换 = 2 人 | 了 | 对 只, 邢 术 克 换 熏 的 刑 束 (2, 攻 十 
+AX5(Cz 芒 对 应 於 矩 际 来 
ABIT; (88) 
上 i 幢 工 是 一 个 2 般 常 数 (F 印 趴 六 抱 天 )? 满 秩 广 隙 。 
有 恒等式 (89) 相 猪 合 的 十 眉 短 陆 束 4+XB 与 殷 二 AB, 称 篇 柑 合 的 
‘比较 此 十 章 , $1, 定义 1 )。 
如 果 代 替 二 次 型 东 水 讨 防 灾害 过 型 东 
可 (z 4) Bz, 抱 | 4(z， +) 一 2 Unt Blr, w= D3 bi | 
那 术 汪 个 型 束 对 应 座 魏 密 遂 答 了 注 来 +%BCA* 一 4，,B* 一 B) 日 。 轻 继 
数 的 释 措 z 一 全 z(| 了 | 关中 生 , 所 得 出 的 型 东 半 磋 秦 灾 密 过 类 陈 束 


有 十 AB 一 T*(C4d 寺 ABT 《| 天 的 。 C37) 
有 恒等式 (37) 相 和 灶 合 的 两 侦 矩 阵 束 4 二 MB 与 A448 称 篇 联合 


的 。 


Mr 


显然 , 短 阵 来 的 相合 性 稻 责 合 性 都 是 相抵 性 的 特殊 情形 。 但 是 在 
讨论 十 个 对 称 短 障 求 (或 友 渐 移 短 陈 来 ) 的 相合 往 或 雨 个 安 窗 过 算 阵 束 
的 联合 性 时 ,和 全 性 与 联合 性 条 念 下 相 拭 性 概念 是 一 狼 的 。 过 就 是 琢 ! 

定理 6. 亲自 用 格 相抵 的 被 基 称 (或 反对 称 ) 年 陆 来 永 这 是 彼此 相 
合 有 的 。1 二 个 腑 格 人 相抵 的 的 安 窑 巡 知 捕 观 永 这 是 彼此 联 得 矣 会 的。 

证 朋 工 . 假 汶 葵 对 南 个 刻 格 机 丘 的 胃 称 ( 反 明 对 知 随 束 4=4 十 


从 在 过 一 陪 中 显 怒 ” 去 示 香 稍 到 天 胶 寺 有 ， 闲 即 窗 共 机 宁 定 短 簿 : d= B= 六 
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-) 瑟 旺 二 = 才 上 7 和: 


A=PAQ<4= 士 4, 让 = 土 人 | 辣 | 关 0，|@| 关 0)。 (38) 
考 储 罗 疝 条 | 下 入 ， 我 介 得 出 : 
A=Q4P’, (39) 
答 (38) 谨 (39) 求 得 ; 
A0P™ = PQ (40) 
命 
U =0P", (aD 
等 式 (40) 可 寅 人 篇: 
AD Ud, (Cg 


由 (4 多 很 容易 程 出 : 
AUF= Ud Ch=0,1, 2,..), 

一 般 的 有 

AS -8', (48) 
其中 

I= FU), 《4 
而 -fy 乱 关 的 任 一 和 多项式 。 得 设 玩 取 过 个 世 项 世 ,使 得 有 jj 及 ,去 0。 
其 末 由 (43) 得 出 : 


A=8'AN-7?, (45) 
在 (38) 中 , 代 机 以 所 得 出 的 他 的 表示 式 ,我 们 有 : 
A=PS'4S10. (C46) 
篇 了 使 得 运 介 胸 优 式 证 一 个 入 会 购 岳 ,证 尖 三 次 之 绽 二 


(PSY A ty, 
误 一 每 式 可 以 短篇: 

S2=Q1 "i=U, 
但 是 和 矩 障 访 = 了 (中 各 会 入- -等 式 ;如果 说 入 在 短 让 避 的 影 谱 . 上 内 
插 多 项 式 作 篇 fs。 过 是 可 以 做 到 的 : 因 得 外 殿 有 | 六 关 0, 多 值 醒 戏 
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~ 入 有 一 个 饥 值 苍 支 钦定 愉 短 陈 0 的 影评 上 
现在 从 等 攻 (46) 我 们 就 得 出 相合 性 天 傈 


TAT (T=SQ=~vQP™TIO, (47) 
2， 当 谎 安 审 过 型 的 藉 明 与 上 上 壕 卉 明 所 差别 的 纸 是 换 符 号 ' 篇 符 
号 * 。 
从 所 恒 明 的 定理 司 定 理 5 推 得 


推荐 ” 南 个 二 次 ( 安 密 过 ) 更 


TT rr 


Cry 2 二 BCz, 2) 钢 I 和 (x, 2) 于 BCz, 四 
可 区 种 营 换 ， 乞 一 Tal | 一 他 分 必要 休 件 基 基 阴 安 竺 建 


Tr CR 


的 时 小 前 庆 
让 渔 谎 对 称 或 安 窗 巡 重 证 束 , 行 由 型 有 相同 的 最 小 指定 ， 
一 一 和 A yo (48) 
提出 次 之 问题 ; 狂 予 南 个 任意 的 悦 二 次 测 
二 (次 ) 一 癌 RE BUr, HO= 避 看 


en a 


些 型 香 平 方 和 
Da 恒 > biat ? (49) 
闭 堆 出 个 次 窗 过 型 4Cz, 人 与 Bw ?+) 提出 类似 的 商 赴 , 亚 是 在 
请 一 情形 要 换 (49) 式 篇 次 之 帘 靶 : 
> ai52， 山 DY bah, (50) 
而 了 号 克 a 与 GG 一 于 2,…,n) 都 是 导数 。 


我 们 假 喜 二 次 、 安 害 赴 ) 理 .fo x) 甸 BCz,) 合 有 所 指出 的 性 时 。 
那 订 业 阵 孙 了 十 % 了 3 获 相 合 於 (也 合 南 ) 圣 有形 知 阵 束 


幕 二 部 和 寻 。 第 二 二 音 ” 暴 得 请求 401 


{G1 Ab: Qo hay ey Gat on} (61) 
识 在 狼 角 入 上 请 二 项 式 gy 中 26， 中 恰好 有 70 二 昌 便 不 屋 等 典 弄 。 兹 
不 二 区 其 -一般 性 ,可 以 作息 
Ui 01 = nn 十 1 
从 
十 Bo {an rt Pr 二 
我 们 胡 短 了 淹 必 1 篇 次 之 形 装 
玉 一 了 
{ 0,，, A AB . (629) 
比较 (523) 生 (34 5)，, 我们 厨 到 ,在 记 了 的 情形 ,所 有 最 小 指 科 都 
等 於 寺 。 此 外 ,所 有 害 般 因子 都 是 一 次 芭 而 对 内 安 窗 旭 措 都 是 实 因 子 。 
我 个 得 到 了 次 之 定理 : 
定理 7， 焉 个 二 次 或 安 密 这 型 4(2, x) 与 了 Co, 2) 条 司 -- 构 数 
次 局 时 可 化 关东 友和 [(49) 浇 (60)1 的 充分 必 训 估 件 是 知 湖 来 -2 
坊 了 使 得 在 一 般 情形 ,同时 化 疝 个 二 次 或 安 密 杂 型 dtz, 四 与 
Btz, 2%) 篇 芽 一 标准 形式 , 麻 当 换 知 卫 束 症 二 人情 乱 与 之 髓 格 相 拭 的 “ 醒 
淮 " 涛 称 答 陈 束 成 安 窗 迷 和 矩阵 束 。 
如 谢 稀 短 隙 来 4 十 AB 有 其 小 指 械 上 j= 二 … 一 8 一 人 总， 区 -天 和 
5 关 0 奥 竹 限 初 航 因 子 pw ，1，…… 4 ， 有 堪 初 般 因 子 十 和， 
十 坟 在 档 淮 二 (30) 中 g = 有 PD 一 gy， 911= 
ro 在 (30) 中 换 对 角 称 上 行 南 个 工 , 算 五 子 坊 答 - 蛋 


0 “了 了 
1 小 换 和 全 一 .个 机 本 一 再 (二 让 再 人 形 子 块 沪 岳之 识 


略 相 纸 的 匀称 子 志 


| 


10 Do 0 1 | ?0 
| |/ 00 
Koy oN 0 1 2 | Do .| , 。 (53) 
本 二 r 加 用 . , | 
下 
10…0 0 


此 外 代 炮 (80) 中 湖 角 狠 上 正副 子 十 了 十 ABC 是 若 目 矩 隧 ) 
dB= {TADNE TE BED, OFA BN He 
可 取 与 之 跨 格 相抵 的 年 陆 束 
{ZED ey GED}, 
其 中 
Zi = Fn [人 二 My Ee) te] 一 
0 和 - 昌 因 十 让 


0 -3 
一 ， _ ” , “ ， ($= 2 (B54) 


-HT 1 0 
短 阵 束 4+XB 度 格 相抵 肉 半 称 短 孟 束 


D 了 瑟 。 0 Dey 辣 
可 二 》X 闻 一 0, 外 2 ;Ne ), os 0 
Ht 0 L,, 0 
Zt, zi . {55) 


WU 了 ji 基 0 可 以 同时 化 息 由 等 式 55) 所 决定 的 标准 形式 4Cz,z) 愉 
SC De 

和 如果 A(z, 沪 痢 Blz，, 必 是 安 密 尝 型 , 那 末 矩阵 束 4+AB 的 “有 限 ” 
初 严 因子 是 时 因 子 或 篇 槛 共 谣 河 : 

tN, MEAD CAT G1, 
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[人 一 2 名 莉 夺 突 瑶 ]。 夭 -- 济 校 共 雹 初 条 因子 0% 十 和 ™， 


(二 22 建 下 六 麻 的 安 窑 运 生 | 剖 来 
Wy 十 并 ， (十 A 二} = 
0 VTA 二 十 刁 0 0 的 
本 ( )-( ; {BOY 
FF 0 OQ (ATEB+ EH Fld) 
本 一 五 (41， = HH, = VoD, 
温 标 一 来 , 谢 座 当 宕 遂 情形, 代 季 (665) 可 到 拯 淮 和 矩 限 束 


_ 4 0 rH,. 0 玉 
HB -. 广 -1 7 站 7 
0ji,\L 0 LI 0 


_ rr - 
ND, "a Nn), Ed, "i Mr Hi, "yy rl (B67) 


古 个 安 密 潍 到 和 4) 20 答 及 2,7?) 彼 要 数 的 同一 变换 4+ 二 Tz 全 | 于 人 0 
可 以 同时 化 篇 由 伪 站 所 决定 的 形状 G4) 办 B(x, 2)。 


$7.、 对 瞧 微 分 方程 的 应 用 


毅 洽 把 所 得 出 的 烙 采 应 用 所 有 常 傈 若 合 % 个 未 知 硬 数 名 个 一 般 
勿 性 微分 方程 的 方程 组 的 种 分 多 


et 2 bu = HG=1,2,., %) (58) 


或 疹 篇 算 隘 形式 
Az+BS A p00); (59) 


进 不 
4=| ci， i | (2 = 2 = 1， 23， 3 
四 站 = 的 特 于 情形 , (551 要 归 共 寺 式 的 牌 和 ; 包 罕 这 基 莹 $5 中 让 天 邯 的 研 宅 。 
如 所 苑 知 ,而 强人 皇 喜 的 任何 :经 畦 性 微 共 万 程 粗 可 届 化 篇 (8) 的 形状 ， 如 时 未 知 国 
鼓 舶 所 有 一 工 汲 计 式 部 作 管 新 赤 郑 男 蝗 来 宵 充 的 引进 所 村 酌 的 短 : 牙 方程 硒 中 。 
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和 一 (810 

呈 进 新 未 知 末 数 zy ?2; 一， Za， 他 簿 失信 林 知 国 散 条 Ye 

之 间 有 常 傈 归 满 秩 和 性 父 换 的 天 保存 在 : 
w= [z= Z| (60) 
再 者 , 代 奉 方程 (63) 可 以 以 他 仙 的 任何 ”个 称 性 无 本 的 称 性 组 合 ， 
胎 就 等 亦 堪 于 矩阵 本 ,8 六 以 mr 般 满 秩 廊 彝 了 。 在 (9D 中 代 z 凡人 

日 深 项 在 业 (39) 以 卫 ; 我 们 得 时 : 

42+ 玉 -和 ， 《6 了 


其 中 
A4=PAD, j= PBO, f= Pf= (A, fs, iy fa) (62) 
焉 上 时 短 阵 东 4+%B 各 4+XB 外 此 厂 格 相 拭 : 
村 十 入 站 一 三 (大 人们。 (63) 
计 了 到 短 陆 卫 奥 包 使 得 短 陈 来 并 -FAB 篇 李 准 维 对 角形 敌阵 
A+AB= {0, Ls sy Les Ess es Ly NED, ey Ne), 
TEAEY, C64) 
洲 麻 蕉 (6 二 中 滋 角 牺 上 庄子 地 ,我 们 的 微 妇 方程 得 烈 代 篇 2 一 2 一 
99 一 “十 3 站 个 方程 组 ,他 们 的 形 全 
Oz= ， (66) 


ltt 1tt _ _ 
To (2 一 公 一 二 22 一 分 ， (66) 


el D-Htit} -sy-l+i , 
I (SE) 2 = (167) 


人 

人 Ge “ 1 (k=1 ,3,8), 68) 
i 

( dl 让 “+， 《69) 


Mr 


性 毅 住 ,到 拓 号 于 示 烈 抽 陋 。 侈 站， 二 y= (es Yay zn 是 元 素 广 TL Ta" TH 的 列 。 


一 部 苍 划一 而 ”到 认证 环 人 二 


2 ¥ 
: 
之 一 ， 4 六 ' (70) 
> 加 
1 1 立 
2 一 《21， ”” ;Kg ， 了 一 CF, "i 六， 4 = 【2pr1g 
7 (7 诸如 此 类 ， CD 
dN i 
A) =A+B 也， 如 果 4(2) 三 于 十 和 4B。 (72) 


冯 样 一 来 ,方程 组 (59) 在 一 般 情形 的 千 耸 化 敌 远 种 类 型 的 特殊 广 
拱 租 (6 由 一 (69) 的 积分 。 在 省 些 方程 中 短 潮 束 44+%8 有 潼 克 的 形状 
0D, Je, LI, BNO, 二。 

C1) 篇 了 使 得 方程 组 (6 相 ) 不 会 子 盾 ,充分 必要 的 ,是 

¥ =0, 
亦 部 
广 关 0， 四 =0。 (73) 

在 这 一 情形 , 作 翁 构 殉 齐 z 的 未 知 丽 数 aa， za …; sw 可 以 取 上 的 任何 
[3 

(2 下 方程 组 (66) 的 形状 需 方 程 狂 

1, (4 -jz 一 (74) 

或 者 更 详 和 的 寅 篇 

oD, th nF O76) 


”0 翁 了 简化 记 法 .我 何 概 一 7 照 了 的 足 数 、 乱 了 了 使 得 方 各 组 575 呵 则 户 程 名 (669 , 巍 
尝 扫 5 过 5 时 对 每 一 个 = 徇 导 报 流 加 5 十 Eyt1 十 一 十 59_ 和 1 十 i 一 1 而 对 和 :一例 了 的 吕 教 源 
直 凡 十 Sge1 十 "十 B94i-1e 
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适 莉 鼎 积 aa 永 过 是 相 容 的 各 果 取 任 fi 的 醒 数 作坊 zerr( 人 ， 那 
束 符 各 5 顺 光 六 他 就 定 出 所 有 下 各 的 : 妥 病 画 蓝 2 Ty els "sy Plo 
《30) 表 方程 钥 (67) 篇 方程 组 
(CS)=7 (76) 


本 fitt), 2 十 如 一 Fs 《tv oe 二 21 一 六 (0)， 
Zo = Frnt) oo., 《77) 
和 从 方程 C77 :除开 第 一 个 方程 外 ,我 个 唯一 的 定 出 zz 1 
2 二 /19 dt do “9 1 二 户 一 Os 一 


二 CD 


在 馈 一 个 太 程 中 , 代 和 以 其 所 得 出 的 表示 式 , 我 们 得 出 相 容 性 人 条 
件 ; 


空 a fo df, 加 _ Cn 1 
名 一人 二 全 主 一 寺 ( 一 DD ?人 人 一 0。 079) 
《和 ) 表 方程 (68) 篇 万 程 组 
No (jz 一 了 C80) 
TD 
i ~ dr, 
1 = fi 人 六 二 和 ot 2 1 = fo 4, = feo (981) 
必 可 及 赤红 一 的 是 册 阴 
< 一 fF, Tu—1 一 Pu ds, &1 一 PE 
人 3 ， . 人 一 1 产 、 
+ 一 上 《一 下 dio (82) 


= -一 一 一 一 


时 同上 而 一 榜 , 症 寻 屿 我 们 性 动 了 站 法 。 瓶 淮 . 上 :一 个 是 主 。 
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《5 ) 卖 方程 组 46 急 各 六 程 租 


= (83) 
有 如 第 五 价 , $5 中 所 已 多 次 朋 , 运 种 方 各 组 的 一 般 和 解 有 次 之 形状 
gti, +| or (84) 


此 许 z 是 有 任 深 元 未 的 烈 { 未 知 商 数 在 :一 0 时 的 原始 八 [)。 

反 过 米 和 从 方程 六 (51D) 畦 殉 到 方程 租 与 风 实 要 用 太公 式 (60) 革 462) 。 
入 本， 画 数 和 2 中 每 一 个 郡 征 画 数 阅 ,4 的 好 性 

昌 合 ,而 株 败 天 ，… J 入 中 每 一 咎 都 可 以 经 隙 峰 六 的 f(D 

笨 性 政 出 ( 叙 监 篇 谊 数 }。 

上 带 分 析 指 员 , 半 蕉 方 标 粗 (58) 的 相安 性 ,在 一 般 的 情形 ,就 方程 
的 洗 第 之 天 麻 当 适合 蕉 此 华 定 的 六 性 在 限 ( 常 休 败 ) 徽 分 相关 性 。 

如 果 各 些 休 件 都 衣 适 合 , 那 末 专程 得 的 普 远 解 (一 般 的 ) 辐 时 含有 
掠 性 的 任意 向 数 与 任意 两 数 。 

相 容 性 的 特性 典 佣 的 特性 (特别 是 任意 党 数 办 任意 男 丈 的 散 景 ) 篇 
德 陈 束 4 二 8 人 -所 决定 , 因 篇 稚 分 方程 各 (65) 一 


Pe pede nl ha le dt ds et el 


第 十 三 章 。 非 负 元 喜 所 梭 成 的 年 际 


得 一 章 中 所 研究 的 是 元 殿 都 是 非 全 的 实 短 承 的 尾 损 。 过 些 秆 阵 
让 要 是 压 用 并 新 率 险 中 由 册 可 天 纯 心 斯 篇 哈 晰 其 ( 或 技 索 性 的 ?年 陈 ， 
驮 考 [25])7 的 硼 究 导师 人 狂 系 条 的 微 振 熏 理 答 ( 颇 动 短 陈 ,大 考 [7 ])。 


$ 上 一般 的 性 质 


定义 1 元 尝 都 趣 实 数 的 长 方 知 谭 
过 -81 =1, 3 
称 需 非 名 的 【让 之 需 4 寺中) 或 正 的 ( 记 之 坊 4 了-… 虽 、 如 果 短 呀 的 所 有 元 
束 都 是非 色 的 (或 让 的 ): ew 二 0 或 wx 人。 
定义 2 方 陋 4 二 axtt 称 篇 可 分 肉 的 ,如 隶 可 禾 分 所 有 的 足 数 
] 22 篇 三 习 二 精 租 《 优 公 基数 的 ) 吝 ; 包 ， 4) 二 和， 
Cp 二 09) ; 恒 得 : 
Ci 一 站 a=1, 2; 一 
在 相反 的 情形 ,我 们 稳 知 阵 4 篇 不 可 分 次 的 。 
圣 坝 在 再 阵 4 二 am 中 床 序 的 便 换 , 我 们 是 指 合 余 乱 阵 -4 中 族 
行 的 车 换 筑 庄 列 的 同一 访 搞 而 息 的 。 
可 分 肉 典 不 可 分 附 知 则 的 定 闵 演 可 述 往 : 
定 闵 2 .， 知 际 A=]as 必 稳 往 可 分 版 的 ,如 采 次 盯 的 证 挽 可 以 把 他 
多 需 光 之 形状 
~ /BB 
3=(, 中 


其 中 刁 与 万 篇 二 态 障 。 在 相反 的 情形 我 们 称 和 镍 陈 4 符 不 可 分 部 


缮 二 汪 分 第 二 三 闪 者 夏 元 未 所 楼 成 的 粹 了 陈 409 


设 征 阳 4 一 1ax 作 划 订 评 此 度 需 相 ，ea pr ;的 如 条 向 到 空间 兹 
中 多 性 违 算 子 是 。 在 迁 阵 工 中 区 序 的 医 换 淹 应 於 基底 中 问 量 厂 归 的 购 
动 ;这 即 色 基底 el ez，eu 和 需 新 基底 后 一 1， 加 一 6 en 一 Chpy 其 
中 7 和 入 足 蚊 2 的 某 一 个 丘 列 。 此 坚 徐 广 A 继 需 其 
相似 秆 陆 4 二 于 IT (在 构 换 敌 伍 中 的 每 一 行 典 每 一 列 中 旗 有 一 个 元 
汝 等 版 1 而 其 佬 元 素 都 等 风 堵 ， | 

至 殿 电 中 z 杂 坐 模 子 罕 间 ,我 们 了 和 解 篇 杆 -内 en, er …， er, 需 
尖 语 的 相 中 和子 窒 国 红 二 语 之 <0。， 针 黄 空 间 直 的 每 -- 伽 此 
到 ez， Bs 可 以 联 Cs 个 vzv 区 坐 标 子 空间 。 可 分 贱 千 陆 的 定 猴 半 
能 葵 子 次 之 形式 : 

定 六 2 短 障 4= ax 1 禾 壳 可 分 内 的 ,站 HL 仙 营 汪 个 夭 限 所 六 
应 的 到 算 子 和 有 vz 杂 不 杰 举 标 站 空间 而 生 v<n。 


我 们 来 征明 次 之 可 : 
下 多 术 人 披 -全 丰 可 和 本 全 什 “入 多 际 款 的 际 ,本 


(LT C1) 
证 阴 ” 人 篇 了 证 月 我 们 的 引 , 庶 要 祥 朋 游 淮 任 意 向 量 【 列 ) 0 y=>0 
Cy 于 中 都 有 次 之 不 等 式 
H+ A 0 , 
如 孙 我 们 能 金 证 有 明 , 在 条件 正体 件 wy 二 0 时 /党 拱 4 下 日 巡 下 ， 问 量 2=(B 十 A) 电 
中 爱 供 棣 的 个 数 窜 少 蕉 向 晤 了 中 发 坐 模 的 个 数 , 屠 末 上 入 不 等 式 就 已 
建 江 。 低 地 是 相 太 和 约 。 靳 末 疝 量 颖 典 ?有 相同 的 哗 华 标 全 。 让 不 损 类 
其 一 般 往 ,可 以 芍 列 y 肯 > 取 次 之 形状 田 : 


各 ”在 本 而 中 ,下 处 胞 丙 逢 ,我 出 了 解 由 竹笋 有 有 1 个 数 的 列 。 在 革 一共 底 中 所 了 予 堪 隧 
所 二 air 上 i 烙 出 某 一 穆 性 到 算 子 。 在 演 个 其 庶 中 ,我 朵 强人 管 疝 基 与 他 的 洗礼 行星 得 同 的 。 

加 ” 旺 碟 我 个 是 过 柑 来 得 出 的 , 因 圳 2 二 yAy， y=0, 散 向 曙 J# 的 正 华 标 料 用 谎 向 显 
了 的 正 蛙 栋 。 

合 ” 藉 助 共 誉 标 序 数 的 某 一 种 商 翻 ;对 艾叶 > 是 相同 的 ) ,可 以 化 列 y 开 5z 党 壮丁 展 
让。 
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A A . 
OO) eo, 


其 中 型 站 生 4 桨 相同 的 维 披 。 


| :je 
持 应 的 命 21- Cy 人) 
册 有 | (9) 2 (0)-00), 
故 Aim = 0 , 


因 篇 t=9, 所 以 推 得 : 
da 一 0D。 
过 个 笃 式 耻 知 i 开 忆 的 不 可 分 座 性 于 后 ， 
汇 柑 一 率 , 我 们 的 引 已 奈 嫩 有 明 , 
在 放 蒂 中 ,引进 敌阵 芋 的 村 各 : 
如 一 ja 各 (g=1, 32)。 
潮 束 由 中 挫 得 : 
| 分 睁 的 短 阵 ， 那 末 洗 才 任何 正 数 耦 
Cs CS 都 有 有 正 整数 了 存在 ,使 盘 ; 
a 0, (C2) 
证 i 如 此 ih 
1， 其 二， 
蔷 中 和 是 甜 陆 和 和 的 最 小 多 项 式 拭 各 的 次 数 。 
事实 上 ;以 ?0) 记 汪 ( 加 除 以 二 DD” 后 所 得 出 的 甬 式 。 那 来 出走 
(1 ) 知 7C《D>0。 因 答 70) 的 次 数 小 拱 mn, 故 和 从 所 得 下 的 不 等 式 , 扒 
知 灶 稚 任何 民 志 7 六 (所 贡 至 少 有 一 向 非 盘 数 


[各 一 1} 


(3) 


Osxs Hs 他 证 2， “站 


不 等 礁 寺 。 因 篇 在 2¥5 时 有 6 一 0 故 得 畔 保 (3) 中 第 一 逢 天 保 。 (对 
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办 二 此 的 ) 第 一 个 天保 可 户 舌 们 的 得 册 ， 如 果 换 示 等 式 了 人 > 得 未 
乏 臣 dr) 二 0 起 。 
广 引 维 迁 一 桐 扒 次 富 朋 了 ,在 不 等 式 CI1) 中 可 以 换 数 1 一 篇 就 


mm—1, 
32， 不 可 分 吝 非 所 拓 阵 的 影 谱 性 时 


1， 配 朗 在 4907 年 建立 了 正 垂 陈 的 影 落 ( 亦 序 特 微 数 式 特 徽 向 基 ) 
的 卓越 性质 包 。 
定理 1 ( 配 妇 ) 正 知 乔 4 二 1aw 上 党 有 实 的 而 是 正 父 特 微 数 
数 7 汉 床 英和 烦 际 4 的 一 信 持 合身 最 2 (zt, 加 32、 让 当 标 都 是正 
的 :320GC=1 39。 
正二 际 基 不可 认 肯 非 匀 逢 阱 的 一 条 特殊 形状 。 勿 关 别 涅 斯 自 推 让 
了 配 毅 定 玛 ,研究 不 可 分 麟 非 鱼 年 阵 的 影评 性 四 。 
定理 2 ( 缴 劳 别 温 斯 ) 不 可 分 兄 非 全 类 了 4 一 |eo 上 i 营 有 正和 星 洽 
数 了 , 他 是 特征 方程 的 一 个 单 积 。 所 有 有 共 亿 特征 蜂 的 校 不 能 超过 绑 7。 
标 大 特征 数 了 当 永 认 一 国 坐 梭 休 二 正业 的 特 伍 向 时。 
如 时 此 时 二 EB 者 4 有 如 中 i 山特 微 数 入 X= A1 "9 AI 他 们 的 模 都 等: 於 了 3 上 
那 术 过 些 数 郁 彼 此 不 同 而 且 是 方程 
ji C4) 
的 概 ， 上 日 1 加 入 算 陈 上 4 二 ! 陈 A= en 3 1 的 整个 影 证 Ang 办 yy 一 1 各 加 菠 面 _E 
0 示 训 牙 岂 的 非 攻 其 陈 宙 正 失 中 的 果枝 永 退 是 -个 正 后 陆 。 
全 ” 妆 者 [T2558], 温 帮 LL 了 了 ], To0 Fr 
侠 ” 因 党 豆 7 鞍 一 个 好 焉 笠 币 束 ， 曾 二 灶 联 基 二 向 等 德 雪 的 特 才 疝 星 =， 旭 时 不 计生 县 
周子 时 ,大 叭 一面 定 的 。 时 本 槛 年 理 知 疝 量 = 的 坐 谭 才 示 等 苏 罕 ,都 是 完 娄 而 抽 同 对 。 党 
疝 星 > 且 十 1 焉 一 [可 以 合生 淮 标 胡乱 正 雪 。 丰 周 我 请 稍 凤 辟 (到) = feiy sa pn) 篇 
正 的 (比较 定 2 1 )。 
各 甬 考 [L1254, 0。 


419 算 陈 论 


的 一 租 斯， 则 在 将 适 一 秆 而 能 村 “7 德 ， 仍 然 变 壳 他 个 月 已。 莉 j>1 


外 


酬 , 敌 时 二 中 灾 基 的 总 换 可 以 称臣 化 从 次 之 - 和 下 : 
0 1 Uy- .1.0 


| 0 分- .0 
其 中 位 次 对 角 入 上 的 基 方 子 卉 。 

因 需 后生 定理 是 匆 劳 别名 斯 定理 的 特殊 情形 ,所 以 我 们 和 实 需 要 缚 
半 德 - * 定 理 各 。 首 先 规 定居 些 有 隐 的 记 渤 。 

我 全 高 : CD 或 Div, 

其 中 避 向 也 是 砍 败 同 篇 加 xn 的 时 长 方 短 往 
C=|es|, D=|da] GG=1, 2 nm; B=1, 9, Nn), 
充 好 必要 的 是 
二 全 本 《一 2 Th =1, 2,-.…, RY), (6) 
如 来 在 所 有 的 不 等 式 ( 6 中 都 可 以 区 去 等 忠孝 林 我 们 窟 : 
CD 蕊 D>0, 

特别 的 ，, O00 人 0 天 示 算 卫 CG 的 所 有 元 素 邦 是非 色 的 {于 的 )， 

于 外 ,以 C 入 mod 0, 亦 即 往 夭 别 口 中 所 有 的 元 素 邦 者 乱 其 模 所 
得 出 的 短 耳 。 

2. 勿 劳 别 刘 斯 定理 的 瑟 明 四。 洒 记 固定 的 黎 向 量 z 一 (or 和， 
wt) 我 们 命 : 
(Ax) 

Te 


i 
?z= MN [di 一 之 ente? LO—=1, 2,.., 1]; 
二 1 二 站 所 二 上 


此 七 疾 喜 极 小 的 定义 , 须 队 上 使 得 和牛 =0 的 足 琶 值 i ， 显 然 7s 汪 0 而 日 
r- 是 通 合 立 之 不 等 式 的 诸 澳 艇 p 的 电大 拆 


倍 ” 梧 朋 定理 的 痢 搂 纵 暑 可 葵 老 [了 了] 100 丰 谱 重 。 
和 ”上 站 训 所 壕 的 访 明 见 礁 拉 恩 沁 脱 159。 
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总 泡 a o 
我 们 内 弄 天 , 亢 歧 mx 多 拓扑 -向量 sr0 a 的 其 天 值 : 
Cj 


TAT Nar nn 一 一 一 《7 了 7》 
《站 1 [中 本 


答 7 的 定 装 知 在 王 向 三 4 二 0 人 全 xO 以 败 2 和 0 时, mw 的 币 让 生疏 
咯 。 故 在 找 出 贾 燥 关 的 杖 大 值 蛙 :可 内 把 向 最 7 限制 擒 让 合 剖 俊 
tO 《Yo = 2 二 1 
的 请 向 : 早 所 构成 的 闭 集 合 中。 
好 来 澡 烧 7 在 傈 合 导 下 玉 纺 ,于 术 其 奴 大 值 的 存在 是 保险 的 。 商 
数 7 在任 … “器 ”x:~0 是 一 各 的 ,但 在 集合 开 的 簿 办 点 ， 其 中 有 人 眉 举 
全 桩 篇 过 上 叶 , 可 能 不 再 十 祝 .， 所 二 我 们 代替 第 合 霸 , 引进 由 资 形 丛 音 
时 9 所 构成 的 集合 六 
y= CBA (EM 
有 如 集合 虹 , 集合 六 是 有 界 陵 的 阴 集 合 , 且 出 引 工 是 需 正 向 量 所 
情 成 的 。 | 
再 者, 条 不 等 式 


Ta 
的 南 世 以 ( 囊 二 有 1>D, 我 们 得 出: 
ryedy [y= (E+A4)" 2] 
总 答 7 的 定 攻 推 得 : 
Tio 
因此 ,在 求 出 7 的 村 大 什 呼 ,把 们 可 统 换 集合 型 符 仅 由 正 向 量 所 
链 成 的 集合 :Y。 在 有 具 限 的 于 集合 冯 上 丽 数 ~。 是 速生 的 ， 故 对 基 一 
何 最 z>0， 他 玉江 到 他 的 最 大 值 、 
问 妈 30 着 人 台 等 式 
六 一作 C8) 
的 秒 篇 盘 弟 的 。 
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现在 求 莹 二: (11) 等 7) 所 健 定 和 失 的 闭 节 是 一 -和 个 正 阔 而 旦 着 夭 便 
4 的 特 微 几 , 2) 任何 株洲 条 最 2 龙 丰 的 而 骨 是 类 随和 对 欣 特 徽 肿 
的 各 铀 问 量 ,并 即 
rm0, sO0, As=72, ‘9) 
事实 工 , 如 果 & 二 和 ,了 ,了 全， 那 赤 ra min aio 但 此 时 
3% 
0， 国 需 不 可 分 岁 算 和 阳 没 有 一 个 行 中 的 元 到 能 纲 全 等 於 震 。 故 有 
?2 人 因 乱 了 芝 m 。 和 再 范 
2 一 【五 二 47。 {10) 
那 林 根据 3 引 工 , 知 w>0。 现 在 假设 .起 一 ?2 对 0 。 那 末 由 (1), (8) 奥 
to 我 们 顺 次 得 出 : 
4 一 9Z3 有 人 CE+ADTICA TO 0 AT—rt>0 , 
最 后 一 个 不 等 式 惧 数 ”的 定 闵 箱 实 ;, 因 篱 符 过 个 不 等 式 对 饼 足 葛 小 的 
> 站 将 矢 出 42 一 他 二 四 0 六 环节 疙 六 ?十 sr。 页 有 由 一 ro 但 此 
0<r= (H+ "z= -1 


套 推 得 : z 汪 0。 
现在 水 考 明 ,所 有 特征 数 的 模 不 能 起 过 。 避 
Ay=ay (yO0, (11) 
取 等 式 (11) 左 右 南 季 的 模 , 我 们 得 由 多: 
lelyts Ayr, (13) 
就 有 [| r+ 


我 个 殷 池 特 微 数 7 革 应 礁 荣 -一 特 油 向 基 9: 
Ay—ry (yO, 

那 洒 在 (11) 与 (1 多 中 取 a=7， 知 洲 是 一 候 极 并 向 晤 ,因而 y 守 0， 

认 印 9 《or 多 ,其中 辐 0G 一 2,… 光 。 故 知 , 特 缴 艇 


程 ” 轩 瞧 符 贞 六 府 考 本 区 1 的 未 尾 。 


第 -= 部 村 第 - | 三 章 非 天 元 素 所 楼 斤 的 掉 障 415 


臣 尘 庭 规 一 何 特 微 方 局 ， 因 答 在 有 十 仙 绿 性 瑟 儿 的 特征 向 培 xz 县 2 存 
在 有 蛙 , 我 个 可 世间 也 败 。 鳞 &# 使得 癌 最 =z 十 喀 ! 至 少 有 一 个 堆 坐 标 ， 
而 运 是 已 经 辟 明 不 能 成 立 的 。 

在 讨 蕉 中 引进 特征 完全 % 到 一 本 的 到 加 焉 陈 : 

BO = 1D A CE— A 

其 中 4 篇 知 耳 4 的 特征 党 项 式 ; 而 Bx) 篇 行列 式 4 中 元 素 
or 一 eu 的 代 如 鞭子 式 。 由 然 撕 维 归 了 徐 对 麻 居 一 由 特征 向 晤 《下 和 夺 ， 
常数 因子 ) >z 一 人 和 其 中 加 0 有 人 0 20 推 知 
B( 兰 0, 日 在 短 隧 Bn) 的 任 一 非 天 列 中 所 有 不 篇 宕 的 苑 玉 者 是 间 号 
的 。 滋 於 炬 | 汪 Bt7) 的 行 亦 行 问 样 的 情形 ,包谷 在 上 起 推 天 中 可 以 挤 知 
际 4 优 其 情 苔 年 际 4 。 和 从 记述 的 知 际 4 出 行 时 天 的 性 质 ; 推 知 所 有 
Ba 2 不 答 闪 容量 有 相 辕 的 符 革 9。 因此 ， 


GA'r) :ao Balr)::0, 
i=1 


亦 良 4(7) 0 而且 ?是 特 微 方 积 4C4)=0 的 旬 根 。 
因 需 了 十 煞 项 式 4 一 和 十 的 极 大 拒 , 所 己 当 27 肚 ，40 是 
增加 交 。 殉 4(7)0 而 5=1, 亦 节 


pk CFE=1, 2 No (13) 
3. 转移 到 和 妇 洲 别 汽 斯 定理 第 二 部 妇 的 评 朋 ,我 们 用 及 次 之 有 趣味 


的 引 人 @: 
引 全 ， 却 果 A=]anl? I 租 0 中 Ce 性 是 十 但 有 是 巴 个 陆 同 先 交 的 码 阵 ,而 卫 En 


有 4 是 一 个 不 可 分 衣 竺 阵 , 几 L 有 


rr 


C+ 49, (14) 
那 末 闪 类 陋 0 的 任 一 特 微 数 答 类 让 4 的 概 大 特征 数 7 之 用 有 不 等 式 
lr Ir (15) 


心 过 考 [153]。 
如 是 一 ' 侦 种 杠 随 ,而 4z0o。 


416 炳 随 让 
至 在 。 
在 鹏 怪 (d5 中 等 器 胶 立 的 充 苍 必要 修 件 是 
oe, (163 
共 中 人 7 二 而 了 是 一 茵 对 角形 知 卫 ， 共 攻 有 如 上 讲 匹 过 的 盾 都 您 公 
1(0'- 罗 。 
引 的 证明 ”内 访 滴 麻 认 特 微 数 7 的 矩阵 的 特征 向 黄 : 
Cy—7y (yO0), 17) 
由 (I 少 租 X17) 我 们 求 得 : 
上 [CC (18) 
故 有 | 


现在 来 详 姐 言论 |y| =? 过 一 和 情形， 在 亚 隆 让 418) 知 # 是 甜 隙 4 
的 软 闪 阿 基 ， 轴 而 久 >0 且 知 六 是 托 亩 4 器 蕊 特 散 赂 的 和 皇 币 | 柯 最 。 
故 关 人 怪 忆 所有 次 之 形状 : 
Ayt=0Oy =ryt, 0。 (19) 
因此 , 由 (的 得 : 
C=4。 (20) 
能 =k Ye 其 中 
= ye Cj=1, 2 Nn)o 
妇 次 之 等 式 求 定 出 对 角形 算 了 DD: 
而 一 feet 


那 来 yg Dy。 
在 得 D 式 中 代 Y 以 这 一 枫 燥 示 式 甩 命 7 一 re*, 易 知 : 
fy! =—ry, (21) 
其 中 
F=e D0D, (22) 


比较 19) 盘 (321) ,我 们 得 出 : 
Fyi=O ly yt , (23) 
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但 由 (2 人 9) 筑 (20) ,得 
0d, 

故 由 《23) 我 们 得 出 : 
Py = ty o 
因 篇 yr 半 0, 所 以 过 峭 等 式 旗 有 在 


F= + 
蛙 群 能 臣 立 , 亦 序 
cpDrIDD=-4。 
故 有 C= DID , 
我 个 的 引 已 起 证 朋 。 


4. 站 到 缴 斯 基带 斯 定 埋 月 麻 几 所 证 朋 购 列 惧 不 可 从 府 垂 障 4 站 
他 的 特征 车 恰好 有 天 个 有 有 标 天 模 了 : 
ho= Poo, | 一 Pig 和 PP 
(0= py TE), 
那 末 ,在 引 中 联 局 == 有 4;, 7 一 各 革 殿 任何 闻 =0; 了,…, 访 一 都 有 : 
A=e* Dd Dre!, (24) 
其 中 D; 是 一 个 对 角形 短 际 且 有 大 一 六 。 
仍 设 : 篇 尖 吐 办 李 大 特 微 玫 7 簿 限 A 的 正 特 微 向 量 : 


dz 一 92 (2>0)。 (25) 
于 未 , 命 
y 一 Diz (y=2>0), (26) 
由 《25) 禹 (26) 求 得 : 
Ay hy C=rem; he0, 1 h—l), (37) 


知 菏 等 式 趟 明 , 乱 (36) 式 所 能 定 的 向 最 思 …，Y 是 短 际 4 潮 贡 性 伍 
i My Ms, 用 和 1 的 特 币 硬性 。 
中 {24 知 不 伴 各 一 > 而 且 顷 绰 4 中 径 一 个 特 管 数 为 、…; hx.1 都 


二 六 丰 限 酷 


是 四 重 的 。 获 竺 给 向 最 I 如 不 时 茜 基因 子 ,类 陆 Dstk=0, 1,. 
一 卫 基 完全 确定 的 。 了 贱 一 雄二 答 量 Do, 机 1，… ;4h- -19 我 们 兆 取 
运 些 矢 陈 对 角 糙 上 第 一 人 秆 息 1 此 内 Dp, 一 瑟 而 yz>0。 
再 者 ,由 他 蕊 得 : 
= DDAdADD R=0,1,., hb—1), 
故 类 亿 闪 -上 浅 锥 理 , 知 出 得 
田间 二 
是 甜 库 4 对应 於 特征 数 re*™* 0 的 特 徽 向 量 。 
故 O099 者 烧 e?! 中 时 二 个 重合 而 短 陈 D;D 太 和 与 其 对 诡 短 陵 了 Di 
重合 , 浆 即 加 城 革 二 数 和 志 ) 有 (站 一 石 存 
BUT 一 tp，Cted 一 Pa) -Cat 
D; Di = Ds DDr T= Ds 
肖 榜 一 床 , 数 07， cmsrcuen 届 站 时 磊 的 对 角形 姑 阵 Di Duo 
在 每 一 俯 由 站 个 不 同 元 素 所 构成 的 有 梁 奉 中 , 任 一 元 素 的 刻 次 到 
霉 都 等 南大 的 么 示 索 四。 故 oz ee 都 是 1 的 上 次 模 。 因 乱 
有 产 眉 工 的 不 同 的 根 存 在 ,而 fo 二 0 过 py 之 gz 之 … <gn-z 之 2x, 所 以 


p= =0, 1, 3, h—1) 


且 有 
Er = SE (eem omer!; b=0, 1,..., h—1), (C28) 
ji (=0,1,., 1), C209) 
数 各 入 和- 构 肪 方程 (和 7 的 全 部 衫 。 
汉 应 外 438) 我 们 有 时: 
一 0 《30) 


Ll 朗 老 , 价 如 ， rad}, 324 再 。 
急 ”此 盛 我 四 所 人 恨 所 的 是 煞 桔 df， era et 民有 Dh 的 同 榴 性 。 
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等 式 ( 噶 ) 葵 于 我 们 ( 浒 让 二 1 畦 ): 
DAD, (81) 
故 知 莱 短 陋 4 及 e* 征 避 和 仿 他 的 一 由 相位 看 阵 , 因而 在 乘 短 陈 4 的 公 
部 个 特 红烧 入 。” 答 , 仍 然 链 从 他 们 自 记 9。 
再 者 ， DB 
故 孔 中略 负 弥 工 所 有 有 元素 痢 吕 1 的 关头 舟 。44( 对 应 的 也 ) 趾 京 序 的 年 
换 可 妈 使 每 宕 人际 也 条 深 之 沦 区 和牛 形 : 
六 一 {mudin, TI 可 1 “9 D1} 于 (32) 
其 中 Eo, Ess 7s E 1g 1 后 - 攻 . 呈 [和 ， i] 
Tn， WR 
《np 部 是 到 营 ;p=D 


显然 ,有 s 所 1。 
窟 4 篇 他 翅 形 [ 绒 (33) 相 加 详 的 ] 


| (33) 


和 


我 们 换 等 式 (3) 乱 一 租 等 式 


4 4 Cp y=1 9 2， "yy 一 CA。 (34) 
"1 


殉 对 蕉 任何 P 了 台 7， 或 太 J 或 有 yw 一 0 


i 


联 多 二 1 。 各所 有 生 邮 让 o 不 可 能 | 是 于 检 党 ,所 


敌 数 站 址 和 天候 控 贤 的 玉 头 束 正和 个 是 陈 寺 局 节育 工 合 符 计 有 有 重大 伐 了 - 此外， 
由 访 挫 说 古音 的 全 部 征 并 烧 可 有 二 仿 jo 的 和 人行 和 [有 主体 攻 } , 得 论 
每 -一 合 间 种 邦 芍 英国 内 任何 折 筒 竺 生计 汐 隘 的 德 黎 因子 大 相同 的 次 娄 。 演 些 狂 中 有 一 
得 祷 成 方程 14 的 根 : 0，2 lo 


420 是 lil 只 


以 在 数 让 ， 《一 四 中 至 少 有 一 个 财 必 须 等 稚 :。 定 写 有 


在 7 一 蛙 始 能 成 。 由 于 人 一 上 而 -== 一 … 二 ,一 0， 在 (34) 
0 

rH P= 2, 外 全 的 求 得 ia 一 了 3 而 本 1 一 Los 一 do 一 一 4 一 请 如 此 

类 。 车 果 得 出 : 


0 ii, 0 U 

0 0 1 D0 
lo 0 0 

本 A A A 
上 时 厅 和 一 工 ns 一 3 …， 95_1=8 一 荆 。 但 苦力 一 8 时 ， 在 等 式 (34) 的 大 名 
中 有 因子 


泻 此 数 误 面 有 一 售 数 麻 常 等 内 eox'。 温 厂 有 在 5 一 与 9 一 1 里 始 能 
成 立 , 因 而 ds 一 …=4, 一 0。 


汉人 磋 一 来 ， 
DPD= {8,, Er Eoy 7 B11} 
而 甜 陈 4 有 BD 的 形 以。 
加 瞧 曙 沪 斯 定理 比 钦 完全 全 朋 。 
5， 对 饼 银 荔 草 入 功 定 理 有 次 砂 注 意 之 点 。 
广 1， 在 勿 劳 别 温 基 定理 的 证 切中 ,我 们 同时 夸 六 了 , 尖 秦 有 桥 大 
乏 微 娄 7? 的 不 可 分 欣 短 阵 4=0, 附加 短 陈 BD) 当 和 =7 时 是 正 的 : 
Blr) >0, (35) 
六 :好 
BID 一， 分， 有) (35" 
其 中 Bist7) 是 行 刘 式 7 吾 一 4 中 元 环 rn 一 ax 的 代数 角子 式 。 
副 在 来 讨论 过 出 附加 短 阵 ( 奢 医 第 四 章 ,§ 6) 


区 一 部 劳 第 下 三 党 _ 非 枫 元素 所 构成 的 扼 降 451 


BO) 
CGO 一 ? 


其 中 Dai( 光 是 全 部 多 项 太 Ba (1 2 9 的 最 大 公 因 式 。 
此 呼 由 (5 ) 知 Diz(7D) 关 0。 和 多 项 式 也- 人 的 
特征 数 且 。 故 了 -入 的 所 和 入 或 乱 谍 数 , 或 需 实 数 ,但 须 小 图 > 。 网 
还 0 车 合 G 人 5) 式 答 出 : 


Or) = By 08, (86) 


诗 23. 不 等 式 (35) 可 坟 定 出 检 大 特征 类? 的 值 的 界限 。 
引进 世 法 
= i iain 8 1 Y= LAK $0 
那 末 多 拭 不 所 可 从 峡 知 陈 4 寺 0 
Rs 向， (37) 

而 县 在 左 洪 或 用 滥 的 等 号 容 企 s-5 时 处 能 硫 立 , 订 印 在 此 哮 所 有 多 
“小 学 和 ” 7 清和 大 外 下 二 和 的 的 合 。 

茸 实 上 ,在 特征 行 了 殉 式 


和 一 他 17 in — 1 

" a Ti [i 

Ar 一 tT pn 
nl do i | 


中 把 前 % 一 烛 刻 加 到 其 镍 的 刘 - 上 重 德 照 最 后 的 到 亲民 并 。 我 侧 得 出 : 
PGs) Bsr) =0。 
El 


故 由 (35) 推 得 不 等 式 (37)。 
吐 3， 不 可 分 对 算 草 -0 不 可 能 有 责 个 可 性 无 周 的 非 负 特 微 向 
量 。 


rp 
Tr 


六 耳闻) 是 特 答 多 硬 上 再 一 五- 的 ' 可 子 .， 
侠 在 次 靖 中 特 弘 明 , 灶 共 下 地 庚 和 惟 代 休 丑 晤 ?于 有 五 CD。 
有 ”对 就 7 建立 Htsy 局 所 罕 小 的 山 巴 的 工作 有 [L3413Sa] 左 131, ]VY]。 
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事主 妇 设 除开 法 府 蕉 入 大 特征 发 了 指正 特征 向 旦 2>0 色 外 ， 
短 际 4 还 有 着 应 基 特 微 数 e 的 特 淮 园 基 90. 且 归 > 熔 性 幼 关 ): 
Ay—ay 人 0 3。 
因 答 7 是 特 徽 方程 电 五 一 由 | 一 0 的 宰相 , 故 有 
= 
以 包 记 转借 水 陈 .1 测 秀 =” 的 正 特征 向 景 : 
= (00), 

悄 订 人 TY 说 一 (7 A = dy ely); 


故 因 az7, 得: 
(9 1 =0, 


但 在 0， y 守 0 Yy 革 0 上 昱 这 是 下 可 能 的 。 
赴 和 .在 幼林 别 温 斯 定理 的 请 明 中 我 咎 建立 了 不 可 分 齿 算 限 
刁 衬 0 的 枕 大 特 微 数 7 了 的 次 之 特性 : 


TT rs 
.1 


区 中 是 全 得 不 等 式 po 从 能 约 尖 全 的 数 p 中 的 最 大 败 。 换 多 训 
说 , 因 篇 “= min ta, 所 必 


工 号 1 号 车 


Car) 
Ta “411 -- a 
Er tr 小 


又 相 丫 位 的 可 应 济 菜 仔 何 果 放 .0G 针 们 全 出 这 合 不 称 式 
TI 


的 雍和 中 设 汪 全 各 


加 种 果 1 和 1， Vas 人 上 改 穆 全 了 了 尘 辣 ， 人 


二 > Wai 时 时 (AA, 


第 一 -部 分 划 二 二 党 人 元， 世 古 饥 安 的 寅 孟 


在 如 游民 本 灶 + 所 做 海 的 一 楼 ,我 人 这 明 负 数 7 


v0, 过 到 他 的 杯 小 值 7 。 


我 们 求 深 明 ,篇 洽 式 
~ . ， La, 
了 =I 一 人 TILE NNT 一 
ia) [1 i 


所 碎 定 的 玫 耻 内 数 7 重合 , 全 间 到 入 相 构 小 通 的 向 车 


v>0C2 生 中 是 短 障 4 党 入 一 7 畦 的 特 找 向 量 。 
于 富 上 ， 
Fo— v0 0 人 
我 放 根 芯 此 麻 的 符 忠 宇 不 能 搜 篇 等 号 。 圭 术 根 谋 引 1 


(B+AYiTv— A 0, (BTA 0 


你 w= (B+ v0, 
就 有 : ru de， 
天 而 沽 於 足 胸 小 的 a>>0, 得 : 

《了 一 so 和 (vu>0), 
庆 与 了 的 定义 入 突 。 因 此 ， 


Ju 一 9 。 
但 是 w= (B+A)" w+ 人 "ww 
故 由 #0 得 出 bw 半 0 ，。 
因此 模 据 诗 3 知 有 : 
人 一个。 


温 榜 一 绿 ,; 湖 於 数 7 es 


人 二 04 min C422 Ie) -一 Ji max 
(rd lotsr 咱 Cd ic 出 


(4) 


又 惧 莫 - 


23 


-加 量 


(39) 


(40) 


了 而且 疹 明 了 ， max 或 in 下 是 革 扔 入 =”7 时 的 正 特 币 向 晤 始 能 过 到 。 


过 六 由 


从 所 建立 的 并 ”的 特性 推 得 不 宇文 晤 


得 至 考 [133] 鳞 [1 ]，825 此 及 其 以 税 夫 天 。 


TnIN GEA a 1- 所 i [as 9 证 > 0 (41) 
A EE 让 
让 后 | 上 基 禹 在 (0 : 二 中 mt i‘ 了 积 让 ‘i 属 直 六 认 不 用 分 跟 守 障 4 六 0 


的 JE 特 币 向 车 常 能 这 到 ;所 以 1 1 不 等 了 
Tz 大 如 


或 Te 天 0 
党 能 得 出 : A Tg >0 


$3. 可 分 丝 和 矩阵 
1. 在 上 各 中 所 建立 的 不 可 分 让 知 际 非 贷 甚 陋 的 影 说 站 a 
漳 可 分 见 短 汪 肝 ,不 具有 有 人 但 古 , 因 篇 征 一 章 负 算 陋 40 党 可 表 需 
不 可 分 讨 有 的 正 短 | 味 序 王 -4 的 标 眠 ， 


A=bBm dd C0 m=1,2,.Y, {42) 
所 以 不 可 分 见 和 矩 脐 的 某 些 影 误导 视 在 粹 咽 的 形式 则 认可 分 睁 类 隘 亦 舱 


政 芷 。 
攻 蕉 任意 非 名 短 障 4 -= “er 人 我 们 求证 明 葡 之 定理 : 
定理 3. 非 色 知 陆 .4=! i 站 永 湾 有 --- 仙 冯 供 的 非 久 竺 微 娄 7, 短 
隐 4 所 有 特 微 数 的 愤 都 不 能 超 遇 7。 芝 侦 ' 村 大 "亲生 数 7 其 旗 共 莫 外 
特 浅 向 写 | 
Ay=Ty (YY20, y+*0)。 
尖 雁 附加 短 吨 8 二 1 GE- 人 -400 丰 不等式 
POY ED, -BO = (43) 


省 明 吝 对 短 绿 4 有志 示 式 《42 ， 坟 7 中 身 y9 各 疙 正 短 陈 4。 
的 榨 大 特 微 匮 筑 闻 座 太 汪汪 数 航 起 沪 化 全 正 特 微 向 村: 
二 9 《了 FE 站 一 -一 1， He =; my = = 1， 号 ， …] (44) 


各 我 个 丁 评 伴 准 伦 向 量 司 族 = {WI Wis Hs 鞭 由 iy 中 = #1。 
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此 上阵 由 (43 知 有 极 估 
lim > 
存在 , 甚 中 + 需 质 陈 4 的 特 微 狗 。 币 民 3-0 机 ro | 入， 其中 
加 往 知 阵 4 的 任 一 特 徽 败 (mr 上 六 …》， 取 栓 限 我 们 得 出 ; 
人 人， 
其 中 知 需 短 随 4 的 任 - - 特 微米 。 同 翌 的 取 榴 限 , 代 普 (85) 新 子 我 们 
Be) 0, C45) 
再 者 ,从 标准 化 特 微 向 甘 序 列 yo0 (ma=1， 2，…) 可 以 于 出 学 序列 
yn (= 1 2，…) 收 敏 稚 菜 -标准 化 ( 风 作 不 等 从 壳 的 ) 向 晤 y。 在 等 
式 (44) 的 两 饰 对 大 所 予 的 4 的 子 序数 %,，《p 一 1，2，…) 到 构 限 ,我 人 
Ay=ry C0, yD), 
对 其 阶 ” 用 数学 为 锁 法 求 建立 不 等 式 (43)。 当 n=1 时 还 些 不 等 
式 基 很 朋 晤 的 和 我 全 假 贡 但 全 几 身 斑 <n 的 捞 夯 是 摧 歼 的 ， 而 昌 毁 
级 短 阵 4 low 上 来 建立 (48) 式 。 
把 特征 行列 式 J( 力 一 | 一 4| 按照 其 骂 后 一 行 和 最 惩 一 庆 来 展 
并 ,我 们 得 是 ; 
ID = Ha Dh) YB a ee (46) 
此 麻 Ban 加 二 |Mm 一 an 1 研一 1 级 ' 散 小 非 名 逢 阵 的 等 微 行列 式 ， 
而 B00) 篇 行列 式 Bon( 罗 中 元 来 加 4 一 ww 的 代数 陈 子 式 (=1, 9 
DD。 以 二 记忆 a( 罗 的 杠 大 非 负 根 。 那 宋 , 在 (46) 中 到 4=r， 
有 注意 ,由 其 鳍 丘 革 的 假 吉 
Blinr) iD (i FE=1, 2,. ,nN—1), 
我 们 由 (46) 得 国 : 
A EO, 乌 


和 事实 上 , 因 各 区)= 信 4) 二 4( 罗 ,所 内 党 4 一 1 酶 ， BO)= EB(2) a0。 


d426 姑 陋 请 


形 一 太 面 ，4 人 让 一 各 十 中 鼓 夺 于 3) 王 十 00。 所 以 rs 或 需 
录 各 的 概 ,或 者 小 亦 了 (的 下 下 二 .让 请 和 招安 炊 行 
4 
办 篇 在 矩 卫 4 中 稳 通 深 太 的 胖 襄 EME BA 
来 代替 BoC 和 DD, 喜 以 7 记 针 三 式 瑟 ,O009=1, 3,…, 芭 的 极 天 根 ,就 
有 : 
TET j=1, 29, 1, C47) 
再 洪 , 以 Bitt7) 表 特征 知 限 一 二 的 一 1 航 子 式 肛 (一 1 的 
生 禧 。 光 ) 汪 微分 过 个 行列 式 :, 我 们 穿 易 刁 有 出 


- 抒 人 FBO) G1, ,1), (48) 
其 中 B00) 一 BODTG=7 天 六 了 =1, 2 号 是 nm 一 工 航 短 陈 [aa 
Cy 认 二 2 一 ,十 的 附加 答 限 。 伍 中 稻 寺 法 的 假 识 


BDO 0 如 其 hr (j=1, 2,…, 0， 
艾 由 (4 最 (48) 有 


-BCD>>0 各 其 ?sr。 (49) 


电 (46) 婴 (49) 得 出 : 

BOD 0 如 其 N 宇 7 。 

定理 已 经 完全 性 明 。 

址 ”对 大 看 英 极 圾 的 <42) 式 , 不 等 式 (37) 仍然 有 效 。 所 以 迁 些 不 
等 式 痛 英 任何 并 负 短 陈 者 能 成 立 。 人 二 在 后 六 中 等 号 能 成 站 的 休 体 ， 
尖 喜 可 分 元 短 际 在 不 呐 公 的。 

2， 和 从 定 考 3 可 推出 一 系列 的 重要 命题 : 

1 如果 二 一 .am 是 -向 让 馈 大 注入 数 了 的 天 久生 陆 , 而 COD 乱 
湛 遵 出 附加 牙 际 ,水 末 

CD 如 直 大 六 站 《50) 
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囊 宦 上 ， 


BO) 
CC 一 有 局， (51) 


其 中 D1) 仿 知 卫 中信 中 后 有 语 束 的 最 天公 因 长 。 因 需 DC 是 
特征 多 项 不 本 习 的 因 式 隔 计 二 各 二 人 避 十 …， 所 以 
DD 一 0 如 直入 (62) 
由 (43) ;5T) 有 (6520 得 有 全 D) 
2 部 洒 二 这 0 荐 - 侦 有 标 大 特 向 明了 的 个 可 妇 歼 尖 障 ; 那 玉 
BB 和 守 0 OO 如 其 A (63) 
事实 上 ,根据 (35)，B(7) >0。 但 比 轩 党 二 :7 了 时 有 -全 8(X) 之 0 
[ 夺 淮 (43)] 。 放 街 : 
BOD>0 如 其 和 sn。 (54) 
(53) 的 第 二 个 不 等 式 可 以 从 5D , (652) 与信! 来 得 出 。 
3” 如 虹 4 三 0 臣 一 向 麻 称 信 哇 浇 数 的 不可 分 欣 知 障 , 于 坟 


GE 一 -0 如 其 >。 《55) 
渤 个 不 等 式 可 以 从 公交 
1 BO) 
QB—A)- en 


球 推 出 , 因 短 党 %*>r 肝 有 BD 六 0 骨 J(j>>0。 
4” 非 从 知 国 [= ja 上 的 ( 吵 一 w 的 >? 任 ~ 主子 式 呈 的 强大 特征 数 
7 不 能 晤 避让 陈 二 的 杯 天 特 徽 数 ?: 
人 《56) 
加 果 4 是 一 个 不 可 分 询 竺 阵 , 冰 末 在 《56) 式 中 可 以 除去 等 咏 。 
如 末世 是 一 个 可 分 肉 知 陆 , 那 术 主人 少 湖 蕉 一 个 主持 式 在 (53) 中 等 
号 胡 岗 成 立 。 


me 


陪 守 上 ,不 每 式 (8) 济 蕉 任何 4 一 1] 艇 证 六 式 都 能 成 江 [ 故 考 (47)1。 


全 ”此 成 我 们 了 解 生子 式 仿 由 主子 式 的 元 此 所 称 成 的 拓 承 。 
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如 里 并 是 一 格 不 可 分 由 知 隧 ,天 未 根据 和 0 ，P -003 一 1 ,2,…， 
0) ,因而 让 三 7， 

这 新 的 和 欠 1 一 转移 到 一 3 从 % 一 总 情 移 到 一 2 诺 如 此 焰 , 斤 
们 可 以 各 明 不 等 式 586) 对 机 他 何 级 访 子 式 都 总 完 歼 的 。 

杂 末 媳 是 - - 翌 可 分 离 短 全 . 那 未 狗 亦 序 的 误 换 可 以 把 他 表 短 形状 


8 D 
A Ge 中 
是 蛙 数 了 应 得 需 地 个 主子 式 且 总 中 某 一 候 的 特 俭 数 。 蕉 断 生 已 梭 
吉明 。 
由 4 蕉 得 
6° 各 果 4>0 用 在 特 微 行列 式 
TT [1 Ee in 
4Cr) = THUsl 了 一 人 
一 Wi 一 Ba 一 Cr 
中 有 有 和 尝 主子 式 构 乱 党 (得 陈 4 是 可 分 部 的 :7)， 那 本 任 何 包含 某 一 零 主 也 
式 的 " 井 大 二 地 臣下 要 得 基 ; 特 别 的 ,在 4-- 工 竹 主 于 式 
Bulh), Baath) sy BrnCh) 
中 至 少 且 -个 在 -7 卫 刍 需 雳 。 
由 4 和 殿 5 得 : 
6 短 限 40 是 可 分 的 充分 必要 做 件 ,是 在 出 俐 式 
Bau)0 GG=1,2,., n) 
中 有 一 个 法 子 尖 於 等 号 能 物 成 立 。 
由 4 亦 可 推 得 : 
?7 如 果 了 是 短 了 44=0 的 标 大 特征 野 ， 徽 数 , 那 末 对 筑 尾 何 > 何 “一 7， 将 徽 
短 障 4 三 % 吾 一 全 的 所 有 主 - 于 江都 十 : 正 的 : 


As{ “>0 Ci P=1, 2 ,WH), (BT) 
人 1 ba- “23 
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不 申 香 出 ,入 友 的 ,下 丰 等 二 GT 得 时 :sr 击 余 上 | 
A ( 十 /站 吾 一 相 | 一 | 本 十 有 Pf ok, 


其 中 5; 篇 特 微 征 随 1 一 和 A 一 寺中 所 有 睫 般 二 广 式 的 和 CE 一 1 ,2,…， 
nt 业 。 故 如 暂 训 左 - -实数 和 特 微 数 冠 阵 4; 的 全 部 证 子 式 才 是正 的 ， 
那 末 对 放任 何 上 0 都 大 
J 二) 天 0 
亦 朗 每 一 个 关 的 数 都 不 是 短 阵 4 的 特 徽 数 。 因 此 ， 
TT 

这 嵌 一 来 ,不 等 式 (57) 昨 司 得 数 久 篇 富 陆 4 琵 特 微 数 的 模 的 上 和 愉 
的 充 从 必要 条件 熏 。 但 王 非 所 有 不 宗 式 与 六部 是 批 此 无 天 的 。 

抵 陈 如 一 刀 是 一 悦 在 圣 角 乏 以 外 者 征 非 正 元 卖 的 重 际 旭 。 德 , 莹 . 
柯 且 路 思 斯 基 全 寻 明 了 , 染 认 证 种 多 尘 ,有 如 对 稻 生 陈 , 所 有 主子 式 都 
基 正 的 这 一 性 次 可 以 多 腿 序 的 主子 式 !( 科 左上 角 服 次 列 出 的 一 灵 , 二 
租 ,…,n 般 十 子 式 ) 都 是 正 的 关 一 性 容 沪 瓜 出 。 

3 838《 林 虹 酷 已 斯 大 ) 如 归 生 路 知 呈 = 上 gl? 中 所 有 非 对 角 委 


mh pF FP FP Ep p A 


Pe i 


jae0 ph 名， 太一 工 ， 3， ry 人 各) CB8) 
而 顺序 的 主子 式 都 是正 的 


gu=6( 7 )>0, a( »)>0,, G( 0 (B59) 


那 末 短 障 如 的 所 有 主子 式 都 基 相 的 ; 


加 ” 硅 考 第 三 齐 . $7， (59) 典 (57) 式 。 

各 ”法 者 [961。 

入 ”于 奉 看 出 , 相反 的 , 每 一 个 在 当 角 奈 以 针 的 苑 未 邦 怖 仙 的 或 畦 蕉 壮 的 柜 障 永 让 二 以 
表 需 2 下 一 4 的 形 肽 ,其 中 篇 一 个 非 公 让 限 ,他 篇 一 个 并 数 . 

时 ”将 考 ."5o]- 请 血 论 交 对 艾 太 有 者 对 角 于 上 区 来 守 亲 由 局 符 器 的 击 限 得 出 一 系列 
的 千 录 - 


ef 六 0 


TT 全 
| 渤 店 千 阵 的 了 5 这 是 尝 绩 桐 甘 求 情 朋 我 们 的 下 。 浪 和 %=2 
有 时， J 
V1 “0, DOD, #11. "0, ed| 
得 出 :gas 0 候 起 对 冬 陆 7 的 和 十 吨 我 全 的 下 是 让 条 的 ; 亚 总 明 圣 彼 
乔 阵 一 ; gir， 亿 亦 是 眉 陛 的 。 在 讨 巷 中 引进 加 滥 人 证 歼 蕊 
we-G( ，)- 8 一 的 N3 
答 司 旨 县 4592) 往 出 : 
tsD (eT 
另 一 方面 ,作答 障 了 = | 各 让 应 用 薛 抽 上 凡 斯 和 演 攻 等 二 [第 二 章 ，83， 等 式 
《<30)] ,我 俩 得 出 : 
他 Zo 至 
7 人 全 ov 作 人 


"wy 


Bl ee 号 sa ii < 
»。 《80) 
| 


1 
-ga i 各 PD=1, 2, -…, no—1 
训 由 中 9) 知 类 障 全 = i 上 瑞 的 蝴 序 的 主子 式 都 是 让 的 : 
:2 a 9 3. 
jos 一 下 2» )>0; 7(, ,)>0, 3? Te 3 >0 
着 榨 一 谎 , mn 一 1 般 短 阵 人 = 人 1 适合 引 的 人 条件。 帮 由 如 萌 泪 的 
酸 设 知 算 潭 如 的 所 有 主子 式 都 是 正 的 : 


吕 "省 _ 
Ts >0 Qh i hn pl, 99 一切 
pn 


和 
但 此 时 出 40) 推 知 牌 阵 他 的 所 有 含有 第 一 行 的 证 子 式 都 基 正 的 : 
cf 人 和 oj>0 
1 和 (61) 


C1) 
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了 到 圈定 的 足 微 <) 志和 之 … 过 各 -af 所 区 卫 建 立 nw 一 1 般 矩 耳 
| zas| 《ar， B=1, i, Lay G2)o (62) 
由 《6 了 知 章 眉 短 阵 的 顺序 的 主子 式 者 是正 的: 


ga>0, G( 站 0 G( 1 >0， 


NL 
而 非 少 角 娘 上 的 元 玉 都 是 济 正 多 : 
go 0 faa; a 有 一 工人， 人 
但 是 知 隆 1062) 的 阶 等 训 % 一 1 。 区 由 同 纳 沾 的 假 识 , 关 个 撼 障 的 所 有 主 
子 式 者 荐 正 的 ;特别 的 ， 
G 人 (> 
a 《63) 
一 
如 榜 一 来 , 短 陆 的 所 有 附 三 nn 一 2 的 主子 式 静 基 正 的 。 
因 篇 由 办 (6 多 知 oO 所 以 我 个 在 计 广 中 可 以 引进 元 素 ze (不 
是 上 面 的 gw 的 二 季 加 滥 行 到 式 : 


» pe 旬 , 
入 =G 人 ( 。 六 GG, EF=1, S 1), 


有 如 上 下面 半 杖 短 障 了 所 做 的 到 算 , 渤 务 陈 和 5 一 ;全 [来 同 笠 的 做 ,我们 
得 出 类 亿 座 不 等 式 (6 了 DD 的 次 之 不 等 式 : 
2 
G{。 2 > (64) 
(和 和 
因 答 短 陈 全 = 0 反 的 任 一 主子 式 或 者 含有 冲 一 行 ; 或 者 含有 第 一 
行 , 或 考 其 随 二 nn 一 2, 所 以 由 不 等 式 (67) 63) 要 (6 有， 知 知 际 好 的 所 
有 主子 式 都 是 正 的 。 我 们 的 引 已 既 苹 朋 。 
所 侠 朋 的 引 襄 明 在 条件 避 门 中 突 古 用 及 逆反 的 十 子 式 , 放 有 次 之 
定理 : 


#39 好 陆 请 


定理 4， 仿 了 来得 所 慌 和 大殿 知 耻 4 二 Mow 二 0 的 杷 大 特 微 数 7 


六- 
充分 必要 的 ,是 半 欠 运 个 秆 和 特征 位 仁 妨 =% 刀 一 4 的 所 有 顺序 的 二 


AA ~ 一 区 la 
1 
" ~ 人 2 | 
0, ， >0,。 (66) 


一 和 ho ee 

讨论 各 个 定 埋 的 - - 休 认 用 、 起 在 延 阵 CO= :ex 地 中 所 有 非 对 和 角 粽 
下 的 元 素 痢 站 非 僵 的 ， 班 末 济 疏 莫 仙 ? 0 可 使 秘 陈 二 一 骆 十 2 至 20。 
把 乒 陈 C 的 特 徽 灿 和 全 一 1 2 坟 按 照 筷 实 骨 部 分 的 上 外 深 序 妆 
排列 

Rs A We si Te A 
以 7 了 记 短 了 4 的 栋 大 特 短 蚊 ， 国 和 仿古 陆 4 的 特 微 数 古 和 加 十 AG 二 1， 
2，…, 人 0, 所 以 
A 大 一 

在 所 闻 的 情形 不 等 式 7 了 -7 民生 加 … 0 上 肝 始 能 成 立 , 半 就 是 祝 短 了 踢 C 的 
所 行 特征 数 都 有 全 的 实 烽 部分、 写 出 由 礁 知 陆 一 C=% 百 一 4 的 不 等 式 
《65) ,我 们 得 出 次 之 定 吉 者: 

定理 8， 篇 了 使 得 非 洗衣 各 上 家 是 非 色 元 迷 

人 

的 王姬 限 Cer 工 的 所 有 特 知 改 帮 有 负 舍 数 部 分 , 过 分 必 妆 的 , 基 奖 
诸 不 等 式 胡 能 成 立 


六 玖 者 -96,758 、 国 第 = 了 一 2 有 0, 所 以 加 征 一 个 赛 筒 (这 可 上 认 从 等 式 
A 十 六 二 ?了 来得 出 ), 而 且 这 个 特 油 喜光 膝下 和 卫 必 的 一 嫩 莫 点 畦 答 向 量 ; 0 一 和 2 人 


De 
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人 3 "Tt 


。 | . 
《11 0 1) Cat Caos "Can 2 C80) 


rerarprere ei:prerer 


C0, 


| | 
Ca 


§ 4 可 人 牙 请 甜 障 的 法 式 
讨论 任 一 可 分 由 答 阵 4= im 和 轻 或 序 的 莹 换 可 将 其 者 答 形 肽 
B 0 
4A-( 1 让 让 [67) 


其 中 避 ， 已 者 是 为 | 粤 。 
如 涂 乍 际 召 时 已 的 革 -- 个 是 可 从 由 的 ,得 末 闫 似 惧 (6 门 示 可 以 夫 


短 障 4 篇 形 闫 
K 0 0 
mm 他 WN 


篇 下 去 。 其 车 果 是 绝 过 次 序 的 通 东 的 置换 , 可 以 表 算 了 泪 答 三 角形 分 
块 式 : 


= A 人 《65S) 


i 


FT 


ds=0 Fl, 9 1, d+1, ., 8) 
在 算 鲁 468) 中 你 巡 计 于 瑰 次 序 的 星 换 [ 密 省 本 间 $ 由 可 以 汇 所 有 帘 陋 
此 的 子 志 放 在 对 和 角 乏 的 左上 万 ,此 逢 拓 阵 有 次 过 形状 


[和 


A— 0.-.-.4, 0...0|; (69) 
,1 A do 本 ya -… 品 


[和 


A ds 
其 中 4， ,…-, 4, 都 是 不 可 分 次 的 短 膝 ,和 i 在 挝 一 诬 刘 
Apy dos sy ry CF yt1, ,3) 
中 至 少 有 一 个 年 卫 不 等 南大 。 

年 阵 (69) 称 需 可 分 部 拓 孟 的 定式 。 

我 们 来 霜 明 ,如 果 不 计 子 顽 广 序 的 滞 扫 日, 短 陆 4 的 车 式 是 唯一 确 
定 的 。 仿 了 二 一 日 的 ,讨论 记 亲 向 晤 实测 及 中央 放 放 年 陆 4 的 铬 性 至 
算 子 区。 下 类 了 4 篇 C69) 形 封 说 民 分 名 空间 如 乱 坐 枝子 空间 

R=R Rot Rt RT + a,;: C70) 
此 功 总 ， 下 :十 可 ， 玉 .二 如 十 吾 :，…， 都 龙 泪 算 子 有 4 的 不 名 从 要 
子 笃 项 ,而 且 企 这 些 子 宇 出 中 任何 市 个 招 阵 的 忠 商 不 能 有 居中 的 不 欧 
子 空间 存在 。 

我 们 假 武 , 全 法 式 避 凡 相 平行 的 , 所 子 迁 际 有 另 一 法 式 存 在 , 他 可 
应 去 严 苦 坐标 子 空 申 的 另 一 分 舒 式 : 

R= Rr Br Re, LR C71) 
与 式 的 唯 一 性 能 药 妃 有明， 如 果 我 倍 认 有 明定 不 计 磺 的 苏 序 时 引 解 式 (70) 
且 台 1 彼此 重合 。 

设 不 链子 空 济 及 与 号 ,有 公 划 的 坐标 向 量 而 加 天 41，…, 尼 . 没 有 
式 其 的 坐 和 概 向 员 。 那 末 中 详 省 会 部 使 座 如 .中 , 央 从 在 科 友 的 情形 兹 ， 
艇 合 有 :: 喜 小 的 ”不 儿子 鼻骨 -一 -由 而 要 本 寺 … 十 杏 . 说 和 全 。 皇 着， 
三 ” 航 不 损 及 法式, 可 以 在 前 % 鸽子 境 行 中 下 在 行 次 让 前进 搞 ， 此 处, 有 是 在 后 7 而 
子 十 行 由 , 亦 可 作 某 钵 次 育 的 区 换 使 得 次 式 仍 直 保生 其 寞 痊 形 疏 。 


馈 二 部 好 这 二 二 主攻 戌 的 二 辽 435 


尼 , 麻 阁 与 及 重合 , 因 答 在 如 反 的 清 形 不 绝 子 空 剖 辣 十 瑟 十 … 十 本 
| 
篇 民 : 收 站, 重合 , 玫 本 .是 一 于 儿子 空间 。 所 久 训 不 投 及 年 阵 的 续 式 
可 以 搞 召 . 篇 下 。 过 梯 一 束 , 在 分 解 太 70) 恰 C71) 中 我 介 可 以 作 人 篇 
R= FR,, 

现在 水 讨论 坐标 子 空间 龙 ，， 。 最 共 殿 甩 抽 <8) 有 到 牙 的 坐标 向 
最, 而 扯 玲 -十 … 十 如 ,没有 及 芋 的 问 量 。 彰 林 不 号 子 空 阿 中 ,十 名 
雁 赃 完 他 位 合 於 品 十 天 十 … 十 尺 豆 再 , 因 篱 在 作 反 的 情形 , 介 乎 屁 ， 
组 在 ，, 十 吾 , 之 间 黎 有 中 国 的 不 释 子 空前 在 在 。 故 有 RB, : 守 琵 :。 再 
者 , 及 ,三 RR 因 需 在 相反 的 情形 乱 ;十 BR 十 … 十 妨 葡 篇 民 B+ 
十 尾 十 … 二 可 疆 如 十 … 十 枉 , 之 中 的 中 辣椒 炙 子 空间 。 由 不， 三 
三 天; 知 吾 : 二 五, 是-: 悦 不 岁 子 空间 。 蕊 可 摘 好 ,i 党 下， 此 时 我 全 有 : 

RE, ,=R,, ， 届 , 王 下 o 

绞 术 各 一 方 夺 ,最 德 我 们 得 到 :==t 且 如 不 计 项 的 次 序 , 分 解 式 C0) 
轿 C 中 了 被 此 重合 。 丰 如 不 计 子 韧 梁 序 的 加 找 , 其 对 诬 的 法 式 彼 此 重合 

由 凌 式 的 蜂 一 性 ,我 们 知 数 5 与 居 非 们 知 函 4 的 不 属 量 四。 

利用 知 陋 的 半 式 ,我 们 举 订 明 次 之 守 理 

定理 6， 短 陈 4 这 0 的 概 大 特 伍 数 ” 六 底 从 正 特 铀 向 向 县 的 充分 必 
要 条件, 鞍 在 短 陈 4 的 法 式 (69) 中 有 : 1 每 一 个 类 陈 4 4:,…， 4 者 
以 数 7 篇 其 特 伐 散 且 ( 管 g<s 轩 2 2 王 障 .4zxx .…, 水 都 没有 过 一 个 
性 质 。 

必 明 1， 改 恒 大 特 签 数 了 车 冉 谎 正 特 徽 疝 生 和 0。 丑 和 6 的 中 的 
分 块 相 对 诡 的 多 积分 则 zz 篇 说 部 分 则 让 一 13,…, 3)。 哮 未 等 式 


=rz (2z>0) C2 
本 以 换 盘 南 租 等 式 : 
一 C2) 


二 必 蕉 不 可 妇 肉 知 卫 有 5 一 s 一 1。 


#36 河 但 


| 器 


了 一 十 
这 ji 十 二 ~ (j=g+1, | 8)。 C72"") 


由 C20 知 笋 了 了 大 :年 耻 二 ;di… ,dy 中 每 -~ 向 知 陈 的 特征 数 。 由 
C72" 中 ) 求 得 : 
站 (C73) 
菇 7 记 短 限 二 (二 9 和) 的 要 大 特 敌 烧 。 著 未 [ 克 状 本章 ， 
$2,{41) 式 ] 巾 03) 我 们 得 出 : 
remax Fas CF 二 1 ,8), 
另 一 方面 ,等 式 7; 二 7 盟 关 傈 (3 的 第 二 式 生 和 实效 关 本 音 ，83, 计 让。 
旋 右 
Tr (jg+t1,, 8 (C74) 
2. 魂 在 恨 识 ,相反 的 ,已 知 姑 障 4(2=1; 3 纺 的 重大 等 徽 数 
等 谍 7 ,而 对 诬 短 陈 出 (= 了 1， …， 引 不 著 式 (74) 能 长 成 区 。 那 末 换 
所 求 的 等 式 (72) 篇 等 式 得 C739，(72), 我 们 可 以 并 C72 定 出 甜 了 4 
的 正 特 徽 列 z(t 二 1,，2,…, 9)。 北 熏 由 C2 仆 求 出 列 WC=g 十 I 和，…， 
8 
sm rE A) An (j=9+1, es ), (76) 
其 中 ;是 奥 算 障 4; 有 相同 阶 的 么 生 陆 Cj 一 9g- …, 科 。 
央 乱 mr 一 9 二 1 5 所 以 [大 考 本 证 ,$3,(6 钙 式 ] 有 : 
(一 TD Cf=9+1, ,8), (C76) 
用 鼎 精 语 芝 给 明 由 07 细 式 所 证 国 的 旭 22 站 9: 关 都 是 和 平 的 。 我 们 
深 嘻 明 双 於 任 何 748 十 于 会 归咎 则 辣 2 都 是 正 的 示 贷 性质 
得 弄 : 0。 灾 下 上 :在 这 -情形 
> SY mp0, 
丈 合 侨 C) 恰 全 本 公式 C7 想 答 出 : 


导 下 D0 


芝 二 部 并 第 了 二 市 于 放 全 计价 盛 拓 泊 并 A 


1 


汪 样 一 求 , 正 列 := ( 3 是 短 限 4 对 蕉 特 散 暑 + 的 特 微 向 量 。 定 


理 已 次 稚 明 ， 
欢 之 定理 烙 子 我 们 移 际 4 守 0 的 一 重 特 性 , 性 他 和 与 他 的 司 押 和 矩阵 
妃 ' 舍 有 相同 的 性 守 , 司 巡天 符 微 监 基 麻 谎 无 特 洲 问 股 。 
让 理 ”7 .9 年 陈 半 关 0 的 标 天 特 徽 数 ， 当 认 大 短 陈 4 的 正 将 人 微 向 
及 殿 短 陆 4 的 让 特 微 向导, 充 苏 必要 的 ; 是 短 纯 -可 各 次 序 的 次 换 表 
篇 准 对 角形 
A= {di1, 4a, ,ds), (77) 
其 中 4 ， 4 ，…; 未 者 下 不 豆 分 蔷 的 拭 剑 而 且 仁 一 个 都 肪 数 了 入 溺 标 
藉 特 征 数 。 
肿 明 ”发 炳 阵 4 与 才 半 从 和 =” 有 正 特 微 问 量 。 那 末 由 定理 6 知 
联 4 可 表 短 范式 《69)， 其 中 甜 阳 4， 人 4; 都 有 标 夫 特 激 数 7 且 
〈 溃 9<s 时 ) 短 阵 如， 者 冯 了 季 天 特 向 用 < 。 此 时 我 们 有 : 
0 
i 0 ，，. 4 ds . . 
站 
0 
更 动 子 块 序列 沪 倒 转 的 : 交 后 : 


(78) 


各 窜 老 [135s]。 
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外需 敌 阵 4 ，A -3 册 帮 电 天 不 可 分 中 的 ,所 以 和 从 年 不 导 8 和 构 子 一 次 
片 的 澡 换 我 箱 可 内 得 出 -和 疲 这, 河 扩 器 有 加 于 在 二 前 而 的 好生 者 是 
发 限 训 的 子 瑰 ， 在 这 些 裕 关内 的 子 折 中 让 一 个 是 入 百 中。 因 往 算 隧 
4 的 基 式 详 贡 通 侣 工 重 定 到 5 中 的 红 件 ,所 己 年 陆 -1 的 胜 大 特 徽 数 万 
沉 等 上 7 。 演 臣 有 在 9=* 时 妈 能 戌 站。 在 此 胖 芋 式 (69) 万 村人 乱 人 7)。 

训 果 ,和 相反 的 , 甜 了 4 有志 示 式 C7) , 那 林 

A {dy dy (79) 

此 时 上 由 避 人 时 (678 再 报 接 工 面 的 定 班 得 出 , 逢 阳 4 珊 二 对 殿 极 大 特征 
著者 大正 特 微 向 最。 

定理 已 经 苹 明 。 

推论 “如果 称 阵 4 关 0 的 标 大 特 微 数 7 是 电 重 的 而 且 对 厅 放 和 乒 了 
4 届 各 的 正 特 微 向 避 , 那 术 才 是 -- 筒 不 可 分 内 短 陈 

国 篇 ， 相反 的 , 征 一 入 不 可 男 齿 短 师 首 合 有 这 倍 推 花 中 所 指 阁 的 性 
蛙 , 所 妈 返 些 眉 质感 下 不 可 分 车 非 负重 阵 的 虎 讲 性 杆 。 


瑟 ， 原 迭 障 与 非 原 扯 阵 


我 们 并 她 对 不 可 分 岁 汪 陆 来 分 灯 。 

定 猴 3. 加 果 不 可 分 齿 短 阵 4 关 0 太 标 大 悦 了 的 企 部 特征 茹 需 
和 了 4 篇 诛 
知 隧 而 在 %>1 肚 稳 丛 非 原 短 随 。 败 稳 往 短 陆 4 的 非 原 性 提 概 。 

非 原 性 措 标 站 剂 可 坊 下 名 ,如 时 已 经 知道 矩阵 的 特征 方程 的 傈 数 

J 三 2 二 Gr 二 oA 十 一 十 G4 二 人 0 
0， 
就 是 氏 有 等 共 主 关 


ry 


一 4 ii "a W414™— tr (380) 


的 最 大 公 因 子 。 
事实 上 , 根据 勿 劳 别 涅 斯 旋 理 在 窗 -平面 条 点 A=0 施 短 2 开 


莫 一 -部 莫 十 二 人 章 ” 非 芮 元 素 所 懂 黎 上 晤 十 439 


朋 时 吞 耳 -| 的 影 调 训 答 他 请 已 。 上 所 这 六 项 式 4 人 0 麻 症 从 菜 一 .多 硕 式 
gm 下 公式 
了) 一 了 

束 得 出。 故 知 站 基 茵 送 680 的 从 网 子 。 最 熏 , 每 内 关上 蛙 息 的 最 太公 
因子 8， 因 需 在 旋转 角 时 影 往 不 纹 ,而 在 8 肚 得 是 不 可 能 的 。 

芒 之 定理 建立 了 原著 陈 的 重 旨 性 性 : 

完 理 8， 短 际 40 基 愿 知味 交友 从 必 焦 伯 , 基 生 陈 也 的 革 一 
个 乘 堵 基 正 的 : 

dr>0 (pl1), C81) 

说 明 如果 由 > 和, 那 末 短 二 1 是 不 可 分 区 的 , 因 壳 从 和 捧 阵 4 的 
可 分 万 性 将 得 | 
入 在 相反 的 情形 正 短 陆 -4? 将 有 站 1 出 特 答 堵 条, 生 ,…， 癌 都 有 述 
大 模 加 ,于 与 配 疫 定 理 衡 突 。 

现在 假 哉 ,相反 的 :已 知 疙 是 一 个 诛 符 阵 。 对 碎 琵 第 少 , 第 汪 章 ， 
$3 的 公式 (23) 斋 


po | 1 CO A (me— 1] 
= oy | 加 《82) 
其 中 
= 天 


入 短 降 4 的 最 小 多 项 式 ， 0) 一 0 区 1 2 起 ,而 C0 


篇 河 出 附加 短 陆 COD = 8 一 相仿 00)。 
在 所 于 的 已 形 可 以 设 : 


和 | 一 (88) 
那 示 (82) 式 有 次 之 形状 


元 Ni [0 wp? 


|! L 交 友人 | 
故 由 (83) 容 易 推 得 : 
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- 2]" Cn 
in = 3+4 
| a ls Or) 《 ) 
另 一 古 曾 ,fr [ 宣 益 053 是 蔽 03 瑟瑟 有 
a 0, 
i 


因而 江 基 一 个 于 始 就 全 不 徐 趟 (由) 能 移 投 痒 名。 

定 惠 尼 钨 症 朋 , 

详 在 尝 玲 明 交 之 定理 : 

定理 9， 好 果 半 1s0 基 “人 山 不 可 荔 全 条 附 而 这 但 甜 陈 的 某 一 一 个 琵 
宪 水 47 昆 可 / 条 骨 的 , 那 林 三 罕 A" 是 完全 分 风 的 ， 兴国 [x A 1 炎 次 序 的 证 
斤 可 好 琉 需 形 状 


了 


8 一 To， …， ds}, C865) 
寺中 向 ， .42 …，4 ， 痢 是 不 可 苍 几 的 知 限 。 过 此 类 | 上 有 相间 的 极 大 特 
微 数 ,而 必 数 i 与 的 各 大 公国 子 ; 共 中 入 入 障 4 的 非 厌 性 指 
和 

蝇 明 因 需 甜 站 4 症 不 可 分 见 的 ,所 以 根据 勿 劳 别 泊 斯 定理 其 极 

大 畦 微 数 7 壮 麻 座 短 时 4 典 本 的 正 特 生 向 时 ， 但 基 这 此 下 | 
灰 殿 非 生 下 陈 和 向 CD 的 特 湛 一 7 的 特征 向 革 。 极 洁 胰 咎 
订 用 定理 7, 我 们 (区 次 序 的 滴 沼 十 换 后 ) 表 寺 向 科 党 入 C8 形 , 泪 中 
人 是 不 可 从 圩 十 到 而 由 在 杆 局 的 所 大 特 徽 败 关 。 柱 证 
哇 斗 布 疡 个 竺 向 数 都 表征 大 梳 了 

Le rarife 一 e 
故 短 全 4 杰 有 关 个 特 葵 赃 其 横 基 极 天 的 

TP PB 
在 从 们 总 河 有 8 何等 所 9。 运 窒 有 在 了 从 狂 ?了 旺 天 的 最 大 从 困 子 叶 
巡 能 成 站。 定理 已 烃 瑟 明 。 


全 衣 准 不济 式 各 二 中 村 实 呈 的 下 界 林 人 迪 者 1 ， 


训 - 和 过 于 三 项 大 我 元 来 所 构成 的 拒 陵 44I 


三 1 时 我 们 得 纱 
和 T， 蚌 和 诈 障 的 琵 昧 人 下 永基 个 原 短 承 。 
部 巢 在 定 击 的 能 进 中 有 9= 交 ,于 本 得 只 
失 稚 了 如 明基 一体 有 浊 仁 此 要 的 非 上 多; 于 本 素 多 
可 分 解 优 /站 虞 基 天 ,他 的 趣 有 相 困 的 极 克 特 共 。 


6 斯 篇 哈 期 其 和 矩阵 


讨 芥 ”个 随 楼 事件 租 
Si Sey ny I (C36) 
与 上 蛙 强 站 列 tos fs tay ~ 
总 在 过 些 旦 剂 的 全 一 - 瞬 则 , (8 的 事件 粗 中 有 一 个 且 共 有 一 个 能 
启 出 更 , 基 以 pri 记 在 时刻 妈 ,事件 3, 出现 的 松 | 时 刻 tf 


是 


出 现 的 事件 外 >， 了 一 1， 2，， » 天 一 了 30 我 们 侵 酸 ,人 眉 件 叙 率 
2 了 一 1 2) 与 趾 数 帮 ( 人 时间 击 的 序数 ) 估 天 。 

如 果 若 -六 了 仍 件 要 率 的 知 | 吁 

f= pul!, 
我 们 琉 烙 了 了 有 阴 多 事件 的 纯 下 押 可 夫 细 急 。 此 虎 旺 然 有 : 
Po>0, 习 mv 一: CG, j=1, 2。 C87) 

十 改 94， 上 方 陋 记 = pj 1 移 售 浙 篇 哈 捧 上 基 秆 陵 ， 旭 果 每 ! 怀 三 是 非 全 
的 ， 而 且 短 淹 了 的 每 一 行 中 元 起 的 和 者 等 认 1, 亦 序 贞 傈 (37) 能 药 成 
证 贸 。 

得 梯 一 来 ,对 藤 舒 一 个 站 马 尔 可 尖 链 ,条件 构 罕 笛 阵 是 一 个 斯 夭 哈 
斯 基 乔 陋 , 相 反 的 ,任何 斯 篇 哈 斯 其 竺 障 可 以 而 乱 此 -个 和 纯 店 从 可 志 链 


入 和 八 基 -| 理 : 325] ,9 一 13 上 各， 
如 ”有 时 在 斯 篇 崔 斯 基 第 际 的 定义 由 得 各 石 定 卉 狼人 忻 : 
Si pe0 ‘j= 二 1， 2 和 no 况 洪 [25]， 13 页 。 
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的 馆 件 概率 短 唑 ， 故 可 用 为 和 方法 示 研 究 隶 丰采 可 夫 鱼 全 。 

大 第 险 括 此 知 评 基 尘 员 天 孙 的 特 听 形 状 。 上 相间 过 生年 坟 可 以 玩 衣 
-上 面市 他 中 的 全 部 人 履 念 女医 虹 

我 们 要 注意 斯 篇 哈 斯 江 短 mn 打 一 下 释 弥 性 里。 征 斯 仿 哈 斯 基 年 了 噶 
的 定 贸 ,知道 运 香 记 阵 有 特 答 用 上 目下 之 昌 应 的 入 正 特 徽 和 而 划 > 一 民 ， 
1,…, 1)。 纵 易 猴 电 , 相 反 的 ,年 一 个 短 味 了 汪 0, 太 特 徽 数 工 旦 对 应 
共 1 的 特 徽 向 合 篇 二 ,1.7… ,也 蛙 ,者 是 斯 镑 蛤 声 基 种 ,而 且 1 是 时 
篇 哈 斯 是 垂 秩 的 德 大 特 徽 效 , 因 和 但 称 坟 和 糙 袜 数 基 在 行 中 元 索 和 的 节 大 
值 生 最 小 值 之 疝 久 ,而 罚 拱 岂 第 喻 白茶 拓 人 际 任 一 行 中 匹 素 的 和 都 等 
施工 。 和 过 梯 一 沙 , 我 们 悚 明了 次 之 前 断 : 

1 性 负 全 陈 书 关 0 是 一 傅 其 人知 哈 - 籽 基 知 ! 陋 的 充分 必要 条件, 篇 其 
有 特 向 数 1 且 汰 订 於 了 的 特 币 向 其 往 民 ， 1，… 了。 特征 数 二 是 斯 篇 
险 斯 基 符 阵 的 极 大 特征 败 。 

现在 假 训 纵 于 一 催 非 旬 生 的 4 二 【6sb4, 人性 在 吾 熏 大 特 徽 烤 了 0， 
且 涤 磨 艇 这 个 特 管 娄 的 有 正和 皖 征 条 2= C1 人 ) 下 0 

= C=] 号 .从 《58) 
在 讨 薄 中 引进 轿 人 朋 形 匈 博 并 2 2 宗 甜 情 P= 1p13 
P= -21A8 , 


1 _ 
那 未 Py AD (i, ?一 工 ， 分 ， py 


且 册 (38) 得 : 名品 一 心 一 荆 ， 2， "No 
和 这样 一 求 , 我 们 有 : 
稳 ” 石 中 地 【 磺 可 葡 厅 ) 事件 的 示 加 鲜 林 尖 然 的 理 谤 二 辽 二 了 阿 . 屋 . 柯 用 生 哥 洪 大 所 和 祥 出 
《和合 举 4) 并 座 麻 用 直 汪 六 守 凑 诗 己 本 Tf 大 人 : 开 改 展 , 访 省 可 在 扶贫 ,路上 扎 族 


块 断 基 的 而 并 915, 放 对 蔡 间 则 找 简 (和 oh Jo 
合共 考 不 竺 式 3 站 殿 本 基 ，, $8 1 下 尾 的 这 
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2 非 催 短 陡 志 而 让 正 伍 估 特 仍 数 ?> 局 县 对 赚 疏 过 个 数 有 下 
尾 花 加 最 2- (st 2 纪 之 0 于 未 他 就 角 相 阳 基 数 + 与 甘 一 个 其 入 
险 斯 基 知 陆 的 刁 械 : 
划一 3PATT 【一 2 0) 0 (89) 
在 前 季 中 已 入 建立 (泛泛 定 理 6) 当 和 =7 时 有 正 特 微 癌 最 的 非 鱼 
短 际 闫 的 特性 。(3 中 式 建 站 了 汪 类 和 拓 卫 办 斯 篇 哈 斯 基 知 了 贫 类 的 密切 天 
休 。 
更 在 我 们 求证 明 歌 之 定 地 : 
定理 10， 斯 第 蛤 站 基 短 汗 的 特征 由 荆 永 束 让 涤 订 於 一 次 初秋 因 
子 。 
导 明 应 用 54 的 分 解 式 (6) 诬 斯 篇 哈 斯 基 算 婵 卫 = lpwyj1, 我 们 
肖 : 


A, DO : ，，，，。。，， 0 
D0 A 心 

全 = 0 二 ， | 0 | 
本 ra 1 Jr,y 4 0 


4 
其 中 册 ，4， …， 4, 往 不 可 分 潍 的 短 耻 , 且 有 
AntAist et AD Cf=g+1,-.…, $)。 
此 塌 4 4,…， 4 是 不 可 分 砍 的 斯 篇 险 斯 基 知 阵 , 故 渤 些 短 际 的 舞 一 
个 鄞 有 军 重 特 艇 数 1 。 深 从 其 除 的 不 可 分 黄 关 淹 1,…， 少 ， 则 根 抽 
本 章 8 的 赴 2, 知 共 稳 大 特 微 败 都 <1, 因 需 在 泛 些 短 陈 的 每 一 个 喜 


论断 3” 著 起 7=D 亦 衣 成 立 , 因 篇 南 4 由 #0 得 出 4=0。 


dd4 答 陆 苇 


年 至 余 有 - - 行 的 元 壹 和 小 扎 ] 四 
到 畔 -人 瑟 ;, 拖 阵 三 可 表 希 有 形 肛 
0 0 
S @) 
其 中 年 障 扣 的 特 油 岂 1 洲 麻 认 -次 初 航 因 子 , 而 对 殿 负 了 Qo, 散 1 不 
其 -- 个 特 微 就.， 因 此 ,定理 的 贰 和 座 性 可 以 直接 徐 深 5 引 推 出 : . 
引 和 4。 如 时 类 承志 廊 展 状 
6 0 
4(S 0) (90) 
式 中 也 与 Q。 都 是 方 阵 , 而 且 甜 际 苇 的 特 徽 数 各 是 年 际 包 的 特征 数 


P==( 


a 


Qi hEl=0，'Q, 10, 
丽 末 短 随 4 熏 Q: 中 当 肝 起 必修 败 加 的 初 航 因子 是 相同 的 。 
往 明 1 首先 计 竣 与 全 没 有 公共 特 币 数 的 情 彩 。 我们 永基 
明 在 适 一 情形 延 障 Q, 与 好 的 至 部 初 坡 因子 楼 破 短 障 4 的 初 投 因子 
粗 , 亦 部 有 潜 一 敌 障 TCi Z| 冯 0) 存 在 使 得 
1 曲 
74772-(0 0 ) (0D 
短 阵 工 的 形状 应 恋 是 


rr a) 


( 短 革 了 的 牙 塌 庄 寺 中 牙 才 是 相 磊 估 的 : 再 时 琴 都 是 么 知 陈 )。 此 胖 
/EB Oya 0 ON 
A -(p 8 oo jp.)- 


@， 0 
-ro _oris oj (8 ) 


各 第 障 4 的 谣 些 性 里 丈 可 和 定理 推测 。 
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等 式 (91) 芒 和 礼 等 式 (91) 妇 昌 我 何 能 条 址 寂 长 无 短 卫 区 使 得 他 涡 

合 和 矩阵 方程 
外 zf 一 世人 一 局 
在 Qi 输 怨 没 有 盆 此 特 各 数 的 情形 , 屠 欣 帮凶 的 尾 何 S 过 个 方程 常 有 
一 位 众 定 的 解 : 罕 老 第 六 总 ,$8 3)， 
2， 在 短 当 由 鼻 人 方 公 天 特 徽 暑 的 和 情形, 浅 们 在 人 9) 式 中 挤 姑 阵 

@ 移 其 若 谨 蕊 了 (和 若 果 是 换 掉 幅 乱 其 相位 短 随 )， 此 陆 = {V1 2) ， 
其 中 牌 阵 荆 是 所 有 特 油 监 得 知 的 若 唐 移 的 全 部 。 屠 未 
站 0 0 Me 


SN Ni oo. 
Bo Se VS 
这 仙 知 了 区 合 第 - -种 情形 , | 尺 篇 J 虹 和 没有 及 上 尾 征 数 。 故 知 以 一 
一 ho0)? 形 茹 拉 因 子 在 短 卫 4d 中 oa 中 是 和 同 的 , 因 访 在 矮 陈 半 于 外 中 
永 寻 下 同 的 ， 我 们 网 可 已 名 ;党 明 。 
如 果 不 可 和 分 概 的 敬 第 险 斯 芒 生 | 环卫 站 扩 特 微 娄 %;[[ 有 |?w' =1， 
潮 末 短 绩 oP 坦 知 国 i 六 相册 [大 上 52421, 反 出 定理 10 推 知 特 微 贡 和 
罕 麻 殿 -- 次 切 级 因子 、 床 用 迁 隐 的 潜 式 与 引 4, 很 容易 把 访 个 论断 
拱 广 到 可 劳 风 的 斯 篇 中 声 志 生 语 。 迁 雄 -- 严 ,我 柚 得 出 
推 共 1， 如果 和 是 斯 第 哈 拓 信 敌 陈 已 的 特 敬 数 有 卫 丰 :La 二 1; 屠 
末 数 各 驶 吃 蕉 年 际 二 的 一 次 初 航 因 子 、 
入 定理 10 卉 他 前 面 的 2 我 全 及 推 得: 
推论 2。 如 打非 钥 知 陆 -的 摊 人 大 特 获 败 了 尘 底 由 -个 正 半 微 向 
护 , 那 末 弗 麻 黄 任 何 有 ja 一 的 许 伍 区 为 的 所有 拓 际 冯 中 初 航 因子 
都 是 ~: 喜 的 ， 
我 们 于 指出 和 匡 靳 第 险 忒 是 拓 伍 特 签 坚 的 芬 佑 有 出 的 人 
所 篇 蛤 新 不 和 纪 剑 己 的 半 定 此 罕 在 入 盏 面 王 辕 中。 以 于 


十 巍 总 


| 全 


训 这 个 峡 中 表示 划 些 ”级 斯 第 只 斯 基 算 阵 特 徽 数 的 所 右 沽 的 集合 

在 1938 年 , 碾 侣 读 倘 可 式 地 的 研究 ， 阿 到 林 国 旧 杜 洛 夫 加 时 区 
定 区 域 开 , 的 精 礁 癌 题 , 这 个 阁 题 在 1945 年 丁 轧 . 阿 ., 漆 米 腹 利 也 夫 瑞 
也 , 拔 . 亭 爹 [674, 6] 解 识 了 一 部 苍 , 且 在 1951 年 需 荐 . 伊 . 卡 示 片 违 维 
漠 的 工作 [72] 所 完 答 和 解决。 发 现 好 的 避 愉 是 由 国 周 | 六 | =1 .上 有 限 个 
点 所 构 刻 的 且 定 出 眼 序 连结 症 些 涉 的 曲 千 颖 。 

我 们 注意 ,由 其 定理 10 前 面 的 命题 2 , 常 A=7 了 时 有 正 特 党 向 量 
的 年 阵 4 二 上 ax|1>0 的 特征 于, 当 诚 固定 的 7 构成 第 合 7 开 ,人 8。 因 篇 
任意 短 阵 4 二 iaw 上 i 守 0 可 忆 知 记 扣 类 型 诸 非 鱼 知 阵 的 序列 的 桥 限 ， 
向 集 合 7 型 。 是 于 合 的 ,所 以 布 已 隆 娩 天 特征 数 ? 的 任意 短 障 4= 
一 | cz 和 > 0 的 特征 数 都 沙 式 集合 7 型 。 中 国 。 

与 和 过 个 问题 的 网 有 并 的 , 右 赫 ,页 .旋回 全 马 讲 娃 的 工作 [100] ,在 

各 一 工作 中 建立 了 革 些 充分 的 特定 , 刷 得 % 企 已 知 实 类 妨 ， Any -A 

是 某 一 侦 斯 篇 哈 斯 基 答 阵 P= |pyli 的 特 第 数量 。 


# 7， 关於 有 限 地 事件 纯 马 血 可 夫 籁 的 村 上限 概率 


1 发 SS 
仿 费 于 鲜 可 兴 键 中 所 有 的 随机 事件 钥 , 而 P=1pu 上 篇 由 休 伴 概率 
Pt 二 2,…, "所 构成 的 , 短 过 个 和 链 所 确定 的 斯 篇 哈 斯 基 年 际 。 
以 2 记 在 有 时刻 站 事件 六; 出 现 的 椰 率 , 如 果 已 知 在 上 时刻 妇 _s 出 更 
的 篇 事件 S02 7 一 1 9 Rn; 9 一 1， 2,…)。 显 然 , 2 一 2 全 7 二 1， 
2,…, m)。 应 用 央 愉 概率 的 加 法 加 琵 法 定理 ,我 们 萄 知 : 


pF P= Ppp j=1, 3, n), 


是 上 rr 的 点 的 机 合 ,村 中 Eo 

便 ” 什 所 指出 的 痪 疮 在 辣 算 陋 42:0 的 商 题 各 圣 基 斯 仿 哈 斯 基 矩 阵 的 冰 伺 阿 胡 的 可 能 
性 代沟 需 柯 . 恩 , 柯 角 莫 哥 洛 夫 所 指出 ( 健 者 [6751， 寅 入 )。 

鲁 进 可 嫩 者 [1418]。 
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或 用 答 际 乱 法 : | 和 pn。 
因此 , 洲 礁 数 序 ]，3,… 中 已 子 的 9， 我 们 得 出 重要 公式 外 
la?l=1? (=1, 2,.), 
和 如果 有 极限 
lm MP 一 条 《2 

存在 ,了 葡 总 篇 甜 岂 形 铸 

lm f= 7° = lool, 
那 末 称 15 G6, j 一 1 2，…, 7 答 柱 限 休 件 格 水 或 系 本 条 件 概 本 号 。 

篇 了 御 断 在 什 朋 情 形 之 下 用 和 极 了 休 件 概 率 存在 ;恰当 崔 话 羞 诡 全 
式 的 推 党 , 芝 们 引进 次 开 名 凋 。 

我 们 称 斯 篇 哈 斯 菏 知 障 P 与 其 加 麻 的 纯 马 页 可 夫 链 管 正常 的 ,如 
果 短 了 潮汕 有 不 等 於 ] 而 楼 能 等 认 工 的 特征 数 , 且 称 优 正 即 的 ,如 果 定 
充 -- 钼 条件 , 数 工 是 年 合 二 的 特 微 方 程 的 单 重 报 。 

正常 敌 陋 了 的 特性 是 在 其 法 式 (69) 中 (本 章 ,$ 活 短 了 由 ds， 
…， 4 都 是 原 知 阵 。 导 於 正 姑 策 障 要 补充 一 个 9=1 的 休 件 。 

此 外 , 钝 珊 铺 可 兴 链 称 篇 不 可 分 纯 的 , 可 委 睁 的 , 非 押 状 的 , 更 软 
的 ,如 果 对 於 草 个 链 的 斯 篇 哈 斯 基 短 陈 棚 洗 诡 的 是 不 可 共 肉 的 ,可 分 询 
的 , 原 的 : 非 原 的 。 

四 和 过 原 斯 篇 哈 斯 基 垂 陈 是 正常 征 阵 的 特殊 形状 , 故 非 环 状 马尔 可 
夫 链 是 正常 鳃 的 特殊 形状 。 

我 们 来 澄明 , 极 唱 条件 概率 浇 计 从 正常 扩展 贰 可 夫 链 始 裔 让 在 。 

事实 上 , 融 下 轨 篇 正常 算 阵 王 = |pyl? 的 最 小 多 项 式 。 那 末 

Ud eb De 
OA 1 2 (92) 


Li 从 光一 公式 ， 知 桥 水 nm, 在 如 Dirtt, 7 二 ]， 2 9 二 1, 2， 0) 宽 原 好 蛙 剂 tr 
的 床 赦 上 捧 果 。 
全 ” 吉 汪 蔽 蛤 斯 基 济 种 的 大 了 肚 站 孟 了" 亦 是 一 个 斯 入 哈 斯 基 拭 陈 。 


48 屿 陈 请 


航 据 定理 10 可 以 职 
A1 王 1， mt =1, (C93) 
但 由 第 玉 剖 的 其 太公 式 (230( 韦 无 剖 ,$$ 2 有: 
Tr 一 了 , linx1) 
Po 
iy 一 卫 “nO—1) ] ~- hn.) 六 二 总 放 


其 中 人 和 一 人 站 一 亏 下 这 出 附 邦 垂 陈 ,而 
FN _ , . 
上 (= , 2， 0 ; 


各 有 $= CD = OD, 
如 果 了 是 一 个 正常 短 而 , 泊 末 
[6 
故 在 (94) 式 的 右 凶 , 屠 第 一 项 外 ,其 他 蕴 项 澡 4 一 co 叶 者 趋 亦 老 。 帮 油 
亦 正 常 短 陈 卫 ， 有 由 稳 限 杀 件 概率 所 构成 的 短 泪 2" 存在 ,日 有 


-00 
WD 1 
相反 的 情 襄 是 很 四 显 的 。 如 果 有 极限 
P”=lim Ps (96) 


存在 ,下 未 甜 阵 已 不 可 能 有 特 宦 炭 加 1 而 且 | =1, 因 需 此 了 蛙 极限 
lim 4 不 可 能 存在 ，[ 由 樵 极限 (96) 的 存在 , 过 个 标 限 是 订 党 存在 的 ] 。 
”我 们 已 经 东明 了 ,六 愉 正 常 ( 尔 算 是 对 愉 正 常 的 ) 妊 后 二 可 夫 链 ,有 
短 阵 P” 存在 。 运 个 矩阵 篱 公式 (95) 所 定 出 。 
我 们 来 六 明 , 短 障 P” 可 以 多 特征 多 项 式 
A = Mem (97) 
人 诡 附 加 筹 陈 Bf 和 0) = CB 一 了 D4) 来 表 只 。 
从 钴 等 式 = 


并 (92),(93) ,9D 式 推 得 : 


第 二 部 牙 。 钙 十 三 王 莫 共 元 来 也 党 咸 的 拒 肢 449 


mB Cl) 


DG 
故 可 换 (95) 式 篱 公式 


Bn 
Pf ye (98) 


当 於 正 旭 屠 尔 可 夫 链 , 因 篱 他 是 正常 链 的 特殊 情形 , 故 筹 阵 了 ”十 
存在 的 且 可 用 任 一 公式 (95) 或 (98) 来 定 出 。 在 此 时 ,m=1 而 公式 (98) 
有 次 之 形状 : 


“_B8(1) 
了 ”一 dl” (99) 


2， 讨 论 一 般 的 正常 链 (不 一 定 直 正则 的 )。 将 其 妆 麻 短 障 太 筷 篇 
法 式 


| 史 同 0 DOD 0 ，、，-: 癌 
| 0.....0 

= “ ， C100) 
Ug,1 四 Ugr,s {yy FI " 


上 U,, ”7 Us dd 
其 中 全，…，, Qy 笠原 斯 篇 阶 斯 基 竹 | 障 ;, 而 且 针 藤 不 可 分 离 的 矩阵 全 la， 
地， 其 重大 特 微 数 -- 上 。 命 


Phua Ug,y 全 ri -0 
Dd ， "| ee ， 
Us 四 Uisy Us, ,+1 机 0, 


高 了 篇 形状 


450 起 随 录 


P= i : 
0 " Qo 0 
U 证 
那 未 
A 。 0 0 


Pr-| . + .| C101) 


0-.-.. .AQ 0 
\ ET ] 人 
但 下 <*=Him TFT2=0, 央 管 生 疆 到 所 有 鸠 特 避 玫 的 模 都 小 拱 1。 礁 


9+ 
Ci 心 
P=—|: » ， (102) 


Li 0 
因 篇 Q@1，…, Gy 者 是 原 斯 第 喻 明基 斤 孟 ,所 亲 市 下 基 C999 归 (85) ~ 
《本章 ,及 知 甜 了 重合 Ce7 时 直下 的 
QT 0 0， 
皇 在 车 些 甜 陈 的 等 -机 中 ,每 一 刘 的 起 迷 都 被 此 相等 : 


第 一 本 人 第 二 二 瘟 非 本 元 来 所 榜 成 的 类 脐 A451 


= i Mi (R=1, 2,., 9)o 

我 习 注 意 , 毁 东 第 输 斯 基 短 梁 卫 的 法 式 避 00) 相关 麻 的 魏 分 事件 姐 
1 Sz Dr 入 座 之 出 全 : 

i, ns 四 0) it 2 。 《108) 

在 (103) 中 符 一 个 至 是 (10D 中 的 久 应 从 。 按 照 阿 . 思 . 林 策划 可 洛 
业 9 的 词 沉 ,在 卫 1， 卫 ，…, 卫 ; 中 岂 现 的 事件 组 称 篇 主要 的 ,而 在 其 角 
六 人 苞 之 or 之 ;中 出 现 的 事件 各 答 非 主要 的 。 

看 C10 开讲 声 ， 知 诞 洲 基 企管 有 有 有限 序数 gg ( 筝 时 剂 在 -4 到 上 时刻 
te 诸 针 的 过 以 宁 有 次 之 可 能 ; “&) 和 从 主要 的 事件 遇 小 篇 同一 奉 中 主权 
的 事件 ,C5) 作 绯 主要 县 事件 过 渡 沪 主要 的 事件 粤 (8 ) 答 非 主 要 的 事 
件 末 波 符 同 -- 且 中 或 其 前 面 的 全 中 非 主 要 的 宴 件 。 

从 短 阵 P” 的 形状 (10 芒 ， 知 放 极 限时 任何 事件 普 能 过 渡 到 主要 事 
作 , 亦 郎 芝 施 数 和 一 ce 时 任何 非 主要 事件 的 条件 黎 率 部 柳 於 者 。 因 此 ， 
有 了 时 可 主 看 训 件 篇 硬 限 事件 。 

3. 和 从 (95) 式 得 出 : 

(EB—PP"=08. 
故 知 ， 全 
特 御 商量 

半 共 下 划 知 限 六 藤 工 是 其 等 征 点 程 的 中 重要 ,所 以 这-- 个 数 帘 于 
碰 栗 短 潭 五 的 -- 们 :不 虹 芯 量 因 子 的 ) 特 币 问 时 和 量 ; 1,…, 1)。 故 在 短 
随 P” 的 仁 何 -个 第 7 烈 史 所 有 的 元 深部 过 南 同 一 非 僵 雪 p35: 

p30 (j=1, 2 ;DY p=1), (104) 
温 榜 一 玉 , 丰 正剧 儿 中 , 限 人 杂 件 省 这 民 达 她 溃 件 竹 关 。 
友之 ,加 旧 在 某 一 正常 攻 丰 策 是 决 链 中 ' 述 限 休 件 酸 寿 粤 麻 始 事 作 


8 闫 考 [7 条 ,六 有 | 25]， 37 一 航 直 。 
电 ”过 外 芭 趟 圣 於 任何 正常 部 者 能 成 立 而 昌 可 以 从 明显 的 等 式 下 一 PPI1=0 治 
和 se 里 取 概 上限 来 得 出 。 
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短 拓 , 订 即 吕 04 式 成 正 ; 志 林 在 短 轩 号 * 的 (102 式 中 自然 有 9 一 ]。 此 

里 记 二 1 而 过 但 处 是 正 出 的 。 

革 蕉 非 环 朴 神 , 伍 基 正 凤 刘 的 竺 和 妹 情 形 , 欧 卫 是- - 侗 原 答 陈 。 所 以 
对 艇 茶 一 个 #0 存 天 一 人 外 这 号 木 直 和 的 定理 3。 此 时 

Po 一 Pepper 0 各 。 

友之 ;山居 "0 知 诞 于 次 基 一 个 07.0 疹 了 ?>0, 故 由 定理 8 知 短 
隙 己 是 -和 个 原 短 陆 , 因 而 得 山 所 于 午后 胡可 湛 刍 的 菲 开 状 性 。 

我 们 和 狗 车 所 得 出 的 炎 果 篇 次 之 泪 王 : 

定理 1，1， 仿 了 合 得 角 开关 可 夫 刘 的 万 有 析 限 条件 概 来 都 能 存 
在 ,充分 必要 的 ,篇 过 一 个 禾 是 正常 的 。 在 此 陪 ， 篇 极 限 修 件 概率 所 楼 
成 的 姑 耳 P*Y, 人 篇 盆 式 (9 由 或 (098) 所 定 出 。 

2. 篇 了 使 得 在 正常 太 描 附 可 去 链 中 极限 条 件 奖 率 熏 原 姑 事件 乱 
天 ,充分 必要 的 ,各 过 一 个 纯 是 正则 的 。 此 时 烦 也 A” 往 会 上 (999) 所 定 
引 。 


3， 答 了 使 得 正常 纯 志 本 可 夫 链 的 所 有 栓 限 条件 概率 都 不 等 放 雾 ， 
充分 攻 归 的 、, 乱 渤 一 合 鲁 基 非 一 状 的 日。 

4， 在 讨论 中 引进 儿 当 概 瞧 齐 
六 (105) 
站 中 是 在 持 刻 如 出现 事件 总 人 = 32， n; =0, 1, 2，…) 的 概 
玲 。 认 用 概 环 的 右 法 名 莱 法 定理, 我 位 得 出 : 

P= SP 1, 2 ns Bl, 2 


或 镶 乱 证 阵 的 形状 


粕 ” 潜 侦 二 阵 符 吉 可 以 从 人 PP ,让 Hh 了 纹 拯 毕 夹 得 Pe 

是 一 侦 斯 问 玲 师 基 生理; 外 到 和 
符 代 定理 ,在 旺 碟 可 及 辜 用 公式 多 吕 现 布 等 式 [9)[ 本 这 ， $2) ， 

各 ”我 傈 注 千 ,从 下- 站 推介 非 或 就 性 , 洗 而 香 肌 各 的 正 划 性 。 朴 由 王 " >0 自 动 的 宴 
出 , 枉 了 极 密 伯 荆 可 纵 原 娠 专 件 蕉 关 : 恋 闻 和 合式 4t0 坟 开罗 谨 站 o 
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Pry (k=1, 2,...), (106) 
其 中 已 需 短 陡 的 迁 般 算 阵 。 
从 公式 0106) 定 出 所 有 的 稳 光 概率 (105) , 如 果 已 经 知道 原始 概率 
Pi Pr-… Ds 与 条件 概 棕 策 阵 已 = | pi|? 。 
在 计 论 中 引进 杜 限 初 洗 概 检 
P=linp G=1, 2,.…, 1) 


2 一 (Po go Pp) =limp, 
蒿 2o0 时 ,在 等 坟 G06) 的 十 节 取 极限 ,我 们 得 出 
p= Pp, 107) 

我 们 注意 , 栎 限 休 件 概率 短 际 的 存在 性 可 推出 有 任何 原始 概率 
2 一 《py Pes… 2 的 极限 烙 济 概 李 2 一 (2 Po,… ,pb) 的 存在 性 ,反之 
亦 然 。 

给 公式 (107) 与 (0 区 形 甜 陈 六 推 知 , 半 应 认 非 十 要 事件 的 概 限 要 
洒 林 率 都 笑 拱 大 。 

“” 寿 琵 敌阵 等 式 pe Pa 
的 证 凶 以 9, 由 Ci07) 我 们 得 出 : 

P'p=p, (108) 
小 训 极限 狠 光 概率 烈 和 是 逢 阵 1" 对 挫 特 微 数 》 二 的 特 微 向 县。 

如 果 记 烙 的 所 必 可 夫 刍 是 正则 的 ,于 下 二 1 是 短 际 P' 的 特 微 态 
程 的 单 重 祖 。 在 此 了 时 本 限 袍 加 概率 鹿 篇 (105) 所 叭 -确定 ( 因 答 轧 :…0 
(f=. 2 人 而 总 2 一 DD。 

蔗 马 答对 一 个 正剧 怖 鲜 可 天 鳃 。 那 末 由 (10 和 与 (107) 得 出 : 

P= Tp pi= Wp =p (j=1, 3, Nn) (109) 


| 虐 阵 售 


在 溃 一 情形 极限 艳 半 概 检 Pi Pp，…; 如 奥 原 始 构 案 各 Ps; 入 
拓 关 。 

反之 ;在 (107) 式 中 由 现 的 Pp 能 办 Pp 括 因 的 光 分 必要 俯 件 ,是 矩 障 

P* 的 行 都 彼此 梓 同 , 亦 即 
Pip Ay j=l 3, %), 
故 ( 粮 据 定 理 DP 是 个 应 则 铸 午 。 

如 盯 记 大 一 个 原 短 陆 , 磺 末 P">0, 放出 (0 中 得 

p>0 (j=1,2,., nN), 

相反 的 ,如 果 所 有 的 2 0 (= 二 3, …; 0， 且 三 原始 概率 无 并， 
那 末 甜 阵 P= 中 每 - -个 列 中 的 全 部 克 表 部 旺 彻 同 的 已 由 (109) 得 Po>0， 
因而 由 定理 11 知道 了 是 -个 原 夭 阵 ,水 即 记 子 的 键 是非 下 类 的 。 

从 所 这 的 相亲 椎 知 守 东 11 可 以 壕 需 : 

定理 11'， 1， 需 了 使 得 在 邦 瑚 角 可 夫 链 中 所 有 极限 艳 济 概率 半 
人 任 谷 多 络 由 下部 能 全 .大分 充分 必要 的 . 需 渤 一 个 钝 是 正常 的 。 

32， 乱 了 使得 在 纯 局 希 可 夫 链 中 所 有 标 限 绝 当 概率 洱 锥 任何 原始 
概 闪 都 能 存在 而 且 与 沪 些 原 炊 侈 宁 傣 并, 克 作 必要 的 , 需 六 一 个 链 是 下 
则 的 。 

3， 乱 了 使 得 在 纯 马 是 可 天 链 中 光 因 任何 原始 概 李 都 有 正 梅 限 级 
对 概率 存在 而 由 提 此 极限 届 率 与 原始 构 杯 钨 图 ,充分 必 履 的 , 镶 迄 一 个 
链 是 非 环 状 的 全。 

5. 现在 我 们 来 时 葵 有 休 件 构 率 短 陈 了 的 一 般 的 六 技 寺 可 夫 链 。 

取 短 汝 了 的 法 上 (69) 日 以 右 , 加; ,天 让 (69) 中 短 阱 4; ds， 
… 册 的 非 原 性 指标 。 裔 天 需 整 数 力 ， 因 ,7 思 的 最 小 下 导数。 那 来 
短 阵 的 特 微 数 除 1 以 外 ,没有 一 -个 特 籁 数 的 模 骨 等 礁 1, 尔 序 PP 是 


从 ”定理 11 的 第 二 部 分 有 时 郁 篇 狂 苍 还 咏 从 可 上 太 衣 的 农 标 定理 了 而 此 菇 -一 部 于 有 时 
称 篇 麻 羡 里 准 安 可 芷 定理 ( 冶 尖 -41473 一 各 月)。 
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- -条 正 营 证 际 ; 此 区 疡 是 使 得 三 篇 -个 正常 短 哄 的 最 小 上 方 次 。 烧 辣 虱 
入 所 于 秋 所 咒 可 天 链 的 迪 前 。 
因 答 1 臣 -一 个 图 证 党 甜品 , 收 有 有 标 限 
lin Per CPO” 
存在 ;证 明 术 也 
bm Pome (r=0,1,.,h—1), 


脖 楼 一 来 ,在 - - 般 的 情形 , 短 阵 徊 
P,P, PY,.. 
型 分 篇 有 栓 陈 也 r= 了 C7)” (7 一 0, 了 ,六 一 1D 的 个 子 列 。 
从 人 条件 购 率 用 (j05) 式 屿 移 到 纸 当 概 李 ,我 们 得 出 ,序列 


1 二 号 


Pp, Py Py 
列 牙 露地 侦 子 烈 , 他们 的 原 卜 丛 
lim 和 一 (Po r=0,1, 2,.,h—1), 
对 瞧 任 何 有 限 事 件 的 旨 马 希 可 天 键 永 迹 有 次 之 算 施 中 匮 权限 在 
证 ; 
名 -ipn 工 > PP 一 二 -BP+ ‘二 PT CP * C110) 


-ee 下 一 王 


所 
?一 Ji Lp= Pp。 (110") 


此 钻 = [2 和 而 号 = 《2a， D2) ”人 Da) o 人 Py 7 一 1 2 n) 
办 pj==1，2,…, 轨 各 夭 需 极限 条件 笋 本 中 数 与 标 限 契 当 林 棕 中 数 。 


因 党 jim 训 全 天 = 各 坟 习 PP， 


Nad 


所 以 EP=2, 


因而 由 (110'), 有 P'p—p (111) 
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评 即 也 是 知 际 ， P71 的 站 微调 垃 。 
我 全 注意 .出 下 式 在 全民 人 10) 瑟 例 下 以 去 重生 六 篇 区 之 形状 
人 00 0 


其 中 


t+ 


鸯 篇 短 障 日" 岂 昕 有 各 微 数 的 找 者 才 诬 了 所 以 
li JF = 0, 
1 


a ol. C112) 


因 篇 了 是- -个 斯 篇 哈 斯 其 答 看 ,所 以 在 此 处 的 短 陈 41, 4s;… 
9, 部 是 斯 第 哈 斯 基 拷 孟 。 
从 所 得 出 的 对 届 习 的 表示 式 吐 (107) , 知 对 应 肉 非 主要 事件 的 极限 
狐 间 概率 中 数 部 等 瓜 用 
如 果 在 筹 陈 了 的 水 式 中 , 蚜 g 一 1, 那 末 对 於 甜 阵 1°" 数 % 一 1 是 一- 
个 单 重 特征 数 ， 


和 


TT 


引 二 印 分 第 一 证 非 到 元 压 下 剧 吃 后 丙 刘 3 


在 和 过 一 血 形 ， 多 每 MD 所 第 -人 E; 而 硅 棕 人 委 概 忆 全 中 pi Pus 
2 和英 原 姑 峰 尝 ps 名 本 舞 询 。 民 之 ,元 时 六 昭 苍 j 叶 ,村 本 由 

C0 知 短 体 六 的 特 坊 上、 但 逢 陈 人 12) 胀 有 在 9 一 工 蚂 姑 龙 丰 等 算 
] 的 秩 ， 

我 们 求 把 所 得 出 的 车 时 A Ez: 

定理 13.9 对 座 任 何 有 过 其 4 的 祁 忆 而 可 类 急 , 党 -2c2 陈彤 
短 陈 疡 上 册 gp 瞩 屿 有 沉 朝 训 的 近期 伍 的 重 锌 ; 此 尘 党 大 由 公式 (1D; 珊 
0 所定 册 的 轰 腿 休 伟 村 府中 数 生生 限 儿 对 采 竺 中 数 企 在 ， 
户 = ,pu 与 . 开 太一 《Diy py, i 

总 应 於 非 二 要 事件 的 极 典 税 莉 要 这 中 训 痢 等 诬 过 。 

如 果 在 甜 阵 书 的 法 式 中 有 ， 4 二 长 灾 匡 有 太 过 - -情态 :可 求 概 了 要 


冯 概 球 中 蒜 is De 的 Pr 下 瞩 妈 概 率 始 概率 2 Do， -7 振 庆 ,| 面 日 乱 方 程 ' 
DD 万众 - 比 定 


$8. 完全 非 负 矩阵 


蔡 滥 一 - 节 攻 次 饰 中 我 司 讨 戎 过 富 的 知 征 际 , 不 伪 他 的 所 有 元 而 ,而 
玫 弛 从 所 有 的 任意 胃 子 式 都 十 非 侦 的。 十 入 第 陵 划 亦 民 人 纤 系 靳 的 徽 振 
靳 肆 论 有 证 历 的 麻 肌 .， 注 些 鳞 障 太 让 应 用 的 宰 租 研究 三 演 可 座 湛 [73 
中 找到 。 此 嵌 我 们 羔 葵 于 证 些 夭 陆 的 某 些 直 杯 性质 

工 ， 关 先知 子 凑 之 定 尺 ; 

定义 5， 长 厂 短 阵 

过 一 1ekr 人 一 于) 0, mE=1, 2,.., n) 
称 央 元 全 非 贫 的 《千金 下 的 )， 如 及 运 悄 年 隆 的 所 有 任 总 扫 季 式 部 吓 非 
从 的 ( 正 的 ): 
4 (人 下 :0 (0) 


禾 ”过 何 渡 理 有 时 攻 坊间 弓 则 可 大 : 训 ,? 近 前 定理 。 营 省 5 主 ] 和 9 一 :2 三 3 


(= 
人 

在 以 往 3 中 展 和 缸 届 箭 沈 光大 和 方 喇 囊 完全 下 广 陈 。 

站 
基 完 侈 正 的 。 鞠 峙 注 明 | 环 训 上 ,由 等 式 1 | =- 好 得 奖 之 糖果 :我 们 可 上 必定 出 不同 
时 等 部 者 的 宜 匡 站 ez on 偿 得 本 镍 

fi 二 之 Cr | 

存 * 倘 需 耻 所 一 册 下 一 于 2 0 其 三 肖 条 医 约 项 各 淮 7= 二 1 呈 , 汗 是 不 可 能 的 而 用 
术 梢 法 的 起 小 , 运 对 於 项 束 寺 杉 %4 伍 的 全 汶 半 机 旺 让 可 能 的 ,而 接 信 证 明证 对 疮 所 下 的 画 牙 
f() 亦 旺 不 可 能 的 。 假 使 设 有 相克 的 情形 ，, 兴 坟 由 咨 各 定理 ,多 n 一 1 个 溢 寺 的 项 所 硫 成 的 
约束 {5 二 [wm7(7)J' 特有 一 1 个 正 的 窑 各 ,向 过 就 弄 凶 铀 法 的 仿 识 痪 完 ， 

因此 |F1 半 0。 得 党 肛 二 0, a8 二 1 下] 上 , 控 基 莘 常 的 范 连 过 行列 
式 | 哇 1? 他 是 下 的 。 风 篇 可 凡 基 攻克 司 ,62， on 施行 这 锌 至 惑 ,全 得 估 们 之 时 的 不 等 
式 <<q<<-… qn 保持 不 一 的 ,来 化 过 假 范 注 蒙 行列 式 各 访 A03E 二 隔行 列 式 , 而 问 由 所 访 
咕 的 苦果 地 时 油 个 行列 式 趟 衣 炙 入 才 ,所 具 镜 兵 仔 本 ( 认 a 于 有 | 二 0。 

因 坊 拒 卫 斑 的 任何 子 式 胡可 琶 芒 一 订 商 六 蕊 壕 全 机 沁 ; 融 草 妥 上 的 所 有 于 式 者 是正 的 。 

2， 计 篇 耶 可 上 比 直 障 

jar Bb Or-:-F0 0 
cd ea or 0 
一 | 0 ca gd 0 (113) 


| 


和 


基 序 通 样 的 一 个 郁 踢 , 不 站 主 对 角 列 ,第 --. 澳 衣 鞭 开 弟 一 下 对 角 革 中 的 元 来 静 等 冷 夫 。 凡 
立 送 样 询 公式 ,站 出 主子 式 丰 元 素 了 ,5 球 央 出 过 个 卉 碌 的 住 意 子 式 。 诅 


和 人 


= 
cia ky 
而 瑟 
机 一 次， oar, by Kp LA i 二 天 和 1 贡 


都 未 
El dae 中 了 i,, EE i, 
7( =7 人 at 7 ( 9 小 i114 
各 有 KT" i Ny- ys KE, +L 


性 个 这 子 的 并 雄性 本 避 砍 证 次 必 等 式 求 推出 : 


kp | 总 “Turi kn 
浴 公 式 (I] 屿 知道 箔 际 了 的 仔 何 二 式 郁 祭 次 其 划 千 主考 式 虚 拓 竺 泡 来 的 村 入 。 这 样 一 
对 愉 完 至 非 角 知 耻 4 ie 党 有 次 之 重要 的 行 齐 式 的 不 等 


陈 必 : 


i -和 各 于 三 “页 元 素 所 本 成 的 炮 隙 9 


4( >» )<A0 ， a ) (P<, (118) 


篇 了 推出 各 个 不 等 式 ,首先 建立 次 之 引 : 

引 5， 如果 在 完 邓 非 奥 知 纯 4 二 1a: 必 中 有 此 主子 式 等 大 喜 , 屠 未 
任何 含有 得 委 主 子 式 的 “ 洽 大 " 主 邯 式 都 你 肛 夫 。 

议 明 ” 引 已 证 明 , 和 如果 和 扰 们 能 入座 明 , 滋 认 完全 非 负 答 阵 4 一 jen? 


由 
1 9...g 
A( 2.. 2) -0 (gq <n) C117) 
党 能 得 出 
4 人 -0 (118) 
1 2...%n “ 


[ 因 往 此 夏 的 % 可 以 篇 侍 何 天 其 并 的 骨 ]。 
汰 此 我 们 求 讨论 凶 种 情形 : 
C1) a 一 0 。 并 沪 四 0 en | 一 — idm D0, gaa GG, = 


HI ir 1 


OD。 骑 考 [91 ， 对 有 -7-，111 下 六 站 六 乒 。 在 同一 站 方针 定 了 在 (116) 直 中 的 镶 吕 可 
以 厂 立 的 情形 实 有 次 之 很 扫 采 的 -水 8 情 形 : 

C1) (116) 的 丰 简 欧 轨 式 中 有 一 个 等 秀夫 ， 

(2 ) 倪 部 范 素 4.0 一 1 2…， ;二 py… 名 职 外 亨 下 素 is lip 了 埠 和 =1y 
2，…, 们 都 等 识 堆 。 

不 等 式 (116) 和 与 央 其 恒 扩 发 窗 思 或 二 次 型 的 广 闵 阿 遂 马 相 等 式 [人 考 第 九 章 , 5, 5, 
(33)] 有 相同 的 外 表 。 
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一 -一 -- 


二 ; 所 局 ; 让 洪 公 部 Nl 一 一 “nn 2 ， 本 兽人 全 部 dy 二 (万 二 


二 吕 ， jy 1 人 : 让 果 人 由 el 他 1(118), 
(23) d=0, 7 -个 
1 中 一 . 
0 人 人- 
| 了 1 站 一 产 
引进 后 浊 生 籽 式 
站 Bl i 
人 一. 人 ? “ 
本 2 一 
用 他 个 来 建立 短 陆 D= 1d,xl?。 
概 控 人 诗 坪 凡 斯 得 司 等 民 ( 第 二 点 ,有 引得 : 


En Wii on 
D( 1= 
Ee 


) Ci FP, P+1, ,No 


站 让 


[a 和 ae 2...p—1 6 
了 2.p 一 1 { 2pl 
人 1, 2, + 
(py op a 和 3 全 二 1 一 让 
获知 忆 是 一 个 完全 非 色 牌 陆 。 
因 篇 市 C19) 得 : 
号 
a,, -4( 2 一 0， 


所 以 甜 阵 孔 = 通 合 已 种 计 识 过 的 情形 (1 ), 因 调 


-1.-.; 1 -nl jrp a 
pb = [A 2 1 4 2 站 =0。 


1 2.. 
故 因 了 (了 )*0, 得 出 (113)。 我 们 的 引 已 者 可 明 。 


(119) 


(120) 


(121) 


3. 再 和 四 可 DIE 不仁 二 GD 有 卫 训 种 喜 敌阵 4 的 所 有 主子 
式 都 不 等 蕉 寺 ,; 团 答 柑 拓 下 5 上 主 壮 式 中 加 有 - :个 笑 怜 堵 吏 傅 得 出 


绽 一 部 分 第 E 一 章 ”下 二 二 求 所 入 成 的 审 随 61 


.1 | 一心， i -计生 不 等 这 (116) 是 EE :和 切 弘 [的 ， 
浅 中 一 引 持 贡生 息 人 1 的 苇 芝 性 下 可 六 在 接 弯 内 的 : 


1 2 _ 
过 0 =-- 好 11 Ha 


因 和 起 es 六 0, ga 于 0 .， 很 如 不 等 式 吕 1 介 尘 扎 阳 -的 生 阵 蚌 里 和 玖 的 ， 
而 求 改 明 并 多 圾 六 :2 床 必 守 笨 的， 班 让 , 证 不 报 忆 也 痊 通 竹 , 可 以 作 

入 2> 二 四 吉 在 和 到 的 情形 可 以 谷 重 行 刘 世 的 施 烧 来 丘 风 嵌 六 了 匡 交 一 史 
的 作用 。 

在 讨论 中 再 求 3| 淮 短 限 六 = 和 其 中 pC 省 二 PD 十 3,…- ,70) 
是 篇 吕 20) 式 所 依 守 的 , 谈 几 出 次 任国 放 坎 远 这 等 从 殿 济 殿 除 ~ 的 盾 
了 吨 的 上 基本 不 等 式 C116) ,我 伍 有 

pl 


1 2..n 2) 
4 电 由) [40 jt ， pp 


1 人， 用 一 荆 
站 2 2 :一 于 六 十 于 
一 4 EL 对 DE 2 
人 20 一] 
9 WU 2 
1 2- i ， 
<A( ey | (2 人。 (122) 
光 样 一 来, 不 等 式 (118? 可 以 作 和 从 是 已 经 建立 好 了 的 。 
5 进深 之 
定义 6、， 知 了 4=|]am? 的 子 式 
和 1 人 
4 上 <n) 123 
网 机 ， ( Kk A er < 机 4 ) 


稳 刍 近 主 子 式 ,如 虹 在 浅 训 一 向 ， 各 一 8 训 一 古 中 产 有 一 个 其 不 等 
人 惟 短 。 

我 们 注意 , 得 进 不 等 式 《16) 的 全 部 推理 (包括 他 的 辅 肪 引 的 蒂 骨 
在 内 ) 仍然 有 效 , 如 么 换 休 件 "二 让 -人 完 他 步 质 短 陈 ” 需 转 双 的 休 人 性 


463 下 阵 确 


“三 知 卫 -| 攻 全 六 式 坟 运 水池 全 :是 自负 的 "总 


1. 完 难 正 短 耳 的 特 德 乏 奥 特 浅 回 这 人 条 一 亚 记 的 昭帝 性质 。 但 是 
竹 泌 迷 蚂 性 系 钱 徽 振 动 的 座 用 运 -- 霓 缮 袜 汪 , 完 茸 正 短 时 类 是 不 如 的 
对 雁 导 一 天 保 , 完 答 非 负 征 便 汗 是 晒 各 应 用 的 ,但 亦 不 是 所 有 和 守信 天 
信和 撼 限 锡 影 杂 性 师 都 臣 必 下 的 。 有 -- 征 中 半 闻 (在 完全 下 年 阵 类 对 完 
肥大 久 短 卫 钴 之 图 的 } 存 在 ;但 们 保有 有 完 笃 正 窍 渍 的 影 说 性 全 和 儿 半 认 订 
有 用药 日 的 是 足 知 过 到 的 。 过 征 中 沿 甜 阵 磊 鹤 委 -所 盘 的" 弓 阵 类 。 泛 个 
名 洞 旦 党 棋 水 的 ,后 过 上 蜂 动 矮 蚀 甸 成 -种 败 学 工具 用 来 研究 条 性 时 性 
系统 得 拍 灿 的 电动 放 贤 外。 

定 芳 7 娃 库 4=]a 1 敌人 乱 客 动 的 , 如 虹 4 是 一 个 完全 非 色 短 
陈 且 . 肥 汉 担 笠 的 怠 瑶 9 二 0 存在 使 得 二 是 一 个 党 全 正 甜 陈 。 

例 子 可比 负 看 了 "总 考 (113)] 是 -仙姑 动 想 陈 的 充 妇 必要 短 了 仿 1° 所 有 数 昌 ce 都 是 


正 的 与 3° 顺序 主子 式 帮 是正 的 : 
mo 有 0 0 


a UL bl Db 1 ds Pa 0 
flO, 1 中 >o， 人 | D0 [=D :124) 
“1 | 站 cs &a 
和 2 1 


| 站 0 Ooi Tn 
饰 件 蕊 , 2” 的 必要 性 ” 数 上 ,Cc 基 非 夺 的 , 辐 坊 类 陈 J>0。 再 省 淄 有 一 倍数 上 ,5 能 秽 
玲 英 冤 , 因 居 在 相克 的 情形 我 倍 的 好 飞 上 及 避 可 六 岁 鸭 ,因而 对 识 储 订阅 0 不 入 广 J3>0 都 


多 从 者 0755]， 人 R 们 党 这 引用 到 的 弗 . 页 . 甘 特典 圭 示 泊 蒙 .可 , 克 落 央 所 若 列 [7 ] 中 
{ 荣 二 睹 }) 在 着 一 点 上 器 生 鱼 误 , 首 共和 馈 过 ,这 . 柯 且 强 斯 基 研 访 泡 指 册 的 。 在 着 [C73 111 页 中 
己 竺 式 

SI- 


b=1 
来 定 闽 近 主子 式 (123)。 针 座 涝 谋 的 近 主 下 式 全 其, 德 相 子 术 谋 近 十 子 式 的 非 所 性 不 能 得 训 
不 等 式 1116)-。 全 是 [FY] 中 还 二 表 人 $6 所 花生 的 关 总 菏 本 不 繁 洲 的 进贡 此 直 礁 明 是 算 碎 的 ， 
如 单 对 页 近 主子 式 粉 予 此 坑 所 骨 进 来 的 定 哥 ,至 冷漠 个 定 六 是 卫 站 论 交 订 55. 中 的 。 
大 ”次 老 [ 了], 弈 论 存 幕 三 ,第 四 齐 。 


第 一 1 一 性 基 元 -水 钙 概 成 询 生 [ 官 4 


不 能 成 间 。 因此 所 有 诅 十 是 下 的， 民 扩 提 5, 所 有 主子 芭 1124) 部 是 下 的 , 因 访 区 
19 由 让 半 0 竹 出 : |7| 
峰 件 二 2 的 论 委 性 吏 院 | ; 损 容 电 党 其, 症 |J 的 秆 项 由 吉 台 5 耻 能 在 轨 生 如， 
Bata, … ,0 tc 泪 寺 1 人 更 。 对 识 储 何 “党 深 接 的 ”主子 ,三 引出 避 深 引入 行 开 列 归 和 有 有 岗 
去 的 ) 所 榜 感 蜀 子 式 ; 者 三 加 柑 号 泌 达 。 收 错 请 的 任何 主子 式 部 可 芬 讲 党 寺 沉 按 主 子 式 的 
琵 稿 。 故 在 引 训 了 的 任 灯 主子 二 由 数 世 刺 “ 钱 在 汇丰 Pet tar2 5-3 69- 工 于 出现。 
怒 立 对 往生 可 比 生 二 


Lad 放 0 1 
1 EE bs 
2 和 - 本 
一 ” ,Bom0 =,a 有。 (135) 
站 区 -| 
| 0 Bal dh | 


迄 上 面 听 得 出 的 邯 可 比如 阵 市 生子 式 的 性 轩 知 道真 引 陆 J 班 六 由 靳 了 蜡 前 玉 子 起 稚 邮 
胡 敬 。 此 旦 人 惧 件 人 2 后 说 明 二 次 型 
rr, | 
臣 怖 下 的 (到 者 菜 十 八 ，$ 4; 定理 引 。 得 基 覃 止 二 交 训 的 证 有 主 拉 蕊 浮 避 这 的。 苍 定 炬 跟 
可 中 六 .和 有 有 主子 式 部 是 下 的 。 轩 谷 币 称 人 证 1 全 及 识 训 应 正 攻 ,所 以 直 关 14) 式 辑 所 和 拭 函 
可 的 于 - 式 部 是 非 积 的， 六 闻 本 丰 一 汪 论 信 是 区 殿 陆 。 
法 识 遂 合 休 任 1° ,2 的 给 公正 营 + 区 就 [ 动 性 ,可 必 汪 自 镑 窒 次 之 赣 需 性 刊 定 i 证 来 掩 出 。 
嘉 了 使 寿 守 全 非 总 重量 二 = ji 人 是 - - 想 时 大 捍 隧 , 光 区 必 站 的 ,二 衬 通 丰 光志 储 性 : 
《IT 4 是 -- 侦 谢 秩 基 红 (| 一 0 。 
{和 汪 由 全 并 主 对 医 台 记 多 , 信 高 地 一 上告 俏 如 二 前 讶 符 共 第 一 下 昔 首 如 由 的 元 
未 部 下 竺 认 二 1 下 蒜 | 一 太吉 1) 
增 谣 语 -- 傅 且 的 溃 明 , 训 兴 本 在 LY 的 二 调 钙 7 了 引流 生 | 
2 和 了 便 访 和 八 过 全 可 二 是 的 炉 搜 攻 耶 潮 匆 二 好 沪 性 克 , 我 们 后 先 
9 | 和 渴 一 些 淮 全民 记 歧 。 
讨 茧 商量 (于 ) 
此 一 ga ly, “3 了 再 
我 们 可 计算 向 入 如 诺 兴 楼 掺 璋 而 而 的 铝 屿 煌 ,此 时 尖 舱 土 坐 
概 ( 如 果 胡 壕 祝 的 举 返 时) PF 字 以 征 何 符 纺 。 按 照 我 个 着 对 天 举 古 的 符 
号 寄 法 ,各 号 发 和 在 己 居 由 中 控盘 。 我 们 以 六 诬 S5 省 记过 和 衬 得 出 来 的 


3 起 陋 车 


村 大 的 典 极 小 的 名 号 数 ， 在 SS, 一 六 4 的 情形 , 未 们 A 
黎 生 本 之 以 5， 明 然 ; S. 一 5, 的 充分 必要 信件 , 是] 向量 的 十 端 
坐 褒 六 下 和 部 不 等 起 雾 ， 而 且 3" 等 式 国 一 0 < 到 全 委任 忆 不 等 式 
Wott Us 

志和 在 我 们 歼 访 明 实 之 基本 定理 : 

定 卉 13， 1， 吴 动 .1 二 .oa ! 常用 个 不 同 的 下 将 微 数 


和 (126) 


2. EZpESA 4 尖 麻 於 积 天 特 币 艇 和 的 竺 生 由 放 二 5 一 5 一 《21 ? fol 
… 1) 中 ,所 有 六 村 寿 不 等 认 堆 [有 相 局 的 答 驶 :; 所 於 在 光 赚 所 第 二 
钼 特征 数 ;的 符 微 笛 避 Ges ru 中 ， 甘 覃 序 区 愉 好 有 
枫 锯 号 数 ; 一 般 的 , 在 对 麻 有 特征 数 入 的 入 向 = (py day es 
uxt 的 坐标 序 齐 中 ,恰好 有 万 一 个 刍 同 赂 4 二 1,， 9， 2  ， 


3， 当 直 任何 富 灼 co co CS 总 全 20) 在 癌 节 
此 一 So (C127) 
| 
中 当 投 这 列 的 相对 数 全 座 9- 与 一 1 之 有 
g—1< Si Si hl. (128) 
证 明 1. 烷 子 年 陈 - 的 特 铀 归 入 1， ha “9 如， 的 乒 数 ,使 得 
[Mi Be hu) 机 bE 
在 讲座 中 引进 了 峙 焕 霄 答 陆 3 Cp 一 1 2,…, 0)( 宪 郑 第 - - 癌 , $4)。 
知 乔 尖 , 的 特 御 数 荐 在 短 陈 4 的 竺 微 数 中 所 有 可 能 的 取出 2 侧 的 莱 策 
( 襟 才 第 三 章 ，&8 的 术 殿 ) ,让 妈 厂 粹 


da han " hy J PE * 1 nl 
利害 潮 ee - 侦 整 数 9, 琴 窒 本 时 一 侧 完 对 正 憩 
下 此 旺 0,， 和 二 0 入 亲 冯 入 是 一 侗 示 四 分 号 的 襄 非 钠 婚 噶 。 


-一 一 — 


0 类 限 是 二 了 4 的 了 属 乔 站 给 中 ; 荡 才 第 -部 4。 


策 二 部 务 第 二 二 :这 非 刺 元 凡 因 壹 成 的 年 阵 465 


楼 用 和 匆 沉 别 六 斯 定理 (站 才 本 并 $2, 算 理 2 藤原 短 随 nC p=1, 2, 
我 倍 得 出 : 
1 nn), 
Mh > Ae hor P=1, 2, -NO—1), 

压 可 推出 不 答 式 (126)。 

3， 答 所 建立 的 不 等 式 (126) 推 知 白 二 |awx'? 是 一 -个 日 栈 敌阵 。 那 
未 所 让 入籍 逢 际 并 (CP=T， 2 吧 痢 是 和 芋 构 知 限 ( 密 老 第 三 全 ,$3， 
定理 83). 

在 讨 花 中 引进 着 阵 4 的 基 伴 知 阵 如 =]wxn1? (位 族 知 阵 如 的 第 5 
到 是 算 陈 4 请 特征 向 晤 纪 的 第 天 个 儒 标 ; 计 一 1,2,…, my。 那 玉 ( 沧 考 
第 三 瘟 , $5 林 尾 ) 和 类 库 如 的 特 艇 数 hs 将 对应 民有 坐 郴 

v0 人 <) [139) 
1 2.-.-8 

的 特征 向 其 。 

概 据 勿 六 草 浊 所 定理 所 太 的 数 (129) 都 趟 等 散 玲 而 尼 基 同 叱 的 。 
乘 间 景 io ;名 以 二 或 一 1 可 以 入 所 有 学 式 (129) 邦 是 正 的 : 


a 1 
UG 4 2 > D=1, 2, .…, ), (130) 
短 陈 4 的 基 磋 生 障 忌 = |wx1i 与 答 阵 各 简 有 次 之 茜 合 等 式 ; 
A—U{M, hy ey ha UT 《131) 
故 有 

A'—U TI hay rr Dat, (1 32) 

引 亏 :13 卫 村 41322 我 们 活 到 ,和 矩 库 
"=U! ‘133) 
古 特 向 数 同 篇 入， 入， 和 的 转 员 年 陈 生 的 基础 短 陈 。 和 担 从 短 联 4 


的 通 番 性 得 和 4 的 蝴 动 件 ， 欧洲 藤 尾 何 bp 二 1], 2， ,类 
卫 六 的 所 有 子 式 


都 不 等 筷 登 而且 是 同盟 的 。 
另 一 上 所 画 ,和 禄 铬 全 392) 入 陈 忆 得 六 芹 有 等 式 贿 保 
[太一 
要 入 导入 苇 知 阱 ( 佑 第 … 尝 ,3 人， 我 们 有 
ia , 
天 此 ,特别 的 ,而 南 短 阵 《os 的 名 人 角 才 上 元 居 部 等 慌 1 我 们 得 出 : 
< 7 (7 辣 VO 了 1, C85) 


eta cipen 1 分， "0D 
在 演 个 等 式 的 奈 季 请 项 中 第 -个 内 了 是 正 的 ,而 第 二 个 因子 都 未 等 南 
替 而 且 是 同 号 的 。 夫 末 显 然 , 其 第 二 个 因子 亦 邦 基 正 的 ,水 朗 
Ce En “ -0 ( 本 -和 3) (186) 


1 9-p/ b=I, 2 
法 樟 一 求 , 名 藤 和 矩阵 区 一 ie 版 玉 =0" 局 时 有 不 等 式 (13 站 向 


(136), 
把 知 阵 六 的 子 式 用 已 知 公式 [ 朗 考 第 一 章 ， S 4 可 其 着 短 陈 太一 = 区 
的 子 式 求 表册 ;我们 得 出: 
A “np 《一 
人 -全 一 ) IT 
其 中 会 rt 性 人 < 妇 人 < 粹 陡 全 彰 ; 正 数 租 1, 2 4 
%n。 因 答 由 纪 0) 知 1 20, 玖 市 C86) 租 忆 37) 推 得 : 


nn ~ 和。 Te 
(一 全 bp- "vA( 1 ) 0 ( 1 Po ， ), C198) 
1 分: 和， 一 ] 


| Es 


2 bo "~ EM 
— 13 
0 咒 一 入 一 力 十 让 (187) 


现在 设 了 ou 〔 宇 c 盖 0)。 我 们 六 及 明 , 从 不 等 式 C180) 得 
出 不 等 式 G128) 的 第 二 部分: 


第 二 路 牙 。 第 十 三 浴 者 受 沉 蓉 天 请 起 的 大 际 A467 


hi， (139) 
而 由 不 等 式 ( 习 玉 程 认证 一 澡 分 : 
Sumo—1, (140) 
候 就 St>R 一 i 那 汪 可 以 找到 遍 晤 4 的 道 样 约 坟 二 1 个 坐 柑 
1 41Y 
司 稳 WO Ca=1, 92, hh). 


此 让 必 楼) 不 认同 时 综 基 天 ,内 篇 合 向 襄 w 一 六 or Ce 
=c;.1=0: p23 中 的 针 详 华 标 全 艇 雪 , 我 们 交 得 出 斑 次 方程 租 


上 
rts 二 习 (R= ， 2， “3 n) 
有 非 零 和 解 名作 邦和 程 组 的 行 刘 式 
2 Co 
Lr 
(YY 2) 


根据 {180) 式 却 东 能 笑 钛 劳 。 
更 在 来 时 论 等 苓 卉 的 行列 式 


[于 


ET 
技 照 最 德 一 列 的 元 未 兴 展 财 过 个 不 THE 
R+1 ne Rl Bo de hs 
DD h 
但 基 注 眉 等 式 不 能 成 江 ; 国 答 在 不 科 中 没有 责 侦 项 是 加 吃 的 而 朋 脏 少 
有 一 个 项 不 等 诬 才 。 汪 榜 一 率 , 昌 其 找 们 的 假 训 Ss>>h-1 得 出 耶 盾 


的 竺 明 , 帮 不 竹 式 (1139) 可 毅 篇 丰 已 起 建 江 移 。 
在 讨 识 中 引进 向 量 


也 
ra 所 7 
中 Ti Va ”3 (|, 2， "9 人) ， 


其 中 d= C1 =1, 2, -1 
那 术 汰 其 短语 二 由 礁 033) 有 牌 有 有 : 
i 1 
Gf © 00 ” “)。 (149) 
-1 D1, 2 六 


全 不等式 Cd42 类 倍 藤 不 等 二 301。 故 包 


4 一 -> 【一 xe ， 143) 
将 有 有 不等式, 痢 们 和 殿 不 等 : (E90) 0 : 
Sir nyo (144) 


裔 站 一 《dy 和 知 
uC 人 于， 

改行 六 4 十 上 二 一 多 一 荆 ， 
因而 ,由 44 得 出 丙 公 式 (140) 。 

不 等 式 (123) 已 弥 酚 明 ,。 因 篇 和 从 二 个 不 等 式 当 9 一 ?= 下 肝 得 出 定 
班 的 稼 渐 2， 所 以 我 俩 的 定理 已 经 党 全 证 月 。 

3， 计 葵 所 证 困 的 定理 对 评 集 中 礁 部 分 弹性 可 逢 体 ! 有 眼 拓 的 监 或 
和 的 盔 到 | 2 机 并 量 的 徐 振 吉 的 研 
完 。 汪 个 过 悉 仍 厦 品 座 (在 王 衡 状 这 中 》 2 轴 的 好 段 0*w1 上。 

这 让 谤 全 这 楼 届 的 彩 独 而 败 [C(x, 3 是 在 点 
作用 晶体 万 峙 ,在 外 3 的 垂 虎 ] ,而 以 8 所 所 了 予 个 四 最 的 影 法 傈 数 : 

Fy=E (ry ry i, j=l, 2, NY, 

如 困 在 占 i se 乃 由 失 笑 

形 的 称 性 里 顺 , 泽 应 的 各 和 重度 yi0) 00:2- .上 0 可 表 知 公式 


yo = 启 “ 人 ， PH o 


如 证 趟 过 坟 1431 中 向 晤 下 一 1, 2, + nn) 列 威 相 友 的 次 | 闫 代 , Wy :+ 陪 } 最 x 在 ;3 
浮 列 的 4 一 站 个 疝 量 的 征 厅 。 


区 一 部 牙 利于 -区 弄 到 元 皮 通 局 吧 的 拭 阵 468 


在 此 外接 力 篇 惯性 力 一 wy; 从 (j= 了 ，2，…, 从 ,我们 得 出 
日 由 氢 翻 方程 


v0) —— Dm Re, os yO, (14) 


我 们 所 要 牙 孙 的 速 入 是 区 而 和 握 盘 和 有形 匆 
VT ringptto OE (C146) 
此 不 4( 台 篇 拓 罚 两 数 ,篇 策 论 ,9 篇 原 下 位 柱 ， 在 CD 中 代 玉 辐 以 
其 仁 一 个 表示 式 目 科 去 sa 中 十 号， 我们 得 出 : 
wo =—p° niE Ce, sm) (147) 


多 办 安 置 钼 景 申 上 多 量 冬 庶 与 振 帆 : 苇 度 引 淮 计 渤 : 
Y= ,12,1 NR) 
那 玉 = sntptto) 《全 一下， 号， 全) 
这 引进 流出 据 嫩 下 朗 自 灌 轴 影响 全 
Wi = VT His a = VN rR Ri 人， 9 一 工 ， 2, "ny 和} C148) 
在 (147) 中 脐 次 换 z 篇 %4G 一 1, 2)…， 中 ,我们 得 出 振幅 答 庆 方程 
粗 ; . 


这- Q= 让 ; 1 2 n)。 ‘49) 


故 知 ,振幅 向 量 芭 一 (ua y…, 如 是 短 障 4= 1a512= vm byl 
当 於 == 记 的 特征 向 其 ( 涂 考 第 十 章 , 8 9) 。 

这 帮 分 析 的 咎 困 虽 ,得 出 总 分 速 乱 朵 的 影响 保 数 短 陈 1 了 秒 鲍 一 
人 惜 阁 动 甜 陈 。 故 短 阵 4= je 和 = wony 向 全 是 -一 个 额 喜 短 隆 ! 内 此 
矩阵 4( 要 氛 定 理 13) 有 呈 个 正 占 微 数 


生计 考 0791, 0 归 571, 弟 三 罕 。 


470 她 限 | 


炙 即 速 第 钥 有 对 眉 调 和 振 套 他 在 区 不 同 频 率 和 外: 
CO I PD LP WD (ix i 二 和，…， 4)。 

由 於 同 一 定理 知 有 频率 力 的 基 冰 所 当 麻 的 振幅 重度 都 不 笑 惧 雳 而 且 
是 隔 号 的 。 第 二 情 抵 帆 垂 诬 ,其 所 车 麻 的 乱 丰 钴 这 入 的 第 一 省 苦 ， 恰 
好 有 - -个 区 号 , 一 般 的 狼 欣 有 频率 ;的 泛 普 所 对 族 的 近 幅 全 度 愉 好 有 
7 一 1 个 杷 外 Cj=1, 2,-…, ny。 

和 从 二 个 事 袜 , 就 是 影响 傈 数 甜 苹 |1 性 是 上 惑 矩阵 ,推出 圳 转 体 
的 其 他 的 颜 喜人 性 足 :(I) 党 了 一 入 时 ， 与 振幅 冬 度 以 公式 (147) 相 榈 合 
的 振幅 画 数 没有 车 味 ;一 般 芍 当 p=p; 肝 证 个 画 数 广 j~-1 佣 车 歇 
《= 2，… 0)3《27) 雨 个 半音 的 车 点 是 沿 砍 的 , 落 如 此 类 。 

尘 枚 过 至 性 质 我 们 此 处 不 作 淮 一 步 的 研究 名。 


人 


必 轨 考 [7 了 7] ,再 三 , 弟 四 党 。 


1 


第 十 四 章 人知 隆 芥 对 蕉 各 性 微分 方程 租 的 硒 用 
$1. 有 购 基 傈 数 的 称 性 微分 方程 组 . 一 般 的 概 仿 


设 已 杆 一般 内 次 入 性 御 分 方程 组: 


Se Ppa 全 =， 2 1), C1) 


其 中 Pr (2, 二 1， 卫 ， “ys n) 篇 江 悉数 * 向 被 本 数 ， 在 下 扩 绝 贾 的 隔 

局 (有 耿 的 或 乱 限 的 ?中 证 何必 基 速 丢 的 号。 
他 ( =| wx tt) 开设 一 Ct Wy Bi) 我 何 可 以 党 宜 ( 工 J 篇: 
Pz, (2) 


钥 (1) 的 积分 短 陋 是 指 方 陆 于 一 | zw 上 1 他 的 北齐 是 方程 组 
的 % 个 积 性 无 押解 。 
因 有 需 垂 阵 的 每 一 个 烈 都 授 合 方程 (2) ,所 以 积分 和 矩 阵 到 通 侣 方程 
POX, (8) 


以 秘 我 们 讨 询 短 阵 万 积 (3 来 代 标 和 (了 工 ) 的 讨论 。 
答 关 蕉 狐 性 微分 方程 福 的 解 的 存在 性 器 唯一 -性 定理 鲁 , 知 茶 牙 生 
障 去 (5 是 叭 一 催 定 的 ,站 于 对 卸 革 一 全 原始 值 i 一 加 曙 , 泛 个 垂 卫 的 
值 是 已 知 的 , 人 C0) 二 全 。。 订 以 取 和 任何 % 般 满 秩 方 阵 作 答 XY,。 在 
微分 扯 阵 革 的 行列 式 时 要 钴 区 微分 行 烈 式 的 行 而 闪 要 用 及 徽 盆 
关公 
咯 在 证-… 训 所 有 糊 保 中 出 贡 的 :的 型 数 ,都 对 部 * 所 秋 动 的 已 知 隔 图 是 有 意义 的 ， 
久 ”进出 定理 的 嫩 轩 将 在 8$5 中 引进 。 郊 考 煞 , 格 . 片 脱 结 大 斯 其 , 常 仇 妇 方 程 沦 庄 羔 ， 
1952 ( 俄 交 )。 
鲜 ” 候 访 加 是 在 上 所 释 动 的 隔 癌 四 


到 i 有 痊 


一 > Pty CET; 2 To 


人 
此 用 我 们 得 兴 : 
pn 二 DIE 
故 得 已 知 的 弄 可 比 径 告 式 
[| =el (4) 


其 中 6 篇 常数 ,而 
Sp P=pn + pst pun 

和 埠 短 陆 了 (0 的 迫 踊 。 

蕉 篇 行 刘 式 六 不 能 屋 等 惟 堪 ,所 以 ¢ 了 0。 但 由 丽 可 时 恒等式 ， 
知 六 名 数 的 任何 值 , 行 刻 式 六 ,部 不 等 擒 深 

| 下 | 去 0， 

亦 即 济 其 炙 数 的 任何 佑 积分 短 陆 郁 呈 洲 秩 的 。 

如 果 之 (是 方程 仆 ) 的 满 秩 CC | 0) 特 钴 解 , 那 林 党 侧 方程 的 
一 般 解 篇 次 之 五 式 所 能 定 


hs (C5) 
其 中 心 篇 任何 币 散 短 了 全。 
事 革 上, 右 素 等 式 
d 访 
二 二 这 (C8) 


的 刺 获 以 C, 庚 明 短 哇 和 沈 合 方程 C3)。 另 一 方面 , 如 果 下 是 方程 
《 引 ) 的 任 -- 解 , 那 林肯 (067> 竺 出: 


六 人 六 十 主人 (ED 一 


- 二 
一 五 扎 十 要 ， 《是 1 元) 


放出 6437) 竺 : 


弟 二 部委 这 上 由 闪 乓 卫 村 上 急性 优 和 和 473 


或 时 
订 即 (5) 式 导入 亿 的 。 
组 (1 的 折 有 竺 分 男人 逆 可 记 正 C50 二 中 了 CO 二) 求 得 由。 
讨论 特性 情形 
Ce iY, (C7) 


i 
此 中 洛 人 坟 党 赂 短 隧 、 此 时 和 =e 灶 施 程 C7) 的 一 个 特 江 洲 夸 艇 多 
下 各 倘 方 程 的 -一般 解 有 形状 


Ya, (8) 
站 中 避 篇 任意 的 常数 短 | 呈 ， 
在 ! 8 中 地 (一 有 我 个 得 出 全 0 一 60 村 避 = 0 因而 (5》 
式 可 以 慌乱 形状 
ee (9 
伺 基 忒 愉 雇 前 在 第 开 总 50 所 律 出 的 公 : 碟 全 0) 要 逢 。 


. 2 | 
AX A (4 电 - - 个 常 娄 人知 际 )，。 (10) 


经 蓉 之 岁数 的 代 铬 
ulnit—e) 
可 以 把 寺 一 组 化 停 前 面 的 方程 。 放 组 (10) 的 一 般 解 育 形 固 : 
= a CI) 
在 公式 (8 ) 己 各 上) 中 所 过 到 的 西数 1 与 (一 0)* 可 以 胡乱 [第 五 
这 ,$$ 6, C14)]: 


从 ”对 投 训 edt 二 = 部- 二 -上 到 项 缴 革 ,我 们 得 卢 : 


4 
eAf= doat 
填 [3 Eo 


cr 给 阵 验 


了 
8 二- 3 CE 上 十 -| pf ml le nt ， (12 
1 


(Gay -这 十 :十 
wt (18) 
下 外 人 一 和 人 一 yo 和) 杰 
(在 3 主因 1 
乱 短 了 4 的 最 小 多 项 式 ， 人 而 Zi C9 二 12，… 一 工 2,… 3) 乱 各 
性 禾 并 的 常数 算 阵 ,都 是 4 的 多 硕 式 时 。 
诗 有 时 取 短 承 矿 作 篇 微分 方 积 粗 (1) 的 积分 短 阵 , 在 扩 中 所 
有 的 行 是 方程 入 的 络 性 纸 关 解 。 晤 然后 隧 信 是 短 阵 X 的 乱 证 算 阵 : 


I = 
在 等 式 437) 的 雨季 取 转 次 拓 昧 ,起 换 58 7) 短歌 之 下 的 方程 : 
of rr 
=P (3 


在 得 个 方程 的 右 节 中 下 是 第 一 个 因子 , 而 在 方程 (3) 中 了 是 第 二 仙 
因子 。 


$2，、 格 普 诺 夫 侈 换 


现在 假设 ,在 租 (了 中 [ 焉 在 方程 i3) 中 ] 傈 数 年 障 已 的 =| pa 中] 
基 隔 章 (to ce) 中 t 的 运 祝 有 和 恤 古 数 旦 。 
代替 未 义 丙 数 和 ,za 利用 记 之 欧 换 引进 新 的 未 知 面 散 妨 ， 


2 


各 ”在 (13 式 的 看 靖 中 息 一 项 于 k= (2 十 名 2 十 十 Zpmat 一 1)erwt (E11, 2).…, 3) 
都 是 方程 (7) 的 解 。 事 窒 上 , 对 亲 任 何 两 台 上 人) 殿 生 9Cdedt 都 清 侣 汗 眉 为 程 。 租 是 
下 三 了 A 二 Cd)edtf 基 果 六 二 ge 人 天 而 克基 能 物 8 在 给 阵 4 的 
影 省 上 的 3 一 1 倍 流 痢 咎 共和 需 [村 者 第 五 章 ,， $3, [17) J。 

全 证 就 是 谨 , 每 一 个 区 圾 prt CG 二 1 3 训 部 在 陪 略 tios 307 由 六 扫 省 i 这 各 
时 , 基 这 入 有 周 的 。 


幕 二 部 下 第 征 四 章 所 际 襄 对 部 糠 性 微 妈 方程 指 的 脱 用 4475 


t= ay ,2D), (14) 
光 轮 上 丙 知 | 证 LU |! 站 人 + 名- 上 i 5 
[me] 2 
工 荆 () 在 隔 间 koy cc) 中 有 迹 御 湾 南 烤 二 ; 


2 工作 奥 于 在 隔 间 (to, co) 中 是 有 办 的 ; 


3 有 过 榜 的 常数 mw 存在 企 得 
Om<mod LD)| (tm), 
亦 即 行 剂 式 | 工 (四 | 的 捞 有 正常 头 下 六 0 。 
oa Wd 一 : Te 人 这 半 i 1 —3° 的 党 摘 (14) 我 们 稳 人 篇 


一 一 a oe 


阿 . 总 下 天 在 其 人 和 pe 助 的 区 汪汪 的 _ 让 开题- 中 便 研 
完 近 荡 种 刍 志 。 
例 1， 并 杂工 = 可 堵 引 了 人 叮 旧 | 三 | 关口 , 钊 素 抽 了 由 工 通 合 何 忻 1 一 82 。 辟 党 操 对 的 请 
秩 攀 措 永 逮 基 一 候 暑 共 江 下 于 找 . 
2. 如 时 了 本 二 上 as 几时 一 税 特 繁 囊 往 社 进 训 的 富 耕 簿 证 , 那 未 拓 函 


{1} = en 
通 各 杀人 性 1 一 2 了， 因而 是 -- 个 早 痊 这 jp :好 
容易 验 囊 , 从 算 阵 大人 的 性 慎 1 一 3", 知道 类 隆 L1G) 存在 
御 且 他 亦 适 合体 件 1 一 3°, 亦 即 虞 次 诸 江 多 措 的 着 炙 柳 仍然 是 一 个 略 
普 久 去 敬 换 。 同 榜 的 可 以 驴 避 ， 给 往 砚 行 请 眉 略 普 说 赤 绝 换 其 苦果 仿 
然 是 一 个 略 普 册 江 继 弄 。 各 供 一 玉 , 暑 普 凡夫 多 虱 构成 一 个 葵 。 咯 普 


对 赤 变换 有 次 之 重要 性 损 ; 
加 果 适 灵 换 (1 作 仪 化 方程 想 (1) 仍 方 各 租 
= Dy C15) 


其 害 解 是 略 普 于 天 隐 定 的 中 过 和 Et 目的 或 非 稳定 的 ( 溉 者 第 五 章 , $6， 
那 未 原 方 各 儿 (上 ) 亦 有 同 楼 的 性 中 。 


一 一 一 


改 ” 些 时 在 公式 民 区 让 所 有 的 hp 王 了 而 类 = 这 5 管 实 贡 ， 一 1 3 人 


人 由 法 色 


控 人 外] 丘 诬 ， 旷 昔 册 天 粮 控 六 大 下 甸 ( 则 诬 经 征 扩 多) 守 解 交 特 必 。 
下 在 研 守 棕 逢 性 时 可 以 用 二 种 急 这 下 晤 化 原 方 程 科 。 
普 市 天 绎 拱 在 前 ( 1 生 则 二 的 解 过 刑 建 天 了 一 偶 一 一 浊 应 病 
居 , 硬 日 佣 的 纤纤 插 笋 尾 纸 名 换 接站 是 不 柳 的 、 故 略 彰 训 天 灵 换 轰 租 
《TD 治 生 从 人生 下 二 篇 租 员 引 ) 的 蚜 一 向 积分 知 | 此 了 ， 此 谋 
X=LDNY 。 (16) 
各 租 中 1 的 知 孜 答 形 :大 


=Q(, G7) 


小 本 全 一 ts 人 位 入 租 性 号 的 傈 数 和 矩阵 。 
在 C8) 中 代 趟 以 于 各 1 日 竺 所 得 出 的 方程 典 (17) 相 比较 ,给 吻 
得 出 经 短 陆 卫 虎 .上 瑟 表 钾 夭 陈 旬 的 次 之 公式 : 


Q=L7PL- Le . (18) 


我 们 称 南 乌 ( 工 ) 愉 (15) 或 者 同样 的 (3) 占 (1) 篇 相抵 的 (在 路 普 
雍 夫 的 总 纺 下 ) :如 昌 他 俏 可 忆 猴 赂 请 市 天 链 换 瓦 相 挝 化 ， 相 抵 角 的 何 
康 知 阵 所 正名 稍 由 从 二 人 32 相 示 合 ;其 中 年 了 库 地 租 侣 亿 作 于 一 8 。 


83， 可 化 组 


在 一 般 乡 性 微分 万 程 粗 中 最 简 理 的 与 讨 玲 得 吕 多 的 是 常 傈 数 方 程 
组 。 所 以 我 们 对 人 慌 可 以 利用 赂 普 庄 天 锣 摘 化 需 常 傈 数组 的 过 种 方 考 粗 
最 表 关 心 。 风 ,党 ,由 莹 讲 天 称 近 种 租 答 可 化 的 。 

设 比 巴 可 化 地 

Qa 


那 术 茶 一 个 略 普 导 : 尖 区 换 
X=LP (20) 


Er 这 四 和 必 介入 三 让 和 粒 后 蝶 本 477 
7 
< ly, (21) 


其 中 二 篇 第 琢 刘 三 。 故 条 9 有 和 畦 头 解 
EL (22) 
易 知 , 相 克 的 , 繁 一 咎 让 特 链 艇 念力 的 租 侍 介 , 苦 中 工人 香 略 主语 夫 策 
了 谋 ,而 二 得 和 虹 拓 了 库 圭 ， 攻 二 可 化 的 ,而 由 可 用 路 普 滥 天 链 换 人 20 把 本 
化 篇 (2 了 DD 形 。 
我 们 根据 阿 .过 .了 略 疝 诗 夫 的 万 让 给 明 牌 一 有 有 遂 期 性 傈 数 的 组 C19) 
玫 蚌 可 化 的 昌 ， 
识 在 所 子 组 过 名 中 ,OD 是 呈 泊 《一 o0 十 03) 中 回炉 画 数 且 有 届 
捧 工 : 
Pitr=P, C23) 
在 (全 中 授 t 往 i 了 工 必 座 用 局, 以 生得 外: 
CT 


rs 


hs 
证 代 一 玲 , 殿 评 ( 一 棱 , 守 习 呈 站 星 组 CI 四 的 生 分 类 陆 ， 放 有 有 
YUL = TV, 
其 中 广 篇 某 一 个 泪 秩 常 娄 并 当 。 国 篇 , 广 ! 关 0, 故 可 定 出 鲁 
Pet 
入 由 1 的 短 陆 面 束 ,有 好 天 疏 ， 如 胖 骆 钨 数 击 加 Tt, 就 等 挫 在 殿 以 站。 
所 以 隐 ” 


L(t) = OV e+ ny 
是 有 这 期 + 的 过 期 性 汪 钙 各 数 : 
PC 十 可 = 工人， 


四 妾 考 [19],$ 。 
办 此 处 lnP=f11) 其 让 六 委 焉 相仿 绪 速 竺 原 成 二 上 两 数 二 的 茶 -- 们 嵌 叙 夭 去 ， 
局 域 如 省 右 此 上 陆 王 的 所 有 蔡 油 归 抽 示人 洛 市 数 避 ， 琶 才 汪 五 近 。 


二 县 从 府 上 


而 且 其 行列 式 1LGQ) | ¥0， 炬 内 ra 泪 合 工 亿 的 休 作 工 一 3 , 改 需 一 
蛋 略 普 庄 兴 知 隧 。 

另 一 方面 , 因 篇 得 (19) 的 解 艾 可 变 答 形 多 

= Le 

所 以 组 (19) 是 可 化 的 。 

在 所 予 的 情形 噬 普 谤 天 艾 换 

=L(OY 

化 有 这 期 * 的 过 期 性 傈 数 浪 程 组 (1 篇 克之 形 铸 


dy 
< Ly.y, 


阿 . 比 . 略 普 洪 夫人 9 六 从 旧 综 体 微 妇 方 程 得 用 第 一 铝 性 近似 式 水 建 
立 稳定 性 与 非 任 定 性 的 重要 哲 定 。 此 不 所 廊 的 非 棕 性 微 办 方程 钥 答 : 
和 1 (34) 


其 四 位 蕉 右 节 的 笃 和 ,2 的 六 人 黎 轿 般 数 ,而 (**) 记 革 些 磅 数 中 
关 认 za 2 的 二 次 以 上 约 族 看 之 和 ;女性 项 的 你 惑 at 全 ,下 一 工 ， 
-3m) 都 是 管 数 全 。 
普 请 来 刊 定 ” 钥 (24) 的 零 解 是 稳定 的 ! 而 且 是 渐 近 的 )， 如 果 第 
一 称 性 近似 式 的 你 数 知 粳 = Toxl? 的 所 有 特 伐 数 都 有 人 负 宣 数 部 分 ,是 
茵 竹 定 的 ， 如 果 在 迁 些 特 向 数 中 至 少 下 一 个 数 有 正 辟 数 部 分 。 


上 入 推理 使 得 沪 个 利 定 六 从 椒 性 项 有 过 期 注 低 数 的 方程 组 : 
Om (25) 


丈 散 应 用 。 事 实 工 , 税 据 上 壕 挫 碧 可 以 麻 用 路 莹 涝 天 区 棉 多 (2 四 坑 
(24) 形 ,其 中 
各 兴 考 "19], 824。 
鳄 ” 非 机 性 项 的 保 数 可 能 与 { 有 并 。 半 共 过 些 耻 数 你 谣 缆 加 上 已 知 的 限制 ( 委 考 [19]， 
$11)o 
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过 一 anli= 二 In， 


而 六 篇 一 个 常数 簿 率 。 管 炙 监 十 加工 于 绿 性 组 全 引 的 种 分 短 障 杰 访 
其 全 年 逢 上 的 滋 知 ， 闪 不 报 大 其 -一般 忻 , 可 以 作乱 >0。 由 瞄 略 普 
夫 网 和 痪 的 性 损 , 原 无 程 组 的 堆 解 与 闪 移 征 万 各 可 的 零 解 同 估 人 礁 定 的 , 渐 
近 稳 定 的 或 非 泗 定 的 。 但 短 际 44 恰 玉 的 特 千 敌 加 异 久 二],2,… 和 0 
有 等 式 轴 傈 

jn 一 二 v=] 


故 应 有 丙 略 若 洪 未 约定 旗 可 化 组 ,我 们 得 出 外 : 

组 (25) 的 惟 解 是 浙 近 稳定 的 ,如 果 短 随 玉 的 所 有 尾 微 数 的 机 部 
< 是 非 和 定 的 .如 采 在 渤 些 特 伍 数 中 亚 少 有 一 个 站 的 模 >T。 

阿 . 莹 . 略 普 谤 天 旨 驮 很 广大 的 一 类 方程 组 用 郊 性 近 亿 式 建立 了 他 
的 昼 算 ,得 状 方 程 租 有 (24 的 形状 ,但 是 他 们 的 穆 性 近似 式 不 一定 蚌 党 
公 台 方程 租 , 击 是 车 基 所 谓 略 普 再 志 正 常 和 的 类 中 国 。 

正常 入 性 租 的 类 合肥 部 化 出 粗 篇 共 一 部 从 。 

洗衣 第 一 椒 性 近 忆 式 是 正常 疆 落 征 情 形 的 非 机 定性 制定 是 篇 因 ， 
烙 . 切 天 也 去 鱼 所 娃 立 的 。 


$4， 可 化 组 的 标准 式 . 也 肛 王 定理 


奶 苍 子 可 化 组 (的 ) 下 黄 相 托 ( 在 略 普 谤 赤 的 意 六 下 ) 碍 


dF _, 
rk 
其 市 二 后 一 个 营 数 短 睛 。 


我 们 有 卡 趣 的 并 题 是 :所 陡 扩 (各 确定 短 陈 4 测 什 么 程度 。 进 厅 


加 稚 考 [193 $55。 
态 邯 考 [10 , #0。 
仿 ” 敬 者 [85,, 181 生 。 


4an Hi 陋 请 


四 时 伙计 可 以 述 般 : 
在 和 塘 情 形 之 下 ,所 组 方 积 


GE .1 钢 de _ pz, 


ut a 
其 中 招生 篇 常数 夭 陆 者 , 古装 陪 基 袁 兴 相 括 的 , 水 即 可 车 赂 普 丙 夫 
要 所 要 糖化 的 7 


篇 了 辣 符 演 科 天 题 ;我 傣 引 办 引起 太 同 - 富 彤 重症 人 的 垂 际 概念 。 

我 习 说 , 庙 个 和 角 夭 了 寺 基石 有 有 同一 巡 影 郝 胡 分 ,充分 必要 的 , 沂 
短 陈 4 疆 的 后 级 办 学 有 涤 放 的 缘 状 

[和 一 和 站 一 os， 一 

与 CA Hs 
其 中 Ba 和 一 Be (B=1,2,.,8), 

我 们 有 次 之 篇 屿 . 浊 . 也 强 谋 所 建 并 锁定 0 

害 球 1 (也 溢 深 ) 地 和 


dy _ dz ps 。 
全 4 与 对 一 (36) 


如 丙 避 入 7 役 常数 簿 陆 ) 在 略 次 涝 天 的 疙 著 下 相 搂 的 充分 必 甬 休 件 ， 


是 - -本 4 上 - 有 加 一生 影 辫 计 部 好 分 。 
尊 明 刘 世 于 和 衣 放 263， 化 和 陈 .1 篇 共计 法 式 因 ( 罕 浓 第 芭 放 ,$$ 让 


二 人 人间 ， js 十 万 >。， sn A 十 4， (27) 
其 中 
A 二 O12 3)。 (28) 


测 麻 座 (27) 答 (2 家: 
Ai= {Bt Hi aes Bok Toys ob, tT, 
A TB, a bs | 


(29) 


0 改 者 |111, 9 一 15 于 。 此 底 所 壕 的 浊 明 虎 加 . 泌 ， 出 里 泽 的 - 次 央 不 辐 。 
全 过 入 站 了 续 ;本 六 中 第 一 .上 对 拥 可 征 江 者 列 竺 走 J， 而 葵 能 的 元 未 部 靠 孝 过; 
了 Pr 玫 的 溺 等 圾 息 原 交 各 二 个 谭 灯 因 闻 的 闪 三 ,十 部 i 路 二 1 2 
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4 一 由 十 人， Ards=dod , (30) 
以 等 式 =e 
淄 训 DD 是 - :个 略 普 涪 卖 算 阵 (春芳 本 疯 ,82, 例 2。 
得 是 出 盔 4180 知 025 中 第 -组 方程 的 特 夸 和解 有 形状 


eAt pi iets= (ent , 
玖 知 , 《2 中 第 一 得 相抵 访 租 
at 
= D0， (31) 
其 中 知 限 41, 向 航 (29) , 填 特 币 数 前 古 实 数 朋 其 影 溢 奥 算 陆 4 的 补 影 
襄 部 分 相同 。 
相关 但 的 ,我 们 可 以 换 (26) 中 第 二 宜人 需 相 抵 粗 
Pr 
~ BY, (32) 


其 中 妃 的 特 徽 数 都 是 车 数 用 其 影 齐 与 乍 阵 B 的 丑 影 幸 部 办 相同 。 
有 们 的 生理 将 向 廿 是 ， 四 全 地 多 答 明 ， 人 并 


TT 


Ty 


fr 


”该 具 蔡 讲 去 炮 属 
已 一 号 大 
如 (3 了 14) 篇 (32)。 那 末 短 陆 六 庆 方 种 
Si AD hiB,, (38) 


送 个 天 岭 五 的 迭 阵 方程 加 关 座 短 陆 五 的 到 仙 元 来 的 舍 m2 全 向 人 芬 太 
程 的 万 程 租 补 拱 。(33) 中 各 和 蚀 表 东 在 二 杂 空间 中 计 “ 向 量 ” 五 的 标 性 


怖 ”和 洽 过 个 畏 果 得 市 定理 1, 因 锻 亲生 1) 顽 1 全 的 林 报 性 考 示 阔 1261 的 相抵 性 天 拓 库 
电 与 后 的 相位 夫 示 二 些 短 隘 有 相同 的 乔 示 册 于 ,因而 三 陈 4 熏 有 同一 的 贰 影 讲 邮 稻 。 


人 FIT), [FOE) = A LB], (83') 


和 烷 性 速算 子 生 5( 镭 其 对 应 的 wr 级 算 阵 ) 的 任 一 特 微 数 神 可 颖 篇 羡 
一 6 的 形状 ,其 中 是 生 陈 地 的 特征 数 , 而 和 芷 短 障 万 的 特征 数 癸 。 
帮 知 , 洒 算 子 了 寂 有 实 特 乒 数 ， 

太 间 人 = Ce 一 和 全 0 一 和 DC 坊 宰 数 ; 省 i 汪 j 时 有 
和 一 1 2，… 只 配售 的 最 小 多 项 式 。 痢 末 出 堆 倒 式 (1 允 (不 
章 ; 站 ， 棚 (837) 的 解 五 的 = 好 了 0 可 以 窟 乱 : 

了 | 六 Letie st, (30) 


其 中 五; 裔 n 科 常数 短 限 。 因 篇 知 陆 7 信 在 隔 关 全 ,ec 中 是 有 办 的 ， 
所 训 无 葵 是 当 饼 加 >0 或 者 是 在 各 一 0 丽人 0 有 时, 当 应 的 甜 障 Fr 一 0。 
以 工 -多 记 8 们 中 所 有 各 <0 的 话 项 之 和 。 那 末 


Lt) = L_ 0) + Lo, (85) 
其 中 
lim -的 =0，Hm 过 一 0 To 一 常 著 短 阵 。 《35) 
故 由 C3 欠 奥 (35 仆 得 
Lim LD = Lo 
因而 知 iLol 和 0， 


办 党 行列 式 | 荆 (D1 济 模 晨 有 下 上 异 的 。 


省 事 袜 上 , 训 4 篇 表 往 六 六 的 实 一 储 拉 部。 于 未 有 迁 翌 的 所 了 则 工 生 站 存在 使 提 
PDD LL *) 
虐 障 和 一 必 玉 浴 且 导 举 有 一 向 公 浇 的 特 往 烤 ， 轩 尝 站 相 导 的 情 背 肝 有 这 样 的 镍 时 趟 8 
存在 ,使得 


eA A= vB=E, 
而 省 是 未 可 能 扔 , 固 息 人 1 得 贡生 一 4 下 -交工 :5 册 二 才 0 6 但 是 如 困 其 限 
江 一 机 户 春 有 Bi 将 从 共 的 竺 宗 竺 ?, 击 来 -bb 二 y 一 此 四 和 宣 5 各 往外 障 淖 暴 二 的 特 窒 
数 。 怖 蓓 还 算 子 所 的 详 稻 镀 定 可 注 莫 . 哥 玖 运 扣 可 友 扔 甘 作 [53] 由 近 至 。 
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在 1838) 中 化 工 ， 四 以 和 到 -5 二 ao 二 们 人 往 出 
YD AAT DE TD = ToBi, 


故 由 (35') 得 A Lo Lo,=0, 
二 而 有 
Bi= LodiLe 。 《SG 
反之 ,如 果 妈 有 成立, 那 末 咯 菏 诸 夫 这 换 
U=Lor 


化 粗 (31) 篇 (32)。 定 理 已 好 神明 。 
从 所 带 明 的 定理 推 得 , 每 一 个 可 化 组 从 9) 都 可 以 用 栈 彰 说 去 各 换 
吾 二 了 化 乱 次 之 形状 


CF 
有 一 o 三 ， 


其 中 2/ 荐 特 微 数 全 篇 实数 的 茶店 环 唐 如 不 计 了 中 于 角 籽 上 疾 子 韧 
的 次 序 , 那 未 已 子 短 清 (0 的 组 的 二 庙 标准 汪 时 唯一 条 定 的 。 


5，、 和 卸 阵 子 


讨论 微分 方 供 粒 
人 .= PK, (87) 


革 中 刁 让 二 |pinwt 上 大 在 茶 一 包 册 (0, 站 中 灼 数 工 的 涡 征 短 隧 贫 
数 意 。 
准 用 迁 步 涤 近 主 继 和 宅 出 租 43 站 的 梭 谁 化 解 , 不 序 蜗 二 = 加 了 时 火 篇 么 
短 阶 的 解 [to 大 取 闻 (& 中 中 国定 的 数 }。 逐 步 浙 近 人 息 王 g 人 = 人 本 2 
将 由 循环 决 俯 
加 (a,5) 星 任 休 (有 限 的 或 钴 限 的 ) 吕 并 。 拭 陆 了 P 细 ) 的 所 元 湛 fe (1) ,= 2 
… 90) 是 罕 卫 而 (9, 加 中 加 入 药 , 息 恬 数 ! 的 桨 项 喜 。 历 有 以 矢 的 竺 果 仍然 在 效 ,如 果 换 所 
有 前 要 Pex (t) (一 1 2…,m) 的 逐 想 狂乱 有 春 性 下 :在 隐 丫 (4a, 5) 的 任 全 有 限 多 个 子 全 
风 中 葡 骂 可 种 性 。 


=- -一 -一 -- 


Os PR (Fl,9,...), 


来 求 出 ,此 哮 泪 择 么 关 限 五 作 篇 渐 近 值 -Yo 。 
联 Xto) 一 也 C0, J , 2， 一 9 我 何 可 以 表 村 各 次 之 形状 


NN 一 | PAX dt 全 
三 | -B+| P(E, 
X= B+| Pett | Pa Ps, 
fn to to 
环 序 六 i ==0,I 工 ,2,-…) 入 次 之 短 了 弛 是 及 十 1 项 的 和 : 
B+4| Pt. Pat| PO (88) 
篇 了 淮阴 迁 全 级 数 企 隔 闻 《ae 0 的 杜 何 闭 学 隔 间 中 艳 诲 且 一 入 收 
效 ; 黑 定 出 所 求 有 的 方程 (37) 的 和 解 ,我 们 来 档 造 同 籽 数 。 


在 隔 半 (6, 中兴 设 非 负 商 数 7G 民有) 各 等 稚嫩 
gC =I08¥E | pr CA) 他 [p12 tt) | yy [Pen | 外 


AGO=| | ya 。 


涵 易 对 巷 :, 丽 数 9 ， 因而 有 OD 在 陋 间 (6, 个 中 连续 久 。 
分 短 障 般 数 (383) 篇 汉 企 纯 量 级 数 ， 其 中 每 一 倘 痢 闫 评级 数 
中 ， 
- 十- 的 二 (39) 


1+RB + 
于 湖上 ， 
| 小 CD9 | = | gr et :| 本 rw A ， 


sy) ) 的 模 的 什 中 必 训 大 者。 
全 ”在 有 喇 闻 {9, 加 的 企 -… 巾 坟 而 各 yt1) 的 污 转 性 可 以 竹简 亚 持 出 ,这 1 乍 病 接 近 认 站 
时 ;着 91 一 yD 党 守 岂 出 二 .DR 一 Bl 各)| 中 的 蘑 一 个 班会 CG 六 二 1 22,…, 4)。 
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+ 站 > + | 
小 roe or | | mr 的 ii Bo 的 本 | 所 


,J=1 Ey 


n | ot | g(a 一 2 的 ， 话 如 此 类， 


才 台 589) 在 所 疝 4 信 中 收 仇 ,而 且 在 遭 侦 踊 半 的 任何 仙子 取 珊 
下- -区 站 化 。 故 知 知 陈 般 茹 03 在 4 的 中 收 姓 而 且 在 《cy 区 的 任何 
闵 闻 陋 沿 中 翘 加 旦 一致 收 仇 。 

逐 项 微 俘 宣明 籽 数 和 (033) 天 示 万 程 (3) 的 一 侦 解 ; 目 沼 1=h 隆 透 
全 解 就 颖 往 如 。 般 匮 (33) 是 尤 许 过 夺 微 妇 的 , 因 入 灵 徽 和 和 后 所 得 出 的 
釉 攻 十 角 数 185) 二 荆 一 催 因子 卫 W， 因而 恰 航 数 (38) 一 柑 , 基 在 隔 间 
kg 52 的 征 何 团子 隔 负 中 一 教 凤 人 铬 的 。 

这样 一 上 水, 我 们 已 好 其 明 了 前 蕉 方程 (37) 有 栋 准 化 解 存在 的 定 理 ， 
二 个 解 将 志和 人 往 (全 ) 或 简 礼 篇 24。 有 如 $I 中 所 已 经 灾 明 , 任 何其 他 
的 解 都 有 有形 天 

人 A=, 

其 中 忆 乱 插 音 的 常数 筹 妊 。 和 从 还 介 公 式 , 知 全 们 解 , 特 到 是 概 淮 化 解 ， 
篇 1 二 九 黑 的 原 好 位 所 唯一 - 碎 害 。 

方程 (37) 的 标准 化 解 忆 , 有 时 稻 丛 类 阵子 。 

我 们 己 竹 座 基 矩阵 子 事 和 匠 篇 次 形 名 入 烧 

.=B+|, Parl Ped POatt.-., 40) 


伺 在 了 ( 虽 率 入 的 任 休 朋 卫 二 中 都 是 红 浪 且 一 收 收 需 的 。 
我 们 注意 知 况 于 的 一 - 些 候 式 。 
1° 人 
事 突 上 ,雪人 往 22, 与 不 是 证 程 站 站 的 盯 辑 解 , 所 吕 
了 隘 }。 
吏 在 到 $= 石 ;我们 得 出 C=; 
0 渗入 过 和 级 数 的 姐 阵 于 天 东 法 仍 扳 宁 襄 FLO] 所 最 先 得 出 。 


4 和 妨 各 镶 


2° QPTOD SAO , 其 = DT aD) 


乱 了 推出 迁 个 公式 ,我 俩 苇 
总 一 2 Fo=0.(P+® 


与 
Y=AXZ (41Y 
逐 竺 微分 (4 我们 得 外: 
(PT@)Z = PREZ+E 
dZ _ yi 
故 有 有; 一 并 QZZ 。 


因 篇 由 (41D) 得 出 (fo) 二 万 ,所 以 有 : 
A CX-OXY, 
在 (和 抽 ) 中 换 字 ,了 ,2 以 二 狠 麻 的 类 阵子 ,我 倘 得 出 公式 2°。 
3° ij28CP)i 一 | Sp Pe 


芝 咎 翁 式 可 以 年 邢 可 比 恒 等 式 ( 和 4 ) (本章 ,§ 了 来 得 测 , 如 果 在 他 
右面 我 们 换 工人 (加 篇 1.(PP)。 
A) = 
引进 次 之 记 污 。 和 如 末 卫 == .pp. 1 得 末 以 mod 疡 素 记 年 庆 
mod P= Pal 。 
王 外 ,如 果 二 Darli 重 8B 二 [ow] 答 遇 枫 宣 短 了 甩 有 
Gp Ol1,2,-..,n), 
那 未 我 们 将 篇 篇: 
AEB., 
此 时 击 者 示 式 440) 得 出 : 
5” 如果 met SQ(D, 病 末 


mod QD SA Q) Gt0), 
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以 鳃 我 们 以 了 记 所 有 元 来 都 等 认 1 的 % 报 短 障 : 


工 一 (| 。 
讨论 .下 面 所 淮 襄 的 画 数 9( [在 (83) 于 439) 之 疝 ]。 
J 时 mod PO EI , 
故 出 得: 
mod QB: DD EOINDD (>io)o (42) 


但 Qi,(9(DT) 是 方程 
9 人 的 7 
的 标准 化 解 。 故 由 全 全 
IDL = = (1 二 (从 十 人 ( 吉 二 十] 


直 中 nD =| gD 
帮 由 《42 得 出 : 
eo oa mot) 


其 中 AD =| gat, gD) = max (lp 人 |)。 
现在 我 们 张 指 出 ,如 何 利用 短 陆 米吉 出 尹 性 获 妇 方程 组 


Fe oa 二 (=1, 2, ,Nn) \48) 


的 一 般 解 ;在 各 个 方程 的 右 包 的 pix C0) 寂 广 (的 人 :一 3,…,m) 都 是 
在 变数 上 的 坑 疝 中 速 盘 的 。 
引进 亿 了 库 的 列 全 癌 最 2 (21 2 与 了 《人 
太 受 敌阵 卫 ~ [pxfi, 可 以 窟 方程 租 (43) 篇 : 
Prt OD), (48) 


利用 换 浊 立 现 数 : 仍 灵 数 = 90 人 ) 册 的 代 换 。 


.43 台 媒 随 有 


所 要 技 册 的 过 司 方 程 的 佣 行 形状 : 
= Ot CPYz, (44) 
其 中 2 埠 瞄 + 帮 央 的 未 知 刘 。 丰 (13) 中 代 2 以 过 个 表示 式 ,我 们 得 出 : 
PO CP)zt OF (PYG = PO CP OD), 

故 有 有 至 一 [CRCP-zFG。 

告 分 链 我 们 得 出 : 

:=| [OCP (Darte, 

其 中 上 篇 任 何 常 若 疝 重 。 把 证 个 者 示 式 代 大 (4 人 中 ,我 们 得 出 : 


2 一 05CP)| [OPI Car + QP)e, C5) 
粉 子 ! 以 值 5, 我 们 求 得 : zto) 一。 。 故 变 公 式 (4 可 往 式 之 形状 : 
v= P20) +|, KC fdr, (45') 
其 中 KG, 7) = 2% PION PI 
称 售 何许 短 了 。 


§ 6. 乘积 稿 分 . 伏 醋 素 靳 的 乱 井 小 计算 


计 论 年 际 子 21,《(P)。 分 基本 隔 间 (和 6, 站 从 元 部 个) 引进 中 了 梢 则 击 ， 
ja3 1 11 月 谣 4 一 区 一 在 -1 一 工 中 二 基 。 屠 术 四 年 阵子 的 基 
本 性 贤 1 《 窗 : 芋 上 和 节 ) ， 有: 
一 (48) 
在 隔 阅 (1; 不 ) 中 取 中 间 点 大 十 = 2 WW)。 我 们 共 娩 , 和 以 一 条 微 
值 。 如 不 计 二 丢 微 值 ,出 在 计算 28&, 时 可 以 取 请 D 守 疗 数 短 渭 = P(r 
此 时 
Oh =e | Cx#) = Pl) A +t (Cx w)}; (47) 
此 处 ,我们 以 Gx 二 从 二 好 币值 并 她 的 放 项 的 和 。 
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得 (4 人 其 人 (站 相位 求 得 : 
A i (48) 


a 
CF BE PY AGY -EBD A RA PL) 1] + x) (C40) 
党 分 荐 十 环 的 竺 分 侗 数 钨 时 寺 大 而 使 加 些 俩 公民 的 廊 谨 都 斑 认 大 
里 , 我 们 取 称 眼 ( 微 值 项 (所 在 取 标 限时 都 不 会 出 砚 ) 生 ,得 出 约克 的 要 
隆 仅 式 
Or (Dy 一 = 了 Ti mi [oP Tetn. 。 -BP rad ont di ] C48" 
窒 + 
OP) = limEB+ PCO) 4 LR Ps) Ah] [EF P(r) 4b] (497 
在 渤 - -等 式 的 右 饰 位 大概 限 跌 下 Wii 的 表示 式 , 是 可 千 的 乘 种 @。 
人 的 私有 痕 称 沪 苹 稿 积 分 日 江 之 以 符 路 


一 


[ EB+POA lmEB+ PC 4 [B+ PO) A (50) 


公式 449 2) 表 拓 陆 子 篇 于 秸 千 分 的 形状 


-一 


QP) -| (B+PaD, (51) 


而 等 式 448) 与 (49) 可 忆 用 来 时 筑 垂 陋 子 的 近 售 值 。 

莱 积 村 分 稚 伏 坪 涂 若 在 1387 所 首先 引信。 伏 硬 灰 基 概 要 迁 个 概 
全 酸 碾 了 狸 惧 敌 际 两 数 特 苏 的 无 害 小 计算 4 套 考 .49) 外。 

所 有 乘 芒 入 分 的 炸 性 俩 稿 分 骂 内 竺 阵 画 数 已 的 务 个 不 同 值 的 
彼此 不 可 易手 有 客 切 病 傈 。 间 时 有 很 特殊 的 情形 , 当 历 有 过 些 值 都 彼 
此 可 易 叶 


坟 沿 稳 计 论 使 得 祁 各 .“) 交 天 的 合计 更 访 准 驹 。 

全 ”类 代 共生 常 禹 分 的 各 条 和 和。 

由 ”本 来 新 修 铺 在 研究 解 怕 纸 趟 入 人 性 微分 太保 硼 昨 普 用 有 吕 肝 稳 积 牙 ( 德 交 人 霹 “Prodnktr 
lmntegral7 ,C6 a, 5 加 [144, 


490 邱 泪 芯 


从 (C45) 慎 (51) 可 以 再 出 , 莱 俯 积分 化 埠 知 际 


和 
上 心 


_ dX .i 
DX= SA C52) 
逃 竹 D; 届 |， 是 开道 的 : 
如果 DX = 
那 来 z=| (B+PADOC (C=Y4ND, 
反之 亦 然 。 上 江道 可 以 窒 埠 轿 
[ (B+Pd) = ORU 。 9 
芯 谈 者 栈 瘟 坎 落伍 分 与 秸 分 公式 的 导 确 性 四 
微分 会 式 


I, DART)=D A TXNDT) XE, 
DXC) = D(X), ( 一 
DCY) -CPPCn: 常数 矩 际 / 
开 ， DXV=E(DXY XO, 
IT, DYDD KID XE DX 
DX =— DX))' 
PEIPGN=PO NPGY Gt EN), 


力 ， 虹 应 , 任 章 的 党 娄 入 于 0 左 平 常 不 定 千 和 从中 所 如 上 的 任 音 常 台 是 相 业 位 欧 。 
加 ， 烦 似 共 当 “ -二 了 时 的 公式 上 Pdi=X() (to)o 
国 “ 迁 些 公式 让 以 从 来 积 济 水 庶 冬 棱 征 牙 的 纤 芒 拥 接 推出 (天 考 [493)。 人 如 往 水 积 绥 


革 壳 抽 粳 子 于 麻 月 上 和 区 所 泪 矩 际 闻 的 性 时 , 就 可 驱 快 下 民 冬香 的 得 出 过 些 核 从 公式 。 
代 ” 符 中 ” 支 示 坎 饮 共 粮 佣 眠 障 。 
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Ei .| 


各 分 公式 


TV 0 fe (Ei Pd) J] (E+ PaD, 


, (B+P dD = ErraD| 。 


人 


VI. 1 (BE CPO-A) -0 (DH PIDO- 
(篇 常 烧 还 随 )。 


WIT. [ [4 CQ+4 DX) -XO (E+X OKA YX G8 , 
逮 要 引进 一 个 重要 的 公式 ， 洛 让 两 个 环 知 入 范 购 冲 褒 出 其 模 的 佑 
亩 昌 : 
VIII. mod [| (a+rad—{ (ETQab] < 


二 en 《et 一 下) 了 【> to) 时 


如 时 mod @E, ned (PEd I, T=1i1 
(9,9 篇 非 负 束 ; 篇 短 陆 与 但 的 附 )。 
以 司 记 莽 PP 一 8。 弛 未 
P=Q-+D, 0d DRaT, 
砚 卫 积 各 分 篇 算 障 子 旦 帮 用 知 鼻 子 的 般 数 分 解 式 (40) ,我 们 得 出 : 


站 [了 十 TD)ad -| +a 


上 [3 t t E 
-=| Du+| Dal Qa | Qc:| Datl paf Det 4... 
np 和 a th ty fs, 
四 ”在 汪 碍 音效 下 ,， 可 祝 公 式 YII 从 员 下 党 (于 来 重 的 ) 种 好 的 部 芽 积 分 公 涉 相 业 们 。 
公式 YII 可 以 德 5， 2 的 公式 来 入 出。 
@。 天 闪光 证 和 鸭 模 与 知 阵 末 的 天 你 < 的 守 芒 ,可 要 考 杯 浊 ，85 。 


192 年 


冬 汉 人 分 解 ; 尺 天 到 
mod | EE 04. at] -| CEIEO D1< 


~, 人 
<| i 00d 总 二 mod et] -| 下 十 0 Qa) 
i ， 


一 am. 


<|. [E+ {y+ DIA -| [E+ oT At] =e Dt) — ert) = 
1 ， 


-= eeTGrtOKeedIG-t9 一 本) 二 了 end 一 ta(Endad 一 人 -一 了 三 
各 ° 


现在 亿 设 短 陆 己 与 4 对 汞 一 套数 池 关 
P=PU,m, Q=Q(t,0) 
上 里 识 lim Pe) = lm Nt, = .PD, 
而 二 在 所 讨论 的 隔 内 ty 如 中 导 1- - 致 的 的 蕉 株 有 也。 上 外 , 假 蓝 沉 
“一 oo 陡 , 敌 阵 名 %; 浒 模 图 礁 短 阵 97， 鞭 中 9 基 一 个 正 的 常数 。 半 
水, 命 


do 一 DlaX [Pig Ty 0) — TCT, 0 |, 
1 


tatT et 
我 们 有 : lim de) =0 。 
豆 由 公式 YIHI 得 出 : 
lim [| (E+Pat) -| (B+Qd) | -0。 


特别 的 ) 训 果 包办 a 无 天 (t,o) 二 PofD] ,我们 得 出 ; 
lim | EB+ P(E, od] = | [B+ PoChad, 
其 中 PoG -im PG, am。 
$7.， 横 区 域 上 微分 方程 得 .一 般 的 性 筑 


讨 芥 微分 方程 组 
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0 = pz, 9 


下 斤 报 斌 区 知 责 昭 p32 并 本 入 [要 X22 不 二 上 3, 人 都 屁 在 被 
> 下 此 -本 域 厨 中 下 因 的 , 视 畔 是 2 的 畦 值 解析 丽 贡 ， 
引进 方 阵 i) 一 | pic) | 忌 列 知 陡 水 于 《2 1 Ln) 9 有 如 实 
急 败 的 情形 (了 ,我 们 可 以 寅 组 .5 全 仿 次 之 形 肽 
dt _ Ar 
Gz == P(e) 【654 


以 于 记 其 积分 短 陋 , 亦 即 篇 组 (5 的 个 穆 性 然 剖 解 往 齐 所 楼 成 
的 短 陆 , 我 们 可 以 宾 (54) 篇 : 


PT C5) 
帅 可 比 公 式 湖 谎 被 多 数 z 对 基 成 征 ; 
EE RE , ‘Bb6Y 


此 处 假 吉 为 与 测 | 所 取 的 穆 上 党 师 都 足 单 值 解 祈 两 数 Bp P(z) = 
一 D11 C2) 十 Psa (2) 十 … 十 Dn fs | 峭 正 出 矿 部 

所 前 前 的 蚀 玖 数 情 形 也 和 侣 二 伴 的 特 民 时 的 军 利 页 数 了 Cz) 其 积分 
年 障 于 (2) 可 能 旦 >: 的 多 值 全 数 。 

作乱 一 侧 例 学 我 们 来 寺 座 村 兰 姐 


8 (DU 是 一 个 省 懂 烦 踢 )。 (5 
有 如 实数 的 情形 (参考 本 卓 ， 1)， 天 一 租 有 -一 个 能 是 重 俘 短 陆 
=e a, (B58) 


取 喜 z==&@ 以 外 的 所 有 :站 醒 工 的 由 作 篇 车 域 全 。 渤 从 把 域 站 所 有 的 
沾 都 是 傈 数 著 际 
U 


总 一 缀 


Plz) = 


各 ”此 点 受 已 悉 我 们 让 片上 装 光 裤 出 燥 作 咖 太 从 路 过。 


4 二 纸 陆 ES 


的 还 央 点 、 如 果品 关 0, 那 不 炭 2=4 是 保 几 短 库 了 扩 一 一 的 黑 贡 
{一般 丙 串 )。 
黎 牙 秘 陈 158) 的 元 泰 在 桩 岳 > 一 从 正方 癌 四 一 于 明 和 后 就 圭 到 新 
的 条 ,他 可 以 从 售 的 项 在 有 渴 乘 上 坎 之 各 数 短 隆 来得 出 
ei 。 
有 妇 坊 敬 就 的 情形 , 针 和 拭 -一 舟 的 胡 司 区 用 同 悉 购 排 浊 ] 可 坊 证 明 在 
原 域 全 的 荣 一 部 分 上 圳 位 审 值 解 信 与 尽 常 有 次 之 天保 式 
=， 
其 中 0 基 某 一 个 常数 短 阵 。 征 个 公 芝 汰 误 芋 域 避 中 冰雪 天 (2z2) 黑 
全 (@) 的 任何 解析 延 拓 仿 然 有 效 。 
并 胡 { 在 已 于 原 好 矩 曙 上 时 ) 短 (5654) 的 解 的 在 在 性 避 叭 一 性 可 以 与 补 
加 数 刁 形 狐 俱 的 证 明 。 
计 论 区 域 对 中 区 重 加 项 的 而 且 对 和 殿 加 20 是 旦 磊 的 部 分 区 域 a0, 
和 且 识 夭 阵 国 惑 卫 (2) 在 区 域 Ga 中居 让 则 的 全 。 建 立秋 是 
B+| Par| Pas| Pa 《59) 


从 区 域 如 的 简直 速 知 性 ,知道 征 -个 在 胡 数 (59) 中 出 现 的 入 分 都 鞭 镀 
分 路 入 狂 并且 可 表 优 虹 域 鱼 中 的 正 有 昌明 烧 。 因 和 篇 区 城 信 对 兵 肝 有 纪 
莽 星 上 装 的 ,所 以 在 计算 芝 些 积分 的 模 时 ,我 们 可 以 轴 乱 所 有 风 碎 分 路 贸 
都 是 取 的 连 车 凤 zo 加 > 的 和 直角 称 段 。 

在 售 有 轩 z 的 区 域 Gi 的 任何 著 部 分 区 域 中 , 级 数 (59) 的 狼 润 收 
作 性 甘 一 臻 发 雪 性 ,可 以 从 天 航 数 

IT 十 HE 二- 下 1 M2 二 全 -5 十 ss 

的 交 钱 性 来 得 出 。 球 处 型 丰 短 陆 了 (2) 的 模 的 上 界 , 而 7 是 点 z 到 点 


完全 在 所 予 隔 域 事 册 。 
入” 基部 拱 障 上 (2z) 的 所 有 元 素 Por (2) =13,…,%) 都 是 所 耶 说 域 中 站 其 副 数 。 
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2 的 路 离 的 上 挤 ,而 且 莹 丽 个 界限 者 是 多 喜 所 诗 齐 的 G: 的 部 分 阿 区 域 
而 菩 的 。 

用 逐 项 微分 的 方法 请 明 , 级 数 司 9) 的 和 是 方程 侣 2 的 解 。 进 个 解 
是 标准 化 的 , 因 乱 他 在 2=ww 时 缀 篇 么 短 障 请。 有 如 官 构 数 的 情形 ,我 
们 移 租 (535) 的 单 值 栋 装 化解 篇 夭 阵 子 是 记 之 以 0 了) 。 溃 梓 一 来 ,我 
们 得 出 了 在 区 域 @i 中 知 陆 子 的 级 长 表 示人 


CP) = B+) Past[ ra:| PAs+- C60) 
在 $5 中 建立 的 短 阵 子 的 性 贤 1 一 4 者 可 以 自 副 的 转移 到 被 多 
数 的 情形 中 来 。 
方程 (55) 的 , 任何 一 避 在 区域 引 是 正 肌 的 而 且 党 z 一 2 时 移 希 短 
阵 和 的 人 解 , 禾 可 以 表 篇 形状 
二 一 DC (一 五 oo (6D 


到 式 (6 站) 包含 了 所 有 在 点 ww 的 郑 近 是 正剧 的 第 什 解 [2, 是 傈 数 算 
障 世 (2 的 正点 ]。 汪 至 解 , 能 在 区 域 G 中 解 斩 延 拓 的 , 第 荐 出 历程 
《5 有 5) 的 全 天 解 , 亦 苑 方程 655) 不 能 有 多 亦 点 za 弟 一 个 殿 点 的 解 。 

汶 於 在 区 域 G 中 甜 阵子 的 解析 延 折 较 方便 的 是 麻 用 生生 稿 分 。 


8#8， 审 区 域 上 乘积 和 祝 分 


在 窗 平 而 中 洛 某 一 电 称 的 沫 千 祖 分 可 秦 定 如 次 : 

歌迷 耶 基 一 路 称 1 租 在 吉 一 物 钱 .上 速 糖 的 业 陋 醒 吉 PG(2)。 季 
足 萎 革 篇 部 分 (ao 2 nz; 此 契 用 是 路 入 的 她 
加 ,2 人 中 由 。 在 路 弥 的 革 碾 
zx_ 1 2 上 上 到 任 一 电站 提 中 和夫 记 肯 de 一 ax 一 24_1) 下 一 2,… 和。 那 末 
有 定义 

恒 ” 所 进 的 关於 标准 化 解 在 在 的 语 明 妇 在 匠 域 01 中 尖 之 篇 轨 才 (60) 的 钥 明 仍然 有 效 ， 

加 果 代 骨 区 战 的 在 状 性 点 次 之 更 前 道 的 朵 和 伯 : 洒 秀 区 惑 6 的 在 可 部 分 时 区 域 , 部 和 过 村 的 
正 购 ! 疮 在 ,使得 着 食 部 和 分队 区 域 中 任何 -点 z 与 co 的 联 穆 的 总 都 二 1 。 


9 各 时 了 午 Ei 
| 国 +PG 人 = lm [B+PED) 4 LE Ps) 4a], 

比较 注 信 定义 全 本 总 $6 的 定义 , 我 休 丰 到, 在 特殊 情形 , 沼 路 称 
工 是 实 轴 的 一 个 铬 段 有 时 , 新 定义 与 从 前 的 定 闵 是 一 致 的 。 但 是 在 一 般 
的 情形 ,党 路 稻 工 是 被 平面 上 任 一 山名 时 , 苹 可 利用 烙 分 多 数 的 代 痪 来 
化 新 定义 埠 琅 定义 。 

各 虚 2 二 2(t) 
是 路 称 的 肉 数 方程 , 而 且 z( 是 隔 间 (4o,D 中 速 乱 面 数 ， 凡 在 渤 一 中 


疝 中 于 式 .92- 是 片 状 圳 千 的 , 冰 未 易 忽 


| EB+PGC)dz]=| | B+ PPzGO] 全 ot 


各 个 公式 证 时 了 沿 件 何 路 生 的 滋 积 积分 是 存在 的 ， 如 有 果 彼 和 祝 符 阵 
了 (3) 沿 才 一 路 先是 连 和 的 0， 
用 答 前 的 公式 站, 革 二 dA -II 
2 


来 界 证 滋 积 汪 式 。 时 暑假 两 六 (2%) 是 一 个 解析 两 数 。 
所 有 革 凶 的 刘 式 公民 (I 一 [LD 厚 可 以 之 无 改 约 的 司 移 到 复 绝 数 的 
情形 。 至 和 羽 千 分 公式 LIV 一 VD，, 于 术 在 他 们 闹 半 的 让 来 上 有 些 改 妖 : 


vf, ,E+P de) = -| B+ Pa (B+Pdas), 
,7 (B+ Pdz) = [nr rea) , 

YI， {B+0rosas) -of CE+ Pay + 

(C 丘 一 个 常数 短 陆 )。 


种 ”类 考 水 章 $6 的 荡 三 个 足 吐 。 即 使 PC2) 是 消 工 所 束缚 场 数 , 画 数 pre 人] 和 
能 时 后 压 速 糠 的。 在 渤 一 情形 ,我 俏 可 点 从 也 闻 (fy 站 篇 部 芬 限 阅 ,使 得 在 他 们 的 每 一 个 申 
少 式 学 - 都 是 过 猎 的 ,是 了 解 田 fa 到 + 的 续 芬 短 洪 运 些 部 分 而 蜀 的 省 积 分 的 和 。 
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在 到 式 IV 中, 我 们 以 TL' 十 上 "表示 基色 光路 入 工 而 后 河 以 路 事 
了 所 待 出 的 窗台 路 稼 。 在 公式 站 中 ， 一 上 家 示 点 路 好 上 答 有 方向 不 
同 航 路 锅 - 

公式 《IE 现在 取 坎 之 形状 


VIT | [B+ (QFD RAT (B+X-QOFI) TG0)7, 


此 在 在 右 饥 的 六 (20) 与 王 ( 人 2 种 纪 了 (2) 在 路 粮 工 的 始 喜 刷 称 点 的 " 
值 。 
公式 YI 现在 换 篇 公式 


VIIT，mod [| CE+Pae) -| Ch+Qd |<2 euler — DT, 
其 中 modgsgT, mod CP 一 外 之 U7 了 了 = 了 |, 向 ! 篇 路 各 二 的 慌 座 。 
公式 YIIE 可 以 站 到 和 从 有 至 式 人 II 开 得 出 ,如 集 在 和 后 -积分 中 沈 取 


路 综 研 的 纸 长 * 作乱 新 的 积分 变数 天 做 变数 的 性 换 ( 此 获 | -21 下 
有 如 实 变 八 的 情形 , 梁 秸 稿 分 与 筹 际 子 之 间 有 密切 的 关 傈 存在 。 
融 已 知 芝 笛 解 析 短 限 两 数 已 (z) 在 区 域 G 中 足 正 旭 的 , 旦 证 Go 是 
舍 有 点 加 的 简单 速 灶 的 区 趟 而 凡是 区 域 8 的 .部 分 。 泪 末 短 阵子 
2z(P) 是 区 域 Go 中 z 的 正则 催 数 ， 
以 任何 完全 在 Go 中 的 路 狠 工 来 连 畦 中 zo 与 z, 旦 在 工 工 选取 中 
有 间 上 器 2 za 2 。 那 术 有 用 等 :- 态 
fd 2 
完 公 与 $6 一样 , 取 枚 限 后 我们 得 出: 


CP) -| B+PAe) -[ (再 十 已 de) 。 《63) 


和 从 和 这 个 公式 香 出 琵 芯 社 分 其 中 路 义 的 始 昧 与 称 点 有 了 关 而 与 路 粽 的 
形状 乱 齐 ,如 果 全 部 积 分 路 女 都 在 简单 达 圭 的 区 域 G6 台面 ,而 是 在 G 
中 帘 千 务 数 已) 是 正 有 的。 特别 的 , 对 谍 在 简单 过 天 的 苞 域 Go 中 的 


498 | 套 上 蚁 


财 弄 各 上 , 我们 硼 : 
hE+Pd) = (63) 


得 个 公式 伍 已 知 的 柯 许 定理 很 相像 ， 祝 据 柯 许 定理 汽 阴 界 儿 的 
党 的 ( 非 乘 千 的 ) 入 分 等 谎 零 ,如 果 过 个 界 儿 售 其 简单 巡 结 的 渍 域 误 | 
而 在 各 个 区 域 蓉 面 被 积 丙 数 是 正剧 的 。 

表 短 了 牌 子 答 清 稿 积分 6 咏 的 表示 过 可 以 做 答 他 在 匡 域 全 中 沿 任何 
小 入 工 的 解析 了 延 拓 之 用 。 在 过 一 情形 ,公式 


oa 


xz-| (E+PANF , (84) 


烙 册 微分 方程 “和 >- 二 PX 的 多 值 生 分 短 阵 了 的 所 有 分 支 , 在 泛 些 分 


赤 的 革 一 个 中 党 2 一 zw 肝 于 就 构 篇 二 。 内 连 粘 点 az 甩 z 的 永 同 路 萎 
可 以 得 出 所 有 有 的 站 同 分 支 。 

福 提 陡 可 下 至 式 0660) ,有 

[Z| =| Xolels m7”, 
特 基 的 ,篇 下 0 一 瑟 时 ,有 
下 (B+Pds) 

和 柑 过 从 公 式 , 知 道 末 积 积分 入 能 去 篇 一 个 满 秩 短 便 ,入 要 本 分 路 和 狠 
完全 在 过 样 的 一 个 区 茂 贡 而 , 在 莉 一 皇 域 中 国 数 了 人 是 正剧 的 。 

如 采 郊 直 人 中 任何 阿 路 棚 量 各 是 一 个 非 简单 速 糙 的 区 域 , 理 末 
竺 式 (635 不 可 能 成 这 。 百 者 ,在 这 一 情形 积分 值 

中 +Pdz) 

不 能 公 需 已 巴 稚 稿 画 数 奥 用 策 分 路 好 工 所 比 和 定 , 及 簿 让 曲 粮 下 上 所 渤 
取 的 积分 站 早 am 有关。 事实 上 , 在 阴 曲 猴 荆 上 汉 取 两 划 加 各 丸和 记 
利 有 泣 其 欠 五 到 加 的 路 狗 CE 有 阿 稿 分 中 应 下 顽固 。 于 让 要 所 


一 。 有 ss Fan , (BB) 
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公式 IV'@ 


a $s 人 


肥 式 (66) 钥 明 ,各 不 洲 相 们 多 次 , 敢 末 符号 和 瑟 + 卫 dz) 篇 某 一 短 
限 所 确定 , 亦 即 礁 篇 基 一 炬 陋 的 初 般 因 子 所 碎 定 。 

讨 花 在 太 am 肝 近 的 (6 必 形 解 全 () 的 元 素 。 训 工 裔 姑 点 种 么 是 都 
是 点 2 的 好 中 阴 路 凶 。 沿 工 解析 延 拓 镑 , 庆 (2) 的 元 来 针 沪 全 (2) 的 
元 素 。 此 时 写 (z) 的 新 元 素 将 适合 同一 微分 万 程 (55) , 因 篇 Po) 是 G 
中 单 值 画 数 。 赦 有 

各 一 互 挛 ， 
其 中 玉 需 某 一 满 秩 常 数 短 障 。 和 从 公式 (64) 知 有 : 
0 下 CH+P as) Too 

比较 得 个 等 式 与 前 面 的 等 式 ,我 们 得 出 : 

VX (B+Pd) Yo (687 
特别 的 , 浒 蕉 知 隆 革 =97, 有 了 玉 , 一 万, 故 有 : 


-4 (B+Pdz), (68) 


89， 预 立 本 点 


我 全 求 厂 完 ,人 在 攻 立时 点 上 卫 近 ;, 解 (大 务 禾 承 ) 的 性 状 。 
裔 短 阵 曾 数 Pa) 洲 认 适合 不 等 式 
DO<|z—al <R 
的 秆 * 荐 正 杀 的 。 
此 丰 我 全 在 所 有 的 多 和 中 痢 用 - 称 不 帘 出 税 策 夫 东 式 2 十 己 g 的 六 写 。 


500 答 盱 散 


适 些 值 的 至 部 权 成 - .个 角 重 这 精 的 区 域 9 。 在 记 域 6G 中 答 隧 本 
数 PC 可 展 需 劳 偷 极 数 


PE)= Hi PCz-a)r*。 (69) 
积分 类 陆 羡 (2 的 元 崇 洛 路 涤 工 粮 < 同 从 正方 向 施 生 一 过 征 , 多 
短 知 隅 
Rt) = FV 


的 元 过 ,其 中 了 是 某 一 个 消 棱 筑 数 知 阵 。 
证 已 是 -个 常数 矩 际 , 届 千 人 阵 太 右 区 之 等 式 固 傈 


ir C70) 

拷 来 夭 限 画 戏 (2 一 29” 证 工 楼 一 过 和 后 亦 购 需 (z 一 0D) "VY 。 故 在 防 
域 品 中 解 配 算 陈 落 歌 

Fl EG a) Tt C71) 


工 解析 延 护 上 克 往 他 委 已 (保持 不 变 )@ 。 故 年 际 夯 数 忆 (在 他 中 
是 正如 的 且 在 台中 可 民 篇 伪 倘 籽 数 


FO@)= HD Fa)", (7 
由 (7D 得 出 : 
= Fa, [3 


这 桂 ， .来 ,每 一 倘 各 分 短 阵 全 (2) 都 可 以 表 管 (73) 的 形状 ,其 中 中 
短 而 数 上 we) 与 常数 拭 阵 二 者 与 保 数 短 际 PCz; 丰 关 。 但 是 从 驾 攻 
(69) 的 傈 数 P, 康定 出 短 库 六 届 级 数 (7 细 的 傈 数 ,在 一 - 般 的 情形 是 
很 复杂 的 问题 。 
浓 个 亲 题 的 特殊 情形 ,党 
PO SP-a)" 
时 , 将 在 $ 1 中 耶 以 从 部 解决 。 在 入 -- 缚 珍 , 各 趾 a 篇 得 (55) 的 正 皮 


从 ” 施 知 图 数 斌 5) 在 台中 入 任何 闭 曲 先 旋 息 - - 近 富 仍 私 加 到 原来 的 这 。 


碍 二 部 共 第 十 四 再 ” 担 利 良 时 扒 可 性 微 千 方 织 而 的 莘 用 的 { 


暴 黑 。 
和 如果 分 解 式 (59 形状 
PO = BS PG (g>l; Pot0), 
那 末 欧 点 4 篇 本 形 不 坦 加 咒 吕 ”最 后, 和 如果 在 奴 数 (86 和) 中洲 樵 2--6 的 
负 乘 震 的 矫 体 傈 数 已 , 有 无 车 多 个 不 党 试 过 ,型 枯 称 点 “ 需 所 子 微分 广 
程 担 的 二 要 可 是。 


A 


从 公式 (73) 知 洲 ( 沿 蘑 一 个 阳 曲 入 世 积分 短 阵 荆 (z) 从 正 诱 向 妖 
任 合 一 尾 峙 等 苓 右 生 以 同一 短 卫 


FF 二 TD 
如 果 潮 一 畦 的 她 加 ( 殉 尊 吕 ) 是 肿 于 末 由 6 让 得 出 : 
=X (0) 中 (B+P Ad) X20), (C74) 


如 果 代 殖 入 和 分 短 阵 互 (27 我 们 讨论 任何 共 他 积 仿 敌 障 信人 (一 开 (2C 
Ko 管 常数 甜 陈 , 1C| 关 0) , 闭 未 ,从 (7 人 看 到 短 障 六 须 措 篇 其 相似 短 陵 
广 一 CTFO 。 
遵 样 一 来 ,已 知 组 的 :项 分 代 换 ” 广 构成 一 .个 相似 矩阵 类 。 
和 从 公式 人 全 知 道 积分 


3 (B+Pd) 【了 站 


篇 旋转 的 始 革 2% 所 俱 定 而 典 沿 其 旋转 的 砷 穆 的 形状 扰 央 全 。 如 果 我 们 
缕 动 是 io, 那 到 此 降 所 得 出 的 积分 人 到 的 各 个 稍 琵 胰 征 此 相似 的 四 。 
积分 入 后 的 适 些 性 览 是 可 以 在 接 来 种 妥 的 。 计 将 上 , 吉 二 时 六 篇 
各 答 奸 守 z 磺 2 出 诸 纺 类 4 旋 师 的 十 个 他 中 轩 路 可 ( 奏 并 加 呈 0 。 
可 以 把 了 对 了 膨 所 世 合 的 晤 弛 过 车 的 区 域 绝 篇 入 中 束 条 的 ,和 如 时 
答 2 到 加 引进 一 段 入 镍 。 了 人 


0 自然 ， 想 诈 各 站 路 烙 是 匀 现 忒 和 让 广 训话 同 - 洒 的。 
各 ” 御 一 点 可 以 从 公式 生生, 亦 可 已 再 会 二 二 环 失 出。 


| 


02 障 


a 


(B+Paz) 


表示 沿 截 粮 的 积分 。 
因 篇 治 简 前半 类 的 区 域 中 闲 界 入 的 先世 
积分 等 走 疡 ， 所 以 


{2{ T=8, 
Tr 二 


a 


这样 一 , 同 斑 一 样 ,如 不 于 相似 天 傈 ,各 伟 疏 吾 + 三 本) 是 确定 的 ,所 
以 有 时 我 倍 窒 等 式 (7) 租 : 

VB+P dz), 
了 解 其 意 装 乱 位 扒 等 式 左右 雨季 的 敌阵 有 相同 的 初级 因子 ， 


作坊 例子 求 言论 有 正则 胥 断 的 方程 组 
da 


-二 = LX, 
1 ， 
其 中 二 一 
贡 QC2) = o 
同 用 .上 季 的 公式 VIIT', 我 们 答 出 次 之 差 的 模 的 估计 
D=HE+PE) - bE+Qd), C76) 


此 暑 取 粮 让 六 向 的 全 轻 管 7 (r 二 的 辕 周 作 篇 积 分 路 粹 。 球 未 党 
mod P_. *“: p_i, mod > Pz—a)" ar)rT, 了 一 人 
昱 ,我 们 可 以 在 人 到 葡 VTIIT 中 命 : 
d= d=d(r), T=2%7, 


琵 二 部 牙 和 落 十 四 婉拒 唑 该 对 礁 迷 性 惩 苏 三 程 址 的 蛙 用 603 


mod D < ere — DI 
故 知 全 
ne (77) 
了 
入 一 态 面 9 和 组 人 一 QY 


是 一 候 柯 许 秀 , 而 在 季 一 情形 在 界 季 上 任意 渤 取 好 占 纪 哎 涤 训 任 何 
之 呈 ; 都 有 


| 


4 (H+Qd) = 
吉 由 C7 他 现 (7Y 门 得 出 : 
lim 中 (BP de) = 6p , (78) 


此 畔 悉 分 申 《 召 + 了 qz) 的 初级 因子 与 x 及 了 无 并， 而 与 积分 代 换 六 的 
初级 因子 相 同 。 

由 此 伏 贸 泰勒 在 其 著名 的 浴 文 (内 考 [149]) 与 其 甫 [49] (117 一 120 
机 中 双生 推 得 , 短 阵 下 与 er 是 相似 的 ， 因 而 如 不 寻 相 似 关 傈 时 ， 
积分 代 换 玉 篇 “ 剩 条 " 短 阵 -1 所 确定 。 

伏 贾 大 勤 的 运 个 洽 断 是 钻 顷 的 。 

逢 Cr 人 与 (75) 自 能 推 得 , 策 分 代 换 玉 的 特征 数 与 短 陈 ec 的 特 
微 数 相同 。 但 是 过 些 短 脉 的 初 角 因子 可 能 是 不 同 的 。 例 如 , 炬 际 


|* 入 
io a 
对 苍 任 何 *zF#D 都 戏 有 一 个 初级 因子 以 一 ?而 党 7 一 0 有 时 导 机 短 杆 


复员 上 直 我 疝 用 其 裕 之 正果 ,在 咀 当 中 译 ar) 时 有 
lim dr) 一直 


并 由 由 和 芒 华 障 Do 中 元 束 的 模 的 卫 大 这 。 
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| 
并 | 1 起 有 并 和 仙 说 锌 因子 一 "人 一 0 。 
1 ff 
| 
滨 慌 :水 , 伏 阴 大昌 的 前 眠 公 能 从 公式 全 二 与 和 有 宁 推 
卖 愉 之 所 示 , 在 一 盘 的 情形 他 天 不 置 俊 的 。 


_ lo 01 10 
识 Pe) =| _ 了 | 0 
洲 克 的 微分 方程 家 有 次 之 形状 : 
d 1 ps 
下 “2 fs Ee 


对 谎 让 一 租 取 积分 ,我 们 得 出 


i 
w=0 ln zd T= 了 


[Tiz T 
综 械 此 z=0 从 正太 向 旋 六 一 -过 和 后 黎 专 石 革 以 扯 岩 
pr-| 
| dre 1 ” 
车 幅 年 注 有 有 - -个 初 设 因子 尺 一 41)”。 得 是 短 陈 
NiP- — gs 09- 1|. |1 " [_ a 
eal 


了 页 血 初 家 因子 入 一 1， 和 A 一 1 已 


下 。 清 如 


现在 来 讨 座 短 阵 已 (2) 人 央 有 有 限 个 z 一 2 的 负 生 咎 的 情形 (a 是 一 


个 工 贡 冉 点 或 是 一 个 杖 形 不 规则 绢 吊 1: 


PO tt + PD)" (gl; Pr0), 
我 们 用 铭 换 


=AY 


(79) 
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环 狂 换 所 子 粗 
py oo 
其 中 并 (2 是 -个 在 村 z=a 上 正 期 的 筹 陈 西数 且 在 点 := 的 什 需 五; 
则 (一 在 十 由 人 一 全 十 村 人 一 在) 十 
在 其 有 有 各 的 替 航 数 沼 | :一 <| 一 1 时 是 收 伍 的 。 
著名 的 美国 数 党 家 其 . 男 杀 上 克 起 天 在 于 中 3 年刊 布 了 一 个 定理 ( 秦 
考 [H 纪 2 根 毛 直 个 定理 我 们 常 可 进取 狂 换 (79) 使 得 经 狂 换 和 后 的 方程 组 


PF (80") 


的 傈 数 短 陆 窗 食 有 :一 2 的 负 丑 医 : 
Pr = Pe 


(2—0)" zt 

在 安 .二 . 阿 因 斯 的 书 “ 常 微分 方程 "人 @ 中 谷 述 及 别 俩 克 夫 夫 的 定理 
及 其 全 部 优 明 。 同 时 根据 “标准 ” 租 (80) 的 讨论 得 出 在 与 昧 阵 近 革 其 
任意 方程 租 落 解 的 性 状 的 研究 。 

在 草 昌 刘 震 夫 的 三 明 中 全 有 铺 织 而 定理 本 身 是 不 及 礁 的 。 作 坟 

反攻 的 网 子 , 我 们 就 取 上 壕 用 来 反 枉 伏 坪 灰 勒 埠 断 的 网 子 @。 

在 过 全 例子 中 ==1, @ 一 0 而 
0| 

了 fo= 
-| 

应 用 别 珊 克 土 夫 定 理 在 (30) 中 代 头 以 科 禹 AY, 再 换 全 ~ 仿 
+ 1 移 去 了 我们 得 遇 : 


Ee + 4 -Pp4 
> 已 


1 


1 
; Pn=0 (n=1, 2,.), 


0 
uk 


由 


夫 六 者 [1],632 一 641 下- 别 敌 区 “电大 暴 阿 因 斯 壕 必 天 认 时 点 ?7 三品 的 定理 。 演 个 
部 没有 加 .上 六 共 合作 , 因 篇 妆 黄 任何 暴 旨 z= 二 5 灾 继 次 2 = = 竺 都 可 以 铠 篇 #2 二 0 。 
最 党 07=1 时 四 寻 克 社 大 境 剖 的 士 玫 独 误 不 傣 全 天 着 的 妆 坑 基 相 辣 的 。 


E08 | 站 颜 


使 二 的 傈 散 相 等 ,常数 融 的 傈 数 相符, 我 们 得 出 ; 
Pii= Pg, Pidtdi = 局 
忆 ?| 
命 右 1 一 19 我 们 得 上 出 
ce ¢| 
a 0 1 0 0 {0 1 
s 0 | -。 .一 如 “jo 和 |” 


证 是 一 个 子 厦 的 等 式 。 
在 次 刨 中 我 们 要 这 明 , 装 检 正 荐 村 史 的 情形 利用 多 换 (79) 可 以 把 


粗 (80) 炙 篇 怎样 的 椒 灌 形状 。 
8 ]， 正 唱 暴 点 


研究 在 黑 黑 膀 近 和 解 的 性 状 , 菲 未 报 太 其 普通 性 我 们 在 计 座 时 可 以 
取 加 下 篇 划 z 一 0 ， 


1. 发 竹子 组 
SE P(X, (81) 
洪 中 
PO = t+ DT Pozn， (82) 
而 且 报 数 忆 Pnz” 在 图 |z| <y 内 是 收 敏 的 。 
命 1 
Y= AD)Y, (83) 
其 中 
二 辐 十 A 二 有 二 (84) 


暂时 予 管 航 数 (484 的 收获 问题 , 避 法 定 出 和 鞍 悦 上航 数 的 傈 数 和 矩阵 4 
全 得 妈 尖 和 的 
型 澳 “=z-x 或 了 = 二 可 以 科 具 的话 任 一 有 限 贴 =a 或 * 一 co 篇 由 De 
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全 一 Pr (2 了， (85) 


其 中 
P*(2) = Ee 3 Pia™, (86) 


有 可 能 的 最 简单 的 (标准 站 形状 晶 。 
在 C8 了 DD 中 代 于 以 乘 稿 47 旦 应 用 (8a5) ,我 们 得 出 : 


A P* (DPF -SE Y=POAGY , 
右 琵 薄 悦 等 式 的 十 饰 以 字 - 我 们 求 得: 
PO) A AG PD = 


师 厂 换 已 ee dc DP* Cz) 应 其 办 数 (8 久 , (84 ,C56) 且 在 等 式 的 
诺 训 博世 中 使 ? 的 相同 次 数 项 的 尺 数 相等 , 我 们 得 出 右 无 密 多 栏 徐 阵 
方程 的 未知 保 数 由, 如, … 的 方程 组 四: 
《 工 ) i= 
(2) Pidi— dP t+ E+ Po=D;, 
(3) Pd,—.A, C1) + Podti—APo+ P=Pi, 
se 、 (87) 
Cn jn 五 ;di 一 _ AP cm ,4 二 十 
+ Podn— A Pot Pdm-1—An_1P1t+,…+ 
+ n= Pn o 
2， 讨 痊 一 些 各 别 的 情形 : 
1 条 有, 沟 有 人 和 尖 全 到 的 不 人 的 怀表。 


在 注 一 情形 滋 诬 任 们 =1, 2,8,…, 短 阵 声 : 与 五 :二 8 吾 沪 有 侦 


邮 ”我 爸 的 日 的 基 想 使 得 在 级 数 (36) 中 话 有 有 限 侧 (而且 是 个 教 伐 可 能 小 的 ) 台数 R& 
不 壤 堆 办。 
全 ”在 所 有 方 午 中 ,证 第 二 癸 妈 壮 ,我 他 可 用 第 一 个 方程 的 关 你 把 .1 邦 换 外 了 -1 。 


508 蛋 随 铺 


上 共 的 特征 数 ; 轩 而 (次 才 第 六 剖 , $3) 日 短 阵 方程 
PD tkREY = 

Ey 

我 们 以 BP 1, 42) 
来 记 汉 个 解 。 故 在 方程 (3 让 中 可 以 识 所 有 和 矩 障 一 9 1 2 7) 都 
等 烘 零 且 利 用 等 式 

A = P.O— Po da Po — Pim Podi}, 

水 及 次 定 办 机, 4，… 。 

那 森 沟 换 第 的 卢 程 钥 是 柯 前 表 


因而 原 方程 粗 (81) 的 解 玉 厂 次 之 形 杀 全 
= A , (88) 
2” 在 甜 陈 卫 _; 的 特征 数 中 , 有 些 数 的 差 等 谎 整 数 ; 而 所 短 陈 PP 
是 单 借 的 。 
以 为 ,和 2 二 短 阵 已: 的 特 徽 数 , 排列 其 光 序 使 他 们 送 合 不 
等 式 
Re hi Ro he Re h, 。 (89) 


巫 不 报 失 讨论 的 一 般 性 ， ;我 们 可 以 换 沧 际 | 篇 直 任 何 相 侯 短 隆 。 


Li 而 且 可 内 不 使 媒 第 六 章 来 注 虽 。 我 科 所 出让 .的 情形 相当 基 坎 之 给 告 世 ,就 量 拒 随 左 程 
A = UAE { 
论 有 零 解 如 =0 。 因 篇 后 重 了 -1 由 Pi 十 1 浸 有 公共 的 特 巩 数 , 歧 有 遂 涪 的 党 源 或 了 以 ) 
存在 ,使 得 
TDP) =0, HPATEE)=E, 
恰 共 1 +) 得 出 : 
PDT 三 EPEE)。 

鼓 郑 局 三 人 。 

生 似 蕊 (8 定型 棚 1 蕊 的 一 个 千 牙 埠 际 。 人 在 何 积 从 组 于 都 可 以 从 138) 吉 乘 以 在 次 的 
滴 穆 常 训 二 隙 二 来 禄 而 。 
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这 可 以 入 涝 来 得 三， 天 村 方 各 让 的 十 多 以 了 节 全 有 有 票 以 全- 我们 宽 
际 上 咒 换 所 诅 的 忆 优 717 0 一 1 0 ,2 此 时 光 互 尖 
了 TTT-D)。 国 此 在 所 ' 讨 窒 的 深 形 我 们 可 以 视 已 1 篇 一 侧 对 角形 短 随 : 


了 Ee lo {90) 
引进 和 郑 | ns mn 的 记 站 : 
|p A pA lo 91) 


二 4 我 们 利用 方程 性 站 的 第 二 侧 方 程 。 以 把 恒 个 短 壮 
方程 换 锡 部 扩 万 程 
《和 一 入 一 上 十 一 和 
如 条 在 盖 因 一 人 站 中 汉 有 一 介 能 禾 起 了 那 末 我 们 可 以 发 到 一 
时 时 和 从 7 和 ,得 于 由 一 有 CCP 一 上 0)。 
芷 寻 - 情 形 , 竹 陆 由 的 元 素 坊 方程 (9 所 暴 一 砍 定 


二 C83) 
由 :一 由 下 一 卫 
车 未 从 上 9 约定 出 淹 订 的 pib: 
Di 一人， 


而 洲 腾 的 避 : 完全 可 以 任意 选取 。 
同时 洲 瞧 某 些 i 在 加 一 千 二 1 办, 我 们 识 : 


而 其 涤 麻 的 2 可 答 (93) 式 来 求 泪 
十 出 4 德 , 我 们 从 人 人 的 第 三 由 方志 蓄 定 出 4 。 措 得 个 迁 陆 上 


程 答 少 个 如 贡 方 可: 
Ca hr =p pd 1 PY C94) 


二 ”我 合 兢 用 情形 4? 中 怕 引 洪 来 园 沁 法 
内 ”出走 1 刘 厦 在 i ; 中 本 有 有 可能。 


B10 类 了 跤 


《2 在 一 工 ， 32, “no 
此 虚 我 们 盘 导 谎 4 的 求 出 一 标的 求 处 理 。 
胡 弄 让 一 大 瑟 天 呈 ， 那 末 我 代 襄 ，; 


pl ~0, 
因而 由 (94) 求 得 : 
Ti = 一 2 一 《Po 一 出 Pa。 


如 果 有 为 一 加 = 二 2,， 球 未 涤 稚 刘 下 2 葡 帮 由 人 84) 得 出 : 
ph =p + CPodi— ALPo) i o 
在 进 一 情 形 zi 可 以 任 党 选取 。 
钵 结 如 上 进行 , 我 们 顺 次 证 出 所 存 的 拭 阵 已 Po PP … 与 出， 
4 
此 时 牙 有 少 限 钻 矩 种 Pw 不 等 南 堆 , 且 丰 将 在 出, 算 阵 P*(z) 有 次 
之 形状 和 由 


和 | 
1 a 一 和 一 工人 1 2 姑 am 
总 | 
3 ER 1 f 
此 各 EF 天 
Pr (2) 一 Z ， (95) 
0 0 ,， 2 


其 中 ox 一 0， 如 果 轴 一 加 不 是 一 个 正 整 数 ); 而 em 一 2， 如 果 
四 一 Vk 是 一 个 丘 束 数 。 
及 ni 记 贡 Re 的 最 大 总 数 部 分 多 : 
国度 有 在 挫 第 已 1 有 特 币 题 加 焉 和 存在 , 使 得 Xi 一 2 一 1 二 mm 于, 才能 
不 等 礁 堆 (最 让 虽 其 (8 名 有 i 人 间 。， 蔽 识 已 划 用 答 一 个 这 嵌 的 竹 志 料 蛤 藤 相 第 5 的 一 个 
元 素 1 的" 二 wi) 证 个 元 素 可 能 不 等 蕉 老 。 二 康 了 巾 共 诊 所 有 元 素 都 等 衣 宪 。 
[3 基 鲁 ; hi 基 水 起 洲 Ita A 馈 胡 大 整数 (Gi 二 1, Be 


和 货 二 部 和 牙 ” 第 下 四 前 ”是 陆 治 浊 论 林 性 铀 从 厅 程 钵 的 旋 朵 S11 


m= Ret] =1,2,. 7) (90) 
那 末 由 (89) 有 : 
M1 No Ny 
此 钻 如 果 加 一 % 是 一 个 整数 , 那 林 
hi Mo 
臣 乍 标准 短 阵 PYt22 中 ， 我 们 可 以 把 所 有 的 善 入 一 入 措 短 zm; 一 Tt 。 
再 省 ,我 们 发 : 


hn = 《86 
| A cs "ain | 
On 
11f 一 | 2dr | ?, oo|...... .he C97) 
i0 0 -和 


对 示 利 (9 钙 得 出 ( 罕 才 本章 ,35 的 候 式 站): 
P* (2) 一 2 Ck * 十 二 一 = D(zY20), 
因 直 扒 知 ,了 一 225 是 方程 (685 的 一 个 解 ,而 
如 一 十 (22E2C (98) 
是 方程 (8 了 DD 的 解 全 。 


性 , 我 们 可 以 摘 任 倍 短 隙 篇 其 相 颁 算 陆 。 我 们 取 溃 孙 了 Pi 篇 和 若 店 法 


下 图 
f= {mE + Hi, MoE + Ha, "sy MB Ho}, (299) 
而 且 背 
Fe 1 2 Ro hn + Ee hs o 100) 


此 不 浴 户 记 么 知 恒 , 而 丸 是 在 第 一 “ 工 对 角 季 " 中 元 替 帮 等 坝 工 而 其 
名 ” 拓 午 的 符 丈 形 状 (97) 涯 虐 认 失 障 已 1 的 标准 形状 。 癌 果 第 午 己 ， 不是 一个 梳 音 形 
丢 , 那 订 苔 人) 中 的 短 阵 与 5 是 给 阵 (97) 的 相似 虐 壬 。 
@@ ”各 考 第 六 章 , 86 。 


#1 区 多 


际 元 素 人 等 基 天 的 类 阳 - -一 般 的 ， 员 , 在 沟谷 各 上 不 同 的 子 韦 中 短 限 如 
所 的 艇 数 荐 不 相 辕 的 ; 洋 些 阶 民 知 渍 六 -i 中 诗话 的 官 铁 因子 的 次 数 相 
癌 。 
鼻 短 障 Pi 的 表示 式 (99) 和 相 洲 应 的 型 分 前 算 阵 Pw， Da; dn 需 子 
九 : 
Fa (PROS, Pam (PRO do 一 CE。 
著 未 (87 的 第 并 税 方 程 可 以 斤 估 方程 各 
ABT HO XH — XOt 1 Bt Hi P=PR" (101) 
k=1, 2,-.…,u), 
他 们 遂 可 以 六 答 : 
OD RDIHXIE -XE PLP- PE? (0%) 
[下 一 了 中， 


他]1 a | 


_ us" | se ， PO [pe] , Pte") -= Foti 


TE 


那 未 短 哑 方程 (102) ( 洲 肉 固 定 的 1 奥 丰 可 有 据 换 党 次 形 印 明 方 程 租 仿 : 
ai— A es Ta, — Wo, #1 +P = pee) (C108) 
{81, 2 vo, 2 Wt = 0 =0), 
其 中 ?名 浊 篇 四 3 中岳 际 为 启 十 于 红 科 下 十 瑟 的 路 ， 
刻 林 六 一 公关 1 甘 上 椒 在 租 (103) 中 可 以 设 所 有 的 六 52 一 0 且 刍 循 
于 并 傈 (109) 叭 -的 定 出 所 右 的 加: ， 过 舟 是 说 ,在 姑 阵亡 程 (109) 中 我 
们 售 


看” 短 了 部 法 和 节 便 直 昂 ,对 执 拭 取 5i 性 六 ， 我 休 汪 有 寡 册 提示 党 些 摧 阵 的 拱 的 添 数 。 
全 短 了 民法 的 简 二 起 具 ,在 红 拭 限 洛克 各 了 村 :的 匹 袁 和 蔡 , 我 箱 删 去 添 数 1 焉 下 。 
红 ”建委 谊 者 芋 新 遂 销 一 下 第 一 -总 ,总 3 1 中 所 计 访 的 乒 炳 卫 的 性 质 。 


市 


电 


E18 


Pe» 0 

且 唯 一 的 定 由 六 纹 ! 。 

如 最 加 一 一 了 于 来 关 斥 民 03} 取 次 之 形 固 

Bap ta, 1 PY (104) 

fg 一 下 号 DWE=1, dy Wet ,0= 0 

不 肉 定 明 , 和 方 程 (104) 可 以 定 出 短 阵 全 由 的 元 素 2%4, 使 得 甜 障 

Pa 浒 巍 蕉 他 的 杂 散 (2X 有 次 雍 展 状 : 
la 0 --. .0| lao ...0 0.. .0 


a 0 


| | + "1 eo 0 ™ 上 " 0, 


Cy Tr a + a1 Wp 


《人 一 2 { 人 < 
总 总 0 
| 介 
co Q 0 
' . 01 
9， , (0 


ll: 
1 
eu i an | 


Cu ot) 


对 於 短 限 《105) 我 们 襄 是 正常 低 三 角形 彩 式 9 。 


办 ”类 但 的 来 如 说 正常 高 二 前 形 直 际 。 

花 太 程 C104) 不 能 哈 一 的 蕉 定 引 了 碌 纳 的 所 有 的 元 未 ; 在 更 下 元 求 坟 : 时 有 -- 些 在 沁 
性 。 演 可 以 各 捷径 方程 (0 来 看 出 : 当 加 一 2 二 1 里, 贰 太 限 支 拓 可 以 各 上 一 个 民 五 可 六 
的 姓 意 措 阵 , 亦 朗 任意 的 正常 遍 三 骨 形 算 和 。 


BIi4 5 队 | 


和 代 (87) 的 第 三 个 方程 我 休 来 定 出 类 际 ZA。 可 以 换 证 笛 方 程 篇 方 

程 钥 
(一 入 一 外 于 人 十 HRB 一 XR Het {Podi— A Po}m Tt Pr = Pie 
(全 才 = 3, (C108) 

狐 伺 擒 4 的 定 出 ,如果 和 一 各 关 2, 那 术 答 洛 麻 的 方程 (108) 党 
Pa" =0 二 堆 一 的 定 出 短 便 了 人 。 如 果 和 一 为 二 2, 那 末 可 以 运 尿 的 逢 
出 好 卫 | 不容 , 使 省 答 陆 Pn” 篇 一 个 正常 伏 三 角 睛 短 耻 。 

焰 粮 如 此 进行 , 我 们 可 以 别 闪 定 出 所 有 的 公 数 答 蜡 如 ,da 寓 
了 Pi ,Pi, PP 此 砍 斋 有 有 限 侦 祭 获 Pr 不 等 愉 知 ,而 且 外 于 P72) 有 
次 之 分 志 形 全: 

Bt pm Bra 


As 下 十 万。 a 
ps 四 加 0 -= 一 。 -2 (107) 
0 0 Mb, tH,, 
这 
其 中 
B= | 0， 如 好 一 A 不 是 一 个 正 歼 数 ; 
Pua, 部 也 六 一 A 二 一 人情 正装 数 (2, 二 41， 3 Ww) 


所 有 答 障 Bs 全 看 一 1 2 VW 28) 都 是 正 迄 低 三 角形 夭 陆 。 
有 如 上 面 的 情形 ,以 mi 记 ei 的 入 数 部 分 
m= [Reh] GG=1,2,.,) (108) 
和 二 J 十 加 人 二 了 ,多 (108" 
那 末 在 P*(2) 的 表示 式 00DD 中 我 俏 可 以 换 所 有 的 落 针 一 轧 得 沙 
Ta — Tk o 用 区 之 等 式 引进 丰 整 数 元 素 的 对 角形 和 阵 31 与 高 三 角形 和 


且 埠 


各 方 库 已 Hi 谨 扎 开 泪 随 Pir 的 共 数 篇 苔 唐 生 了 午 已 -4 中 半角 者 上 误 子 绚 的 准 骨 所 
歼 定 , 诈 师 短 纠 随 三 -1 的 和 极 因 子 的 次 著 所 兹 定 。 


第 二 部 于。 和 荣 十 四 登 算 广 境 革 苍术 性 微 开 方程 组 斩 碳 半 8315 


陈 了 全 


Po 让; 十 Hi Bi "*" Pin 
0 MB + Ha 也 
0 0 二 五 


我 生 从 (10 站 出 发 容易 得 出 知 陆 玉 sy 的 次 之 表示 式 : 
PO) = D(a), 


故 知 可 以 葵 子 方程 (35) 的 解 以 次 之 撒 此 
Y=227, 
而 方程 (8 了 DD 交 解 可 以 起 需 : 
= A zz 110) 
此 处 A(z) 是 甜 阵 和 级 数 公 和 ,并 天 省 散 整 数 元 过 的 尘 角 形 秘 了 , 避 是 
三 和 角形 迄 数 答 和 当 。 乍 库 责 址 志和 坊 等 式 人 8058) 于 (109) 所定 
出 外 。 
3. 现在 回来 不 明 区 之 级 数 的 驳 伍 性 
划 (z = 二 二 Az 十 oz? 十 
我 们 要 用 及 次 之 引 , 他 太 晶 上 本 有 其 独 了 的 趣味 。 
引 . 和 如果 地 灿 


40 二 (111) 
形式 的 葛 合 方程 揭 龟 
= P(x) zr, (112) 


于 从 倍 和 组 2 二 0 总 一 个 正则 概 由，、 那 玉 胃 数 (111), 在 短 阵 保 数 


- 和 ”于 虚 拓 处 的 个 才 珊 拱 随 六 1 陪 1Y(# 的 寺 雍 基 由 尘 麻 的 。 

镶 ” 茹 老林 前 公 式 (96) 下 而 的 是 芒 ， 

且 ”此 虚 = (DI 下 oj) 是 未 知 画 贰 的 列 ; toy 年， 03;… 是 之 数列 ; Piz) 是 保卫 
大 障 。 


516 类 陵 热 


PC 的 人 的 角 册 分 名 解 式 (8 为 的 收 色 六 际 域内 ,在 在 幅 -0 的 任 何 砍 近 者 必 必 全 
的 。 
症 明 EE P= 二 + Da!, 


其 中 各 数 之 二 省.z < 了 哈喇 收 煞 的 。 那 未 有 二 翌 的 正常 数 p-1 虚 
存在 ;个 得 人 @ 
inod P_y p_if, rod 五 ， < 1, I= 1 Gn=0,1,2,...).,. (118) 


在 4112 中 均 了 应 级 数 (JT) 入 使 等 式 (I12) 的 十 凶 中 同 次 数 葬 客 
的 傈 慨 相 等 ,我 四 得 曙 玫 密 多 个 向 基 (到 ) 等 式 
有 rn 一 昌 ， 
CR ee Deny 
【号 而 一 Pas = Por + Po, 


ee. ... (114) 
(mE Pa Po Ti 二 天 Go ae 十 二 六 Tao 
我 们 衣 要 证 胃 , 执 散 侣 ] 殷 的 任何 剩 租 
La rt C115) 
在 项 :一 0 的 障 近 是 收 做 的 。 全 数 关 让 侣 不 备 式 
Fm 


于 未 数 £ 起 通知 隙 Pi 的 万 有 特 微 数 的 模 允 ， 因 铭 和 营 mh 只有 


各 洒 前 椒 际 械 的 定 藉 可 沼 才 本 莱 ， E do 
全 加 ! 果 Mn 起 算 陆 二 一 【 的 和 糙 答 束 , 萌 未 en i 1 四 1 | 六 此 天上, 王 < 
人 
= MT, 此 中 出 一 《2 Tas pL) FO 都 末 


一 7 网 
A edb = 1 3 1, ho 


六 
EE 1 | =10axf | zi] 和 Is Tp [rs | j. 洒 末 


i 1 - 
[olal eS el se sn max [als 
-1 lat, Ka 


区 两 禾 草 去 | 如 | 我 侗 得 出 折 需 浊 的 未 车 芒 。 


第 一 部 车 和 上 四 训 二 二 涌 昌 到 各 放 从 生产 标 粗 总 阳 二 #17 


mE— Pl 3U， 十 让 
- 1 了 Pj 一 
2 


J 


一 二 盏 十- 工 于 -过 Pi - ‘116) 


Cm = 5 二 1, -…)o 
请 挟 下 个 等 式 的 德 一 部 分 是 一 个 收 化 类 陈毅 数 。 麻 用 过 个 般 数 ,我们 
征 411T42) 录 助 拭 季 环 关 傈 
dm (二 £ 2 | 1 十 … Cs- Poanat + 


Tt 


十 天 ja 
(mR hl) (117) 
可 以 用 a0y 09 Gx 求 哈 一 的 表 出 般 娄 (11) 的 所 有 俊 数 , 共 中 
Fm = Png nto m18) 
下 的 泛 合 微分 上 方程 


de = P(r F(z), (119) 
其 中 
2) 一 > mz" -= fz) {uo 十 Qa 十 … 十 Qn __ 
一 此 一 总 人 一 (Fl er? . (120) 
从 (200 推 知 航 数 


D3 , 本 
党 |z| <r 游 是 收 伍 的 ,因而 有 运 笠 的 数 入 >0 存在, 舍得 全 
mod 所 | 2 | 【72 Rl, (121) 


加 i 


” 狂 带 吏 央 保 177) 推 知 ， 在 他 坦 区 换 答 陈 (0 人 1 雇 其 国 短 
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伍 信 1 这 -和 了 | 一 | 而 换 列 2 得 列 [a m= El, 和 #=0, 
1,2, … 0， 我 们 得 出 确定 mod a 的 -上 上 办 en, 的 关 怪 : 


一 一 一 -一 


mod en |om|。 (122) 
因此 到 项 梁 报 数 
ED =Ag op (128) 
以 列 上 | 镍 就 可 以 怖 级 数 (115) 的 固 委 数 。 
在 (119) 中 换 用 数 
PO IOP, f= DH fr 
的 敌阵 傈 数 Pi Po 六 以 其 园 短 障 p17 用工, | 六 |， 我们 得 出 em 
. 的 微分 方程 : 
pi 
| m1 
和 (Je oa 
道 秆 铬 性 微分 方程 和 特殊 解 
EV ds, 125) 


”1 

亿 在 点 z=0 是 正 有 的， 日 在 演 眉 点 的 阵 近 当 |z| < 峙 可 及 展 管 四 训 
震级 数 侣 23) 。 

答 疝 级 数 0123) 的 收敛 性 得 出 涩 1z| <7 时 航 数 (115) 的 收 融 性 - 
我 和合 的 引 [过 站 和 谦 有 明 。 

误 1 .上述 斋 明 容许 定 出 微分 方程 组 C1 在 办 点 有 拘 所 有 正骨 解 ， 
如 果 有 适 榜 的 解 在 在 的 疾 。 

交大 (不 恒 等 其 零 的 ) 正则 解 的 存在 性 ， 充分 必要 的 , 是 剩 旅 短 陆 
也 _， 有 有 非 负 的 整 特 俭 数 。 如 果 * 是 运 箱 整 特征 数 的 最 天 数 , 那 未 从 


[1 由 让 | om| 汇 示 列 【eemy Ds es Oem) {rr 裔 一 个 括 ; m=E, 下 十 王 ， -eo 
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《CI 的 前 8 十 1 个 方程 可 以 定 出 不 有 辣 时 篇 午 的 则 yy… ya 因 篇 湖 
应 的 乏 性 谊 葡 厂 程 组 的 行列 式 是 等 其 雾 的 : 
d=|1PllR-P. |)..…lsB— P|=0, 

和 代 习 14 的 其 铬 攻 方 程 可 玉 用 ioyy… ya 求 哗 一 的 表 出 厅 列 aqy1， 
cor 。 根据 我 们 的 引 所 得 出 的 般 数 (4111) 是 收 做 的 ， 征 梭 - -来 , 上 方 
程 (114) 的 六 8 十 1 个 上 方 程 的 入 性 优 鸯 解 定 出 了 方程 各 (112) 在 早点 
z 二 0 正 匣 的 所 有 牺 性 无 天 解 。 

如 时 z= 二 0 是 -一 个 星 峡 , 那 末 潮 礁 (111D) 在 过 一 -点 正 有 的 解 (如 果 有 
让 种 解 存 在 的 话 ) 所 也 原始 值 oo 不 能 唯 -- 的 确定 过 个 解 ， 查 在 下 区 黑 
点 正则 的 解 ， 是 蹲 一 聊 定 的 ， 时 已 子 ao， ly sy 未 郎 如 果皮 z 二 必 
时 已 予 解 的 原 站 值 熏 其 前 个 道上 归 (s 是 竹 儿 和 矩阵 PP. 的 最 大 非 久 整 特 
御 数 ) 。 

广 3， 所 征明 的 引 妾 芒 P_; 一 0 仍然 有 效 。 此 峙 在 引 的 证 天 中 可 
以 取 尾 何 正 涩 作 篇 p_: 。 管 卫 _1=0 我 们 的 引得 出 天 礁 益 程 组 在 正 肌 
是 本 近 有 正则 解 存 在 的 生生 芥 断 。 此 时 我 们 的 解 篇 所 于 的 wo 所 叭 一 


俊 定 。 
4. 梁 已 也 租 
A = P(z)X, (126) 
其 中 Pl) = + Pe", 
而 且 何 训 右 包 的 级 散 党 |z| <7 时 是 收 敏 的 。 
再 者 ,和 喜 
有 =A(DF (197) 
生 民 A420) 以 绥 数 
4 = do 二 dz 十 Ao 二 (128) 
好 形 式 的 多 换 生 , 我 们 得 出 : 
SY ~ Pr( 办 了 ， (129) 


dz 
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党 2 SS 站 直 ? 且 
其 中 7) = = 之 | Po 4 


而 下 开 克 ,有 如 对 朴 PKz7 的 表示 式 , 在 右 包 的 家 典 常 12| < 时 基站 坡 
的 ， 

我 们 来 疏 明 般 数 4128) 在 是 xz=0 的 隆 近 |z| 过 7 是 妆 钱 的 。 

事 突 二, 入 (128) ,C127) 句 (129) ,知道 级 数 (123) 形 式 的 适合 次 之 
还 际 微 分 方程 


SA Pl) A AP*(), (180) 


我 们 祝 4 但 所 有 般 短 隧 的 衬 辣 中 一 个 向 攻 ( 到 ), 亦 邱 民 和 空间 
的 向 景 。 如 果 瑟 健在 簿 眉 空间 中 用 等 式 
PLA =P)d— AP*(2) (181) 
来 界 襄 短 阵 .1 上 与 盘 数 z 有 有 关 的 穆 性 运算 于 了 (2), 那 末 微分 方程 
(180) 可 以 帘 篇 : 
PB) [A (189) 


落 休 方程 的 右 和 可 以 宙 乱 到 级 短 了 有 Co 与 有 民 个 元 来 的 列 4 
的 玩 积 。 答 有 惨 兴 (131) 活 刚 吕 2z 一 0 是 棚 (13 罗 的 正 风 里 点 。 般 数 (138) 
玲 式 的 适合 半 个 方程 租 。 所 坟 麻 用 我 们 的 引 , 知道 般 杉 (29) 在 点 :==0 
的 蔷 近 1z, <.7 是 收 伐 的 。 

特 列 的 ,在 公式 CII) 中 涛 於 da 的 航 数 是 收 谣 的 。 

证 样 一 来 ,我 们 居 明 了 深 之 

定理 2， 每 一 合 有 有 正典 加 囊 z=0 

PC) = Lt + ST Paar 


的 方 各 名 


< 一 人 G) 吾 《133) 


， 蔓 二 部 牙 ” 靶 十 四 章 ” 黄 阳 诊 妈 丰 郝 伺 往 芝 方程 烛 的 吃 用 521 


=Als ed, (134) 
其 中 4Cz) 是 党 z=0 是 正 区 的 拓 阵 西数 下 在 过 - -野党 管 么 姑 阵 思 , 而 
开 与 太 乱 党 数 甜 陈 , 而 和 下 是 音 楼 的 ,其 特 微 数 都 是 整数 , 至 骸 短 陆 
DZ 其 任 何不 hi 的 两 个 特 做 娄 的 关 者 不 是 站 数 。 

如 丸和 用 江 黎 逢 际 2- 化 姑 隐 也- 惟 闪 起 

P= TMA +Hiy tft Hay rs METFH}T! (185) 
Choeomz lon Rehs), 

MVM=TmE, moy ry mB Tl, (186) 

Ft Be -+ Bw 

Otis Bs 


U=T - Ti, ‘(137) 
0 0 BH, 
其 中 
一 [和 ， 入 一 入 一 32 C=1,2,.…,8), (133) 


Ba 是 正常 低 王 角形 知 阵 G，5 二 了 3，…,8), 而 由 Ba 一 0, 如 果 入 一 ju 
不是 一 个 正 整 数 全 1 帮工, 2 8 

在 特 划 的 情形 , 在 六 入 一生 (让 三 3,32 中 没 行 :二 个 等 谎 严 
整数 旱 , 在 4 所 中 可 以 取 玫 二 0 也 二 - 刀 亦 名 在 渤 二 情形 二 避 表 解 
需 艾 之 形状 

军 一 几 ( 人 2 C139) 

十 1， 注 浊 在 本 各 中 已 释 建 立 了 经 了 (2) 的 航 数 的 仅 数 了 ,来 定 
由 航 数 4 (2) 二 nz" 《ho 一 忆 ) 席 保 辣 的 计算 法 ， 谍 外 ,所 庆 明 的 定 
理 定 出 稿 分 代 换 了 在 纱 具 黑 2 一 0 从 正方 向 转 一 个 下 过 旱 每 庆 对 解 
(134) 素 二 矿 : 


-7 
太一 ez 。 


臣 3， 和 从 定理 的 说 法, 知 在 天 bk 时 有 


S20 短 限 | 


Bx=D (Rol,2,..,8), 
次 业 阵 


0 Bia*** Bra 
~ > 0 0 .Bs 
T+! 和 六 = ™ |r- a40) 

00 …0 
彼此 可 易 : 

AD -BA4., 
因此 
zzD 一 aM yd Td, C141) 
其 中 
A=M+A=TIA, ho ha} To (149) 


其 中 为 ,和 0，… 7 坊 短 阵 Pi 的 全 部 特 铂 数 , 而 且 排 列 成 通 合 天 你 式 
Re > Re ha 并》 的 次 序 。 
另 一 方面 ， 
2? =h(U) ? 
其 中 及 (4%) 是 西数 .FOOD =z* 的 拉 格 芋 日 - 醇 尔 几 斯 透 内 揪 多 项 式 。 
因 般 知 陈 局 的 所 有 特征 数 都 等 蕉 零 , 所 以 NO 与 了 (0) ,了 (0)， 
je (0 可 性 相关 , 亦 即 与 1 Inz,…, (nD)! 有关 (9 篇 使 0 一 0 
的 最 小 办 次 )。 旋 
= 号 为 GD aa) 
国 而 


a —1 ~ DO 1 ... 
2 =h(D) = h(n =7 2 | mn-1, (148) 


0 0 -..1 
湛 中 gy 了 二 32 和 < 站 是 次 秆 低 於 9 的 也 2 的 多 项 式 ， 
急 据 人 1384) ,C141) ,C14 允 奥 Cl43) 可 以 取 租 (130) 的 特殊 解 需 : 


华 二 部 车。 冰 于 四 亲 类 陵 视 半 共 入 人 性 盘 耸 上 程 粗 的 蜂 用 £2 


ln 0 .0 |1 gi2 en | 
:iD > 站 9 1 "fon 


| 


(144) 


于 区 为, 知 ; ;yb 是 短 陈 了 了 i 的 特 莹 数 , 其 排列 问 序 沪 合 不 等 式 
RehMi> Re Re 而 of 一 1 了 ,9,2 二 站 篇 lnz 的 这 数 
不 天 盘 9 一 1 的 多 项 式 , 其 中 9 各 彼此 相 演 需 一 个 整数 的 特征 长 加 中 
最 天 最 ; 2) 需 在 睐 z==0 正 列 的 德 限 画 数 ,而 且 ACO)== 人 PT| 到 0)，。 
划 果 垂 阵 Py 是 车 唐 式 , 那 末 = 


8 11， 可 化 解析 粗 
必 篇 工 凶 定理 的 麻 用 ,我 们 来 天明 在 入 麻 情 形 之 下 , 租 
-QDY, (146) 
其 中 
QD- 避 和 146) 


欧 fb 肝 坊 一 收复 航 数 者 , 是 (于 蕉 略 普 器 夫 ) 可 化 的 , 亦 即 在 什 辐 情 
形 之 下 ,三 程 窒 有 形状 

=L()en (147) 
的 解 存 在 ,其 中 荆 () 蚌 一 个 路 普 读 江 乱 随 ( 洒 郎 荆 4) 适合 本 章 , $2 的 
休 件 工 一 2 7) 而 了 是 一 供 常 数 甜 障 时 。 北 处 大， 久 者 是 斤 元 索 和 矩阵 ， 
而 上 是 一 个 实 贩 数 。 


麻 用 交换 
1 
一 一 


t 时 
闭 末 组 4146) 可 以 总 乱 区 之 形状 


@@ ”如其 等 式 人 147) 友 立 , 那 未 略 普 诺 大 多 工 = 工人 了 梯 宜 (145) 久 租 - 科 =B7。 


£24 财 [au 访 


< 一 古 ( 轨 下 (148) 


站 中 
P 人 = 一 zx 人 )= 一 外 二 Qiazn 。 (149) 


位 诬 PP(2 的 吉 示 式 右 饭 的 摘 妹 在 jz < 时 状 敦 的 。 分 党 南 种 情 
形 求 计 误 : 

《I 一 0。 此 肝 串 z=0 不 拓 组 人 4 的 时 点 。 迁 个 租 有 在 点 
2=0 正 有 的 与 桂 准 化 的 解 。 这 稠 解 的 形状 坊 次 之 收效 犁 碳 灼 


在 (一 四 十 下 1 记 十 大 so22 二 vv。 (< 让)。 


命 
LO -x (3), B=0, 


我 们 得 出 所 求 的 表示 式 (147。 我 们 的 组 是 可 化 和 的 。 

(2) 和 xu， 此 时 组 (45) 在 目 2z 一 0 有 正 划 黑 点 。 

北 不 报 太 讨论 的 普 允 性 ,可 以 友和 镜 角 短 阵 了 -1 一 一 1 已 缀 化 篇 若 
唐 式 , 在 其 对 角 粹 上 上 畜 元 素 生 ;各 y 加 的 排列 次 友基 全 Re 加 之 
= Roho Re , 

那 末 在 公式 C144 中 ,一 二 ,因而 租 (148) 有 艇 : 


辣 0 . | | 中 12 * | 
za [| 
人 QO | 0 ...1 


其 中 两 娄 02) 在 :0 时 太太 吊 的 量 在 各 一 里 取 有 俊 吾 , 而 gw 人 
二 1 2 In 的 多 项 式 。 此 时 者 ?2 需 ， 将 在 : 
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1 pa LI 了) qo(In -) | 
| 


lo 于 en 二) , 


| 
,| 
| 
| 
nal 


因 仿 多 换 天 二 4 (十) 了 了 症 一 个 略 普 江 天 炙 光 ,所 以 组 (145) 可 以 化 
二 妆 一 全 在 沁 集 数 的 外 的 让 分 必要 修 件 ,是 于 


| 0 …… 0 | ii da 人 mn 站 ， 9 


0) = |om 和 0 | | 。 1 gln D)| 
| 1 


本 


[有 OO -fa 0 0 ~- 1 

其 中 卫 入 其 -第 烧 短 陆 者 ,是 一 个 咯 普 座 夫 短 际 ,水 即 矩阵 [0 ，2 
办 [70) 帮 是 有 胜 的 。 此 诺 , 从 也 骂 尝 定理 (8 公推 得 , 短 障 乃 林 以 作 
篇 特 微 数 仍 实数 的 策 阵 。 

从 短 陈 7 人) 与 二 ?7(D) 的 有 办 性 ,党 1>to 时 , 推 得 短 陆 B 的 特 微 
数 麻 全 等 其 零 。 浊 可 彤 从 GL50 中 得 出 的 or 与 co-# 的 表示 式 来 推 得 。 
此 外 , 数 为 , ja,…， 2 应 久 全 需 纯 看 数 , 因 乱 根据 [180) 和 从 /0 i 
一 列 怖 L717 提 中 最 先 一 讽 的 元 未 的 有 界 性 惟 知 Re 和 >0 与 Re 

但 是 如 果 短 际 已; 的 特 微 数 公 是 坟 虚 数 ， 著 末 短 卫 己 ， ek 
个 不 同 特 微 数 的 差 都 不 等 凑 整 数 。 故 有 公式 (189) 

于 (2)z" 二.4 (jz 


对 蕉 各 和 拥 可 化 性， 充分 必要 的 ,是 生 陵 


S28 址 障 [| 


Lat) =100-3: (152) 
屠 盐 道 矮 阵 在 革 -h 上 时 部 是 有 和 办 的 。 
因 乱 短 阵 中 的 特 徽 数 部 睛 着 等 慌 埠 ,所 以 年 音 号 的 基 小 多 项 式 有 
入 的 形状 。 记 证 赋 全 的 最 小 专项 水 篇 
UA 
因 答 怨 = 一 了 i; 所 负数 pay Hoy ,Wo 诬 闹 麻 数 入 及 屿 ,因而 他 们 都 
是 芋 碟 数 。 此 了 时 [ 容 背 本 章 ,$ 工 的 下 式 (2) 遇 人 18)] 
tr Usot Ulntt + Us Hn, 《153) 
eVotVit + pa, (154) 
代 温 些 夫 示 式 在 等 式 
Ls (emt =i 
中 ,我 个 得 出 : 
[La Va iit (#1= Zh nA, (C1565) 
其 中 上 是 数 60;… ,cs 中 的 最 大 数 ,(* ) 记 当 + 一 co 了 时 趋 识 霉 的 算 
奢 , 而 Zoli) 息 营 过 吉 轩 有 界 的 甜 阵 。 
国 息 位 页 等 式 4155) 左右 南 节 的 得 阵 在 + < 蛙 赚 党 有 辐 般 的 境 
大 ; 训 


jl B=0, 
而 和 矩 障 @Q, 次 有 香 重 的 初 角 因子 。 
反之 ,如 果 短 阵 @ 有 刍 重 初级 因子 与 炖 虚数 特 微 烧 jo pis; … 
mm， 屠 来 
T= 422 一 (za8aj 
是 组 (148) 的 解 。 此 时 命 :== 士 , 我 们 求 得 : 


了 


X=A(T) nl? 
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隔 数 立 (0 与 2 以及 短 阵 了 -+10 在 to 时 部 是 有 蛤 的。 所 


及 我 们 的 粗 是 可 化 的 《B= 。 我 们 证 明了 人 坟 
定理 83， 和 人 -一 -Q(X， 
其 中 短 陆 QLD 图 坟 -t6 时 可 下 篇 收 禹 级 数 
QO = 人 t+ 党 十 .… 
时 :是 可 化 的 友 分 必要 条件， 个 剩 航 短 际 Q 的 初级 因子 可 是 浊 重 的 而 
日 慌 特 微 数 都 县 绩 虚数 。 
$ 12.， 多 个 炬 阵 的 解析 画 数 及 其 在 微分 方程 组 的 镀 究 中 的 应 用 


伊 . 阿 . 拉 拉 - 达 尼 连 扶 斯 基 航 工作 
mw 伟 交 般 短 随 豆 ， 囊 s ,Xn 的 解析 丁 业 可 坟 诡 用 般 数 


六 (1 太古) 一 -1 久 天 入 oj) 
来 韶 出 ， 渤 全 极 数 六 扩 所 有 有 滴 全 不等式 
mod 玉 ) 二 请， (F713, (157) 


的 ” 风 算 天 人 ; 都 是 收 宫 的 。 此 丰 祭 数 
oy Oj (F1172, O13, pl, 3,3,..) 

都 是 槛 数 , 已 (5 一 1 3 ,2) 是 正 元 染 的 ”级 常 数 短 障 而 及 (j==1， 
2,… ,mm) 是 癌 报 的 延 阵 , 但 是 他 的 元 来 是 被 沟 数 ， 

多 个 第 阵 的 解析 画 数 的 理 蓄 是 篇 仍 , 阿 . 拉 抄 - 建 尼 速 扶 斯 基 所 展 
表 的 。 根 据 渤 个 理 蔡 , 角 . 阿 . 拉 拉 - 迷 尼 速 扶 斯 基建 立 了 有 埋 傈 数 烷 性 
微分 方程 组 的 基本 研究 。 

有 理 体 数 如 性 位 分 态 得 组 芍 遇 独立 秋 数 的 适当 的 属 换 篇 可 作乱 次 
之 形状 

0 当 考 也 踊 浴 的 工作 [11], 21 一 23 责 。 在 那 于 过 侦 定 更 是 在 通 柑 的 情形 下 来 证 妥 

的 ,是 外 年 赚 81 省 有 下 同 的 特 微 数 其 彼此 之 益 衣 等 并 搁 角 。 


| 类 卫 座 


BE I Un nt | xy, 158) 
dz A 人 一 aT TE | i 


其 中 Ux 是 % 报 党 芽 短 隧 , a, 大 帘 数 ,3 是 正 整 数 (=0, 1 3 一 二 
2=1,23,.. ,mm) 0, 
我 们 用 特殊 情形 , 所 前 证 岂 组， 来 说 明 拉 拱 -过 尼 违法 斯 丰 的 一 些 
性 贤 。 过 秆 租 埠 媒人 性 8 8 =1 所 决定 故 可 究 篇 问 之 卢 闫 
dR (159) 


dx 和 xz 一 字 ) 
按照 拉 找 - 巡 尼 连 拓 斯 基 , 在 讨 坎 中 我 们 引进 特殊 的 解析 辑 芽 一 一 
超越 状 娄 一 一 他们 超 篇 次 条 更 天 On: 
nC; a) =—) 天 


3 
a Sy 


lz; i 7 Biv) dz , 
2—ay, 


现 痪 mc am, cc 篇 基数 类 型 的 分 支点 ,我 们 构成 滋 麻 的 黎 嗓 
曲面 tcly as aogco) 在 过 个 贴画 上 , 给 一 和 个 超 械 济 数 都 着 单 什 
责 数 ， 另 一 为 面 , 粗 (159) 的 知 陈 子 壤 ( 亦 邹 在 是 z= 王 的 概 准 化 解 ), 奔 
解析 延 拓 ， 休 丙 褒 篇 Se aa py any cc) 上 强人 和 值 侈 数 ; 此 厂 可 以 在 请 
上 于 取 征 何 狂 ayes，…, aw 不同 的 有 限 右 作 篇 25， 

海 谎 标准 化 解 人 3, 拉 抠 -过 尼 连 捧 斯 基 猎 由 姐 {159) 所 定 出 的 和 撼 陈 
LV 巷子 明显 的 级 数 表 示 式 


c lt) 
(一旦 十 之 i 之 ， blz} i Gis """y tj,) UU Us, 上 (C160) 


避 侦 底 肛 式 饥 骸 尾 何 0,0Us,… ,Us 并 蕉 > 都 是 一 致 收 印 的 , 是 
在 出 面 3 az, 6 ,ttm se) 上 上 侍 何 大限 了 区 城中 表 出 他 , 起 必 芝 个 区 
城 不 合 点 41，… ,aw 在 他 的 台面 或 在 他 的 办 穆 上 。 
如 果 胡 数 \156) 洗 外 任何 敌阵 这: 是 收 敏 的 , 屠 示 种 


全 在 外 (158) 中 所 有 的 如 数 邦 总 贿 认 -的 导 有 音 芬 壹 。 仔 何 有 理 保 娄 孝 厅 芭 什 息 之 
种 形 钛 , 划 果 路 用 纺 数 。 的 苍 数 -各 性 绊 换 (如 於 折 有 的 俱 副 ) 下 则 有 限 各 ce 圳 < 二 “0 。 


2 ty i = | 


条 ” 江 分 和 四 可 和 区 下 体检 分 厅 可 址 的 晓 且 P20 


api ACY os) 雹 米面 工 。 抽 是 是 限 Dss Cs，…， 
的 虞 图 散 ， 

在 从 涉 (160 中 使 变数 > 楼 由 9 从 正方 向 凡 副 一 次 , 使 得 坊 惑 路 
稼 不 组 明 另 -: 晤 urti 关 0 ， 我 们 得 出 澳 应 砍 吕 2 三 &; 的 入 分 代 换 ;的 
表示 式 : 

P=+ 总 D2 PDP; Gy Ba 1) Op Us Us;, (161) 
(j=1, 2 , 9) 
其 中 所 用 记 矣 的 评 各 窟 法 篇: 
P,P; a7) =| -二 一 


fo ei 


了“ 中 ， 本 由 了 
Ph; Wi jj ya i) -| 名 (35 Cn Cn 6 dz 
: - Cn) 2 


CE "= 1 ,2，, 2 
b=1, 2, 8 
有 如 汲 数 《160) ,和 籽 蓝 (161) 古 避 ,VU Uw 的 料 丙 数 。 

推 遍 到 短 姐 黎 介 但 是 -可 数 的 入 1 际 狂 娄 于 1 ,六 .， 年 3 的 解析 二 
数理 论 和 合生 , 拉 朱 迷 紫 束 拓 斯 类 从 你 应 用 入 个 班 论 来 碳 究 方程 宜 的 解 
在 不 绕 则 轩 溃 了 澳 江 的 性 状 息 。 我 们 引进 主要 的 类 果 。 

万 程 组 Sn -之 PaiA 
的 标准 化 和 解 司 ， 其 中 右 节 的 客 赤 数 在 | 站 -<7Cr 二 ]) 瞳 鲁 尼 收 雍 的 , 可 
咏 表 各 级 是 
HH OD Pp 
-PP,, > Be tt | ee Tas > aD nz (62) 


吓人 


可 淮 考 [186 ,从 1 箱 ] 

四 溉 汰 [1301, 从 1, 往 3 训 可 入 闲 [82]， [70a 01 

图 “| 的 深 制 不 是 士 熔 笨 ,下 篇 阐 体 件 党 可 以 委 撞 < 圳 as 来 得 向 ,其 由 a 是 一 从 
洒 沉 泪 到 的 正 数 。 


Ho0 年 中 Ee 


此 让 co 答 a, ;是 用 特殊 肥 式 扩 决 害 的 绥 最 傈 散 。 答 数 (16 
将 放 任何 短 蜗 二 1 p,,.. … 在 更 

p< |z| < 
中 是 收 笋 的 (p 是 任何 小 诬 7 的 正 惑 )。 注 个 琛 应 党 合 有 时 200 二 18| < 站 

在 本 书 中 不 可 刘 腾 普 钱 述 拉 拉 - 巡 尼 韦 扶 斯 基 的 工作 办 容 , 我 们 雍 
郁 呈 和 进 下 壕 的 : 些 于 要 和 粘 朱 币 向 芒 者 推荐 其 胡 遇 的 文献 。 

苹 捷 -过 尼 过 扶 斯 基 所 有 有 毅 哄 微分 方程 的 工作 谷 罗 划 蔽 科学 院 在 
1934- -1936 年 先 德 出 版 了 三 朋 ， 此 外 洲 省 的 主要 车 果 俏 在 论 放 [83 
得 不 很 厚 的 钴 [i898j 中 壕 及 ， 革 些 帮 到 的 简 团 拒 述 可 以 在 扶 。 仇 .斯 米 
捕 怨 天 的 书 “ 高 等 数学 教程 第 三 =“ 逢 中 找到 。 


第 十 五 童 ” 路 斯 - 稚 维 淡 艾 题 及 其 相 隘 近 的 问题 


$I， 结 当 
在 第 十 四 章 ,$ 3 中 我 们 鲁 氨 及 ,根据 酷 普 击 天 定理 , 短 分 方 嫩 组 
tt Ce*) C1) 


[ew =1 2 是 第 人 怪 数 1] 的 雳 解 汶 认 2， 的 任何 二 
次 或 黄 次 的 项 (**) 是 侣 定 的 ,如 果 短 了 委 4 二 awl? 的 全 部 特 徽 归 ,不 即 
长 期 方程 4 和 ) 三 17 一 44| 一 0 的 全 部 和 杭 都 有 久 实 数 部 分。 

所 以 稳定 性 的 充分 必要 企 作 ,要 蕊 知 代 数 万 程 的 概 全 部 位 臣 在 滤 
牢 个 有 符 面 圳 面 , 在 一 系列 的 屿 用 饥 域 中 淆 般 妨 吕 旺 电 傅 系 靳 答 和 定性 的 
研究 ,有 基 基 本 和 的 午 覃 性 。 

二 个 民 笋 名 题 的 季 要 性 ,已 经 篇 机 党 谢 饰 理论 的 创 好 入 ,入 国有 物 埋 
学 案 坦 , 饥 . 有 蚊 殉 思 威 锅 民 人 国学 省 仇 , 呆 ,条 希 年 格 入 过 上 电 基 工程师 所 
诡 明 ,他 们 在 其 往事 办 谢 烂 器 的 研究 了 . 作 中 全 ,六 谎 次 堪 趟 大 稚 3 的 方 
程 的 上 流 代数 人 条件 建站 了 广 沱 的 详 用 . 

在 1868 年 马 殉 思 咸 疼 把 返 个 同学 国 题 推 洪 到 求 出 任意 次 代数 万 
程 的 儿 赚 休 件 。 在 那 齐 , 汝 於 送 个 间 题 ,主要 的 是 1856 年 让 国 数 浓 家 
安 密 如 的 工作 口 2341 中 的 解答 。 演 箱 诊 文 和 ,在 复 多 项 式 7(2) 的 分 作 
疾 某 一 生 村 面 中 《或 某 一 所 形 中 ) 前 枢 的 侦 归 偶 某 萎 二 或 型 的 符 上 时 盖 之 
尚 ,建立 了 窗 钱 天保 。 人 但是 和 实 包 建 的 辕 果 没有 如 到 运 样 的 情况 ,使 得 所 
们 以 第 民用 策 避 ”和 工作 者 民 寺 和 所 和 用。 所 以 禾 冤 各 的 过 一 工 作 

业 ” 吉 ,未 ,马克 转 咸 二 , 关 擒 调整 注 (1863) ;从 ,人 阿 . 杂 镑 件 烙 拉 达 新 基 , 毅 闲人 证 按 作 用 的 
需 获 器 ( 旭 767-。 和 下 此 六 净 邯 刊 肉 苓 并 入 " 自 盈 册 闻 再 洽 (19 和 哲 ) ( 俄 交 ) 中 。 订 历 于 者 阿 . 山 . 
转 连 次 定 尖 蛋 仇 . 思 ., 代 是 年 新 斯 接 的 洽 人 ， 由 共 替 , 录 . 遍 克 辐 咸 锋 ; 仇 . 阿 。 厅 项 年 媒 拉 汗 
打趣 由 阿 ,是 托 玛 而 在 酸 峰 时 节理 坊 秽 域 中 的 确 完 工作 。 
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没 育 得 色相 由 的 位 俐 、 

芽 1 市 年关 到 方 沁 家 路 向 时 5 说 用 存 丫 姆 定理 与 柯 许 指 帮 理 
论 , 建立 了 浊 鉴 定 出 巡 多 页 式 在 何 根 体 族 右 兆 生 偶 平面 Ois 2 0 的 
计 委 法 。 在 特 处 情形 =0 用 入 个 计 秀 法 葵 出 了 程 定性 刊 定 。 

在 士 矿 世 施 末 ,车 名 的 医治 代 克 工程 研究 者 , 此 汽 的 与 须 聘 的 透 卡 
查理 葵 的 车 骨 家 , 阿 . 斯 托 独 朱 ,不 知道 路 斯 的 工作 ,重新 建 详 了 找 出 修 
件 合 得 代数 右 程 的 根 有 鱼 搓 蚊 部 分 的 工作 ,而 引 在 1895 年 阿 .起 维 蒋 
[39] ,根据 安 密 送 的 工作 , 共 出 了 同一 关 题 的 和 奥 路 斯 无 关 的 ) 第 二 个 
艇 窜 。 电 科 蒋 所 得 出 的 行 烈 式 不 等 式 就 是 现在 所 狼 知 的 所 谓 路 斯 - 守 
亲 欧 人 条件。 

但 是 在 堆 杂 区 的 工作 在 记 界 上 出 现时 ,近代 稳定 性 理论 的 创立 者 ， 
阿 . 家 . 略 普 谋 夫 在 其 短文 同人 惟 汉 动 稳定 性 的 一 租 问 题 ”, 赫 力 可 类 ， 
1593 引 中 已 乏 建 立 了 加, 从 之 可 以 慌 融 ,使 实 短 阵 4 一 |ax'? 的 特 第 方 
程 畜 根 有 有 信里 贼 部 分 的 充分 必要 人 谋 件 的 定理 。 浑 些 条 件 合 用 礁 一 系 齐 
的 关於 损 节理 诊 的 工作 全 。 

在 1814 年 法 国 败 学 家 速 那 页 与 希 派 页 [T851 便 逃 建立 了 稚 定 性 的 
新 的 错 定 。 

旋 用 特殊 的 二 葡 开 ,到 些 著 者 得 出 了 稳定 性 所 定 , 比 路 斯 - 害 继 区 
御 定 较 篇 方便 《在 速 闪 俩 - 希 派 陋 牧 定 中 行列 式 不 等 式 的 个 数 大 和 匆 比 路 
斯 -你 维 鞠 利 定 中 的 个 数 吏 少 一 后 ) 。 

著名 的 俄国 数学 家 稚 , 阴 . 切 引 尘 夫 鞭 阿 . 阿 . 局 柄 可 夫 建 立 了 与 分 
解答 特殊 类 型 连 分 败 的 分 解 式 有 关 傣 的 硝 仙 定 理 。 有 如 $16 中 所 征 
朋 , 滞 坚定 理 直 接 奥 路 斯 - 利 厅 疾 间 站 全 误 。 

在 加 是 仁者 的 概略 征 进 中 , 芒 者 本 以 在 到 ,一 区 型 再 芥 (第 本 前 )， 
特别 古 甘 凯 速 块 弄 的 理论 "第 丁 击 ,410) 得 到 了 他 们 证 要 的 用 途 。 


心 党 老 [19], 8§ 320。 
嫉 ” 准 老 ,例如 , [655j。 
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2 和 坷 蔡 指 寨 


从 讨论 所 说 阿 许 指 棕 上 站 多 

定 闵 1， 在 4 到 8 的 潮 限 中 ， ,二 在 攻 疝 数 于 (9 的 馈 许 指 胡 (志和 仿 
下 Rn; er， 六 驳 实 数 ,或 者 从 士 c) 是 指 ,党 鲍 归 答 ” 钱 到 过 时 ， 有 下。 
从 一 ce 跳 何 -He 的 项 : 泊 数 与 其 省 十 关 跳 到 一 ce 的 断 滞 数 的 具 数 外 。 


Bi Lt = 3 -一 二 一 十 如 | 【人 了 
其 中 da 一 了 2 说 部 丰 于 天, 而 六 CG 是 没 和 全 糙 类 和 妥 的 
胡 理 画 数 , 革 末 
1 R=— DT > En -加 (C2) 
和 而且 一 般 的 有 
2 RY) = 2 Sign A < , (2) 
特别 的 ,部 果 f= 二 tofx 一 RD 一 Gn) 是 一 个 实务 项 式 ( 在 
A 2 站 一 工 ， 2 my} 几 在 这 全 多 项 式 的 根 Cry ay Tm 
中 实 有 前 了 个 是 惧 数 ,于 上 林 
-总 


Fr) j=1 一 (=1 六 一 中 


其 中 下 (2 是 没有 音标 加 的 质 有 有理 击 伐 。 
故 由 42) 知道 指 概 


等 成 : 多 其 并 二 在 了 光电 (a 名) -外 中 的 不 加 的 其 根 个 数 。 


章 ” 堂 洪 [101， 410425 rr 

入 ”让 市 算 断 加 时 ,+ 的 瑞 丰 人 秆 一 -江陵 & 再 -一 不 包含 证 内 . 

鲁 ”有 理 国 数 的 柄 册 , 是 全 数 的 过 种 什 ,可 及 使 得 过 个 加 吉 亲 培 季 条 大 潜 。 
入 dEn win 训 管 葵 } 舰 怠 半 0, 和 有 0 或 #4 二 价 职 什 十 J， 一 了 咸宁 
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任何 里 有 理 尚 蜂 导 Cx) 第 万 $ 可 天 “之 形 装 
A! A 
BO- tt), 


pi 
其 中 所 有 的 更 工 痢 是 实数 (4 关 0 3 一 1 2 D7; 而 了 Ri1(X) 没有 
实 标 是 。 
到 了 + REw) = 2 Sjgn AD (3) 
) 
而 一 般 的 有 
TRO= DD A a), (3") 
Cm ) 


有 指标 Ta RCw) 的 一 个 计算 鞭 其 所 模 据 的 是 古典 的 施 汗 姆 定理 。 
讨论 在 隔 轩 Co， 引信 中 个 有 下 而 雨 个 性 质 的 次 多 项 式 序列 
FL), FIT) ey Fm): (4) 

1” 染 於 在 何 合 得 任 一 画 数 站 (*) 歼 篇 寄 的 值 % C4<<% 之 耻 ,两 伞 相 
岁 的 苹 数 fx-t2)》 奥 六 ti1t2) 的 值 都 不 等 苍 奉 而 忆 是 反 号 的 ; 亦 即 在 
<t<b 时 由 六 = 二 0 得 出 : fh (2) rr (2) 到 0。 

2 序列 (id) 中 最 后 的 西数 wt) 在 (a, 外 中 不 能 多 往 过 , 亦 朗 在 
5<2<p 时 有 jw?) #0, 

适 样 的 多 大 式 序列 ( 活 妖 篇 隔 闻 (Ca, 5) 中 施 斗 姆 列 。 

以 六 (2) 记 序列 (4 涤 秀 定 值 了 的 周 皮 数 四 。 那 玉 当 工 和 从 a 绝 到 
时，F( 扩 的 值 定 在 生肖 序列 人 中 半点 而 散 的 堆 风 时 考 有 刍 副 的 可 能 
但 是 由 1 和 共 其 狼 过 痪 散 (2 全 二 2 … 到 一 二 的 雳 点 时 ， 普 (2 的 


类 ”在 ! 3) 式 右 区 的 和 压 征 0 雳 六 敦 的 所 有 对 噬 的 估 i 在 (3) 式 布 音 的 和 雁 首 几 
过 奇数 后 片 4 四 二 下 人 关 所 有 峙 详 的 值 1. 

入 此 襄 , 4 可 能 等 殴 一 co 而 五 才能 等 起 十 son 

各 ” 媳 果 6 二 2 而且 让 ( 志 0, 那 和 类 识 TEE) 的 定 划 四 三 页 真 在 序列 () 中 删 去 
等 长 筠 的 省 值 或 者 答 了 过 些 值 灸 任何 符 辐 。 而 果 站 是 有 限 的 , 那 末 我 们 了 解 了 人 a) 篇 PC 一 刁 。 
芳 中 和 凋 通 沿 小 的 正 载 , 使 神医 蒜 站) 全 二 1 2 9) 在 持 国 隔 闻 人 oa 十 引 息 者 条 媒 南 堆 。 
向 撞 的 , 划 果 ?共有 限 的 , 绑 ! 汪 我 全 了 解 了 (站 每 上 妇 一 区 下 中 数 E 的 洗 册 并 是 相 燃 仍 欧 。 


区 二 部 牙 分 于 王 章 路 晰 - 告 椎 菊 间 盟 爱 其 月 障 近 的 ji 535 


住 讶 有 收 千 ， 冯 汪 榴 通 画 散 en 的 堆 骂 时, 序 划 (4) 模 失 或 培 加 一 - 栅 
变 网 烧 可 向 分 虑 闫 克 二 中 从 一 ce 跳 到 二 ce 或 是 从 十 ce 到 一 co 而 定 。 
故 有 

定理 了 于 ( 施 斗 婚 ) 各 果 所 (2) (0)，… fm) 是 (a 有 拉 中 施 
斗 姐 烈 ,而 及 ( 鸭 需 运 个 译 列 的 炙 号 数 , 弄 水 


2 二 
is FAY Fa 一斑 (o)。 (5) 


注 我 个 乘 施 斗 姆 列 的 全 部 项 以 任何 同一 的 多 项 式 d(2)。 省 榜 得 
出 的 多 项 式 序列 秋 坊 广 头 的 施 斗 姆 齐 。 因 篇 素 序列 C4) 中 所 有 的 项 以 
同一 多 项 式 时 ,等 式 45 ) 的 左右 页 名 都 没有 改 绝 ,所 以 施 斗 姆 定理 六 谎 
广 萎 施 斗 姆 列 仍 然 有 效 。 

我 们 注音, 如果 葵 子 了 天 个 尾 窟 的 多 项 式 f(x) 与 gz) [Lo 的 
次 数 之 g(x) 的 次 散 ], 那 末 常 可 利用 获 踊 里 得 演 段 来 构成 广 著 施 辣 姆 
列 ,在 他 喜 面 开始 的 雨 铅 夯 数 是 方 ( 罗 三 .六 ,folx) = 二 gq(%)。 

带 实 上 ;以 一 让 (w) 记 fo(z) 除 f(z) 所 得 出 的 角 式 , 以 一 (72) 
记 fs(2) 除 fo(z) 所 得 出 的 饼 式 , 族 如 此 类 ,我 们 得 到 一 系列 的 履 等 式 

FE) fat) — fae) ye Fri(%) =— 

= 1 CP) Fe) fp) ss Fn 1 HD) 一 ok C6) 

其 中 最 和合 一 个 不 慑 等 发 堵 的 台式 fn(x) 是 f(z) 与 912) 的 最 天公 因 

式 , 冻 是 构成 得 种 序列 (4) 的 所 有 画 数 的 最 大 公关 式 。 如 果 六 (oz0 

《<2<0， 那 玉 由 (6) 得 出 的 序列 C4) 蒂 合 条件 1 由 2， 故人 需 一 个 

施 斗 姆 旭 。 和 如 果 多 项 式 fC2) 在 陋 癌 (a,5) 中 有 根 , 那 未 序 殉 (4 ) 是 

一 个 广 攻 序 半 姆 列 , 因 篇 在 全 部 项 中 焙 寺 因子 fx) 和 钞 就 得 出 一 个 施 
斗 姆 列 。 

征 所 证 琢 的 苦果 ,知道 任何 有 理 画 散 BRC2) 的 指 禄 都 可 以 利用 施 斗 


即 定 理 求 得 出 。 基 此 笑 要 才 BRCO) 坊 4) 十 -我 弛 的 形状 ,其 中 全 op 
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zy， yo 新 不 多 项 式 而 gC 的 次 峰 :7 的 次 散 。 屠 不 ,如果 档 
碟 了 Cz) 9(2) 的 度 闵 施 斗 好 划 . 我 们 就 得 则 
a Or ol 
A = Fy J {Ce Ch) 
麻 用 施 汗 组 定 球 可 以 定 出 多 项 区 (2 在 陪 肌 (6; 及 中 不 同 宴 根 
的 个 数 , 因 篇 我 们 已 亚 知 道 运 个 改 日 等 於 卫 了 。 


8 3. 路 斯 将 段 


i1， 路 斯 的 二 是 起 要 定 轩 里 多 责 式 开 ) 的 位 熟 右 千 玫 面 中 Rez;>0) 
的 宜 根 榈 数 。 
首先 讨论 /Cz) 在 虚 灿 上 滩 有 零 野 的 情形 。 在 
在 千年 面 中 以 诛 鼻 需 加 心 R 乱 年 竹 作 和 于 业 间 求 讨 
前 篇 近 倍 全 辐 周 如 虚 山上 娘 段 所 图 成 的 民 战 ! 峰 7。 
浒 岳 足 痢 大 的 五 可 以 使 得 多 项 式 FG) 的 所 有 六 下 
计数 将 人 芝 的 二 俏 根 部 能 在 这 全 隔 域 喜 面 找到 。 所 以 
arg .六 2 在 途 正 方向 简 过 内-- 情 熏 要 丑 加 328 四。 
时 男 一 方面 党 一 0 脱 , arg 了 G3) 洛 平 征 乱 王 的 全 
圆周 上 桂 红 德 的 增 恕 短 首 项 ooz 的 幅 角 培 量 所 举 出 ,因而 等 於 mg。 故 
草民 arg 2D 往 谨 本 (R09) 的 增 时 我 们 得 出 下 示 浇 ; 
A arpg fi) = Ono Bm, (7) 
引进 不 常用 的 多 项 式 开 :) 的 保 数 记 法 ,是 印 设 : 
FE 一 Cos tb la he a0 0Y, 
型; 未 
fiiw) =U (iF Co), (8) 


各 事 窟 上 ,到 时 二 忆 He -2 RE dure fia) -之 dargie— rl, WT 2 
在 所 时 座 区 魔域 中 册 现 ， 履 术 4 458t 一 说 王 27; 刘 果 如 在 过 伴 匣 域 的 外 面 , 那天 J arg 
[i = 
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其 中 涪 识 和 倘 米 和 有 : 
Dn) = 
pV (= DD Chet be do， 5) 
而 导 导 奇 虹 如 有 : 
Po) 一 (Do ba -5— -...), en 
【oo 一 《一直 《con 一 lan 十 caor 一) 
根据 路 斯 方 潜 详 用 何者 指 模 ,就 广 台 : 
Te Ce) pi 时 lim V0) _0, 
二 人- ,up pre) (9) 
C0? pi li ie 六 一 一 0。 


等 栋 避 ) 鞭 (38 门 油 时 ， 当 芋 乱 偶 由 时 在 (9 中 用 下 面 的 公式 ,而 芝 

nn 和 需 奇 数 时 要 有 上面 的 竹 式 。 此 被 ,由 (7 )，(87 (8") 鼻 《9 ) 我 们 容 
名 得 出 ,对 自生 何 3 5 偶数 或 奇数) 鱼 者 有 

I C10) 


de 
2 .我 们 应 用 施 斗 姆 定 十 ( 塞 芳 于 锯 ) 率 定 出 位 泰 等 式 (10) 的 左 节 
的 指标 。 命 
A = 0 Fol) = br?t..., (11) 
要 所 路 斯 ,我 他 刑 用 潍 妈 里 得 总 设 洲 档 成 度 闵 施 斗 好 说 ( 礁 荐 工 节 ) 
FO), Foto falo) ss, Flin)o 12) 
生 先 避 座 正则 情形 : 包产 3 十 1。 在 过 : 情 贿 ,序列 C33 中 你 一 个 
本 蚊 的 天 鉴 比 去 明 一 贞 数 《 假 伍 和 布 的 证) 的 奖 髓 省 1, 而 此 明 德 一 -人 向 机 
GD: 


因 大 TE fi) ark ets sf =arg te 1. 


刘 住 ,我们 在 多 担 式 了-) 没有 宣 落 部 虚 由 上 的 恨 认 下 来 推出 妈 式 忆 中 的 。 
在 正则 鸭 情 形 , 上 列 (2) 基 下 祝 的 ( 非 府 闵 的 ; 序 斗 赔 列 。 


全 全 名 


S38 算 是 酌 


从 琶 噬 里 得 演 段 [塞车 06 21] 和]: 


alm) 一 fe) 一 六 con) 二 un Co 0. 4 


共 中 
££ = 0 Bor — Gob so ,= 
b= 1 到 1 二 页 1 Cs bo 2 二 
buro— Fobs os 
Pe (13) 


同样 的 有 
六 一 各 fal) 一 户 人 一 door 一 Gao 二 


其 中 
吾 cot 一 bod 可 
T= 0 -= 一 
o= bi eo C1 ) G1= bs eo Ca 
一 Gaba — Doca ee C13n 
Co 


类 似 的 可 以 定 因 其 这 多 项 式 .六 Ge 六 5 的 导 散 。 
此 用 每 一 个 多 项 式 
Fm) fot) 1 Farike) (14) 
都 是 偶 责 数 或 麻 加 数 ,而 是 相 凡 的 多 项 式 永 过 有 相反 的 奇 侈 性 。 
寻 立 路 玫 才 式 


oy ly Way 3 
b., 1， bs, 了 
coy Cl 人 3 《1D) 
do, di ce ’ 


在 个 夫 式 中 ,由 订 私 式 (13)，《137 ,知道 存 一 行 都 可 由 其 前 遇 行 
用 式 之 现 期 浴 御 出 : 
从 .上 西 一 行 的 蚊 , 诚 去 下 面 -一行 的 对 次 履 奥 法 柑 的 数 的 滋 逢 ,使 得 


-nr 


所 得 出 的 第 一 机 盖 数 签 肉 大 。 册 二 六 们 守 办 妥 的 基数 ;我们 得 出 了 质 


求 的 行 。 
正则 情形 着 然 需 次 之 性 质 所 雁 定 ,不 是 虞 忒 应 用 运 倘 规则 所 入 出 
的 序列 
boy Coy Woy "~ 
中 没有 遇 到 一 个 等 於 等 的 虞 。 
在 加 3 与 9 中 我 们 指出 当 %* 需 惕 获 (n= 人 加 % 篇 奇数 (n 一 7) 胖 路 
斯 胡 式 的 天 煲 。 此 不 以 点 标 出 表 式 中 的 元 洪 。 


和 
二 看 槛 者 

中 和 事 者 
学 中 和 

者 如 志 
二 和 四 

吕 和 各 
需 本 

各 各 
过 过 

昌 各 
二 

只 
蜗 

中 

罗 8 贺 8 


在 正果 情形 , 案 菇 式 nn {to) 师 Ft) 的 最 天 公国 式 六 Oo) 一 管 
数 二 0。 所 以 着 些 多 项 趟 说 明 , UCo) 界 广 Qo) [ 允 医 (8 站, (8 中 加 (11)] 
不 庄 同 时 炙 深 脖 , 亦 序 党 w 篇 一 实数 时 ， Geo) 一 DU(w) 十 (wm) 天 0。 
济 全 个 公式 的 左 名 在 障 间 《一 0， 十 oo0) 中 其 用 施 斗 姆 定理 且 在 此 
了 时 所 用 竟 序列 篇 民 人 D ,我 们 概括 (10)7 得 出 : 
一 co 一 上 (十 co) =n— 2 (16) 
在 所 于 的 尽 形 人 @ 
申 ” 营 ww 一 十 co 时 ,fx(w) 的 符 丰 奥 其 首 项 保 数 相同 ,而 党 == 一 oo 时 ， 虎 首 项 保 数 的 
特 圣 相 瘟 一 个 因子 人 二 站 全 一 工人 了 


se——— 


fdD 短 了 给 


到 一 一 一 一 一 - -一 一 一 -一 一 


Pre Ci) Dn ~ Ms 心 ， …) 


而 

P00) 一 站 一 下 《十 se)。 (17) 
和 等 式 (16) 奥 (C17) 我 们 得 只: 

k=V (go, boy Coy or **°)o (18) 
我 们 羽 明 了 


定理 2( 路 斯 ).。 实 多 项 式 了 (x) 的 位 於 右 生 洗面 (Re ?> 站 的 根 的 
件 惧 路 并 花 表 式 第 一 列 的 继 ! 路 数 。 

， 讨论 重要 的 特殊 情形 ,就 是 A(z) 的 全 部 和 根部 有 包 暑 散 部 务 
全 。 让 果 我 们 在 焉 时 济 谎 欠 项 式 届 内 拉 店庆 其 施 汗 姆 到 
(全 , 那 末 , 因 短 由 一 0 到 或 各 的 可 以 窜 篇 : 

Vi—oc)—V{to)=n, {19) 
但 是 0 二 FC 一 00) 所 mM 一 1 二 % 有 0 了 (二 20) 二 2 一 1 守 n。 所 以 等 式 
(19) 牟 有 在 和 =m 二 《下 风情 撒 倍 了 肝 才 有 可 能 ,此 时 下 (十 oeY =0， 
(一 o0) 一 mw 一 1=n。 闭 末 由 公式 (148 得 出 : 

路 斯 御 定 仿 了 使 得 实 多 项 式 了 (2) 的 全 部 根部 名 里 数 部 分 , 充 
分 必要 的 ,是 是 在 施行 路 斯 注 ! 届时 ,所 得 出 的 路 盘 委 式 中 第 一 列 的 全 部 元 
尝 者 不 等 瞧 零 而 且 巧 同 恕 的 。 

4. 在 建立 路 斯 定理 时 所 毁 据 的 是 公式 (10) 。 以 德 我 们 需要 推 麻 
得 个 公式。 盈 式 (140) 是 在 多项式 fl?) 没有 要 在 虚 策 .上 得 贫 假 讼 栾 得 
局 的 ,我们 来 种 吧 ,在 一 般 的 情形 ,多 项 式 (2)=&o2" 十 Boz"T 十 a42*“3 十 
十 … 《qo 天) 有 天 个 报 在 右 牛 平面 中 ， s 悦 根 在 诬 辆 上 时 ,公式 (10) 要 
挽 洛 到 式 


Tt” Pow br -十 So 一 
TT go to 


- 一 (C20) 


事 眉 上， 
JI) 一 gz 


束 荐 -入 放 汪 天 题 吾 其 根除 到 的 由 既 541 


证 直属 多 顺丰 ds) = -和 和 在 曲 畅 于 ,而 多 项 式 产 (没有 
后 和 信子 网 轨 耻 世 区 类 等 全 和 

于 共 仁 起 昂 计 洽 s 篇 偶 懂 的 刁 形 各 篇 奇 政 的 情形 可 以 全 相 类 机 
交 玉 计 光 )。 


琵 


一 To 
因 答 在 所 讨 乔 的 情形 ，8310o 是 口 的 香客 硕 式 ,所 以 
3 
i ey? 
因 仿 在 进 一 情 拱 , + 民有 才 | 取 的 闸 沿 性 ,所 以 ; 诡 肌 等 式 (51 民 (3) 
定语 马 二 我们 得 出: 

Felon) fofem) 
EL 

应 用 公式 (0) 般 和 多项式 产 03) ,得 出 

Treo To0 -nx —28—=n— 2 —g, 


YY 方 《oo A (mm) 
寺 就 古 所 要 祥 明 交 竺 果 。 
$ 4， 特殊 情形 .例子 
1. 在 上 简 中 我 俏 所 计 座 的 是 士 且 情形 ,在 胜出 路 若 表 式 时 没有 一 候 束 pn co pp，-… 能 


等 擒 零 。 

融 企 转移 到 特殊 情形 的 计 哈 ,此 计 在 业 询 所 ，co。 … 中 我 们 过 到 -倍数 加 =0。 周 斯 演 
耻 到 上 出现 加 的 过 一行 后 就 要 停止 ，, 因 篇 要 得 出 他 下 借 的 一 行 必须 用 加 来 位 除数。 

对 殊 情形 有 丽 种 :可 能 的 类 型 

(1 在 出现 in 的 这 一 行 申 有 不 靠 苓 每 的 数 、 避 咒 遇 在 序列 112) 的 基 一 个 地 方 , 方 次 的 
血 低 严 比 1 多 。 

(2 ) 合 有 加 的 证 个 行 中 的 散 全 部 禾 雁 夫 。 那 未 汪 一 行 是 第 ;十 1 行 , 其 由 耿 是 痪 缆 施 
半 姓 天 (各 的 填 雪 。 在 这 一 情形 , 友 询 (号 出 曾 下 的 次 数 逐 一 降低 一 六, 但 丰 巧 重 的 盟 数 
fm( 中 的 次 数 部 大 苓 史 、 在 丽 稻 汗 形 中 字 列 , 12) 的 醒 数 条 数 都 是 mm 一 2 十 1 

办 铝 在 商 祖 傅 形 ,不 常 的 里 白 注 股 者 不 能 进行 ,路 好 答对 特殊 的 规则 在 情形 (1)，( 2) 


中 素 激 粹 得 基地 的 卖 式 。 


542 炬 | 前 
2， 在 情形 ! IT) 框 斥 踏 斯 的 方法 摘 ho0=D 由" 微 洲 的" 值 sa 生 有 雁 定 的 (上 忆 晤 任 党 的} 符 
同 , 击 秆 纤 填 完 或 其 卖 击 。 蛙 大, 表 式 第 一 弄 山 以 逢 的 元 束 邦 是 E 的 有 理 丙 整 。 由 稚 £ 的 符 
再 及 此 -人 微 下 性 ?可 以 获 定 过 和 些 元 素 的 符 卡 。 旭 果 在 进 些 元 水 出 有 革 一 元 未 撤 友 了 涯 。 司 等 
茯 过 , 那 末 我 们 换 泛 个 元 崇 篇 另外 一 个 微小 估 ?再 来 汐 结 站 行 我 们 的 演 斌 。 
全 
1 一 经 十 给 十 282 十 3 十 1 


器 好 表 式 (有 微小 人 数 5) 
1, 2, 1 
1, 2 
a, 1 k=p(1, 1, 62 —T, 1) =2, 
2 工 
后 
1 


妾 档 导 个 过 式 中 元 素 释 过 储 改 的 渤 殊 方法 得 出 次 诸 性 贤 : 

国 篇 我 们 乙 训 没有 第 二 种 类 型 的 特 环 性 ,所 内 区 雪 声 ( 人 w) 典 疡 和) 基 互 师 的 。 故 知 宗 
项 式 7(#) 在 碟 轴 上 这 有 根 。 

在 路 斯 翅 式 中 所 志 元 素 岂 可 经 前 两 行 中 学 吾 交 至 豆 各 ,水 可 净 所 予 密 项 式 的 保教 有 理 央 
出 。 但 不 炊 看 出 ,从 从 过 413) 013 > 王 忆 办 诸 行 的 上 撼 星人 有 公 式 , 知道 已 季 踏 斯 袁 式 中 芷 何 相 险 
两 个 元 美的 笛 殿 其 荆 前 规 行 的 名 一 修 元 帮 依 和合 ,我 介 可 以 把 位 图 莉 面 古 行 的 数 ， 亦 妆 原 娩 委 
项 式 的 陷 数 ,超出 过 些 所 示 值 的 有 理 莹 式 笃 部 起 出 。 重 如 ,所 有 a 可 以 沟 

dos Boy Coy 3 hos Rl, Ras "ers BO Hy G2 

的 有 理 吾 陨 数 求 共 上 册 。 

喜 措 和 = 外 稚 ,我 们 次 内 上 拒 劲 了 原来 的 才 项 式 。 我 们 已 地 的 了 (#8) 的 类 式 沪 字 项 
式 站 3， 的 跨 好 老式 ;其 中 (53 古 是 : 卉 8 的 有 理 整 国 数 量 当 5=0 时 悉 个 7。 因 乱 
Et 
的 £ 读 ;在 右上 信件 本 中 要 的 个 束 X 对 秀和 项 式 iz, 6) 与 (4, 有 = 了) 是 相同 的 。 

3， 轩 称 到 第 二 往 壮 型 的 特 王 性 的 讨论 。 训 在 路 斯 洪 式 中 

to p00 gO, R=) ha=0, 
让 慎 一 情形 , 腐 义 施 半 拇 询 (13) 巾 最 熏 一 个 多 需 式 有 次 之 末 拓 : 
Fmt{w) = or tl eo 
路 关 村 弦 搞 界 或 Parto) 篇 fl) , 汪 印 换 寅 蹇 秆 jo, 如，… 过关 窟 全 元 
如 一 期 十]jep， 《人 一介 一 了 全 

型 巷 巍 村 我 悄 的 旋 了 用。 

帮 氛 过 个 规 到 得 出 次 请 性 质 : 

控 星 公 守 (20) 


六 一 部 牙 名- 下 这 这 路 斯 各 灯 站 | 全 下 543 


和 在 谨 胃 上 的 3 个 棋 殿 铺 质 式 fata) 的 窒 由 相同 J]o。 硒 些 如 加 过 共 视 根 剖 是 侍 曙 根 , 那 
未 (全 者 本 茸 ，$ 2) 


Ja 一 > 
ml) 


让 有 


t= da) -ae 六 {0 pr。 
ep 


渤 们 公式 说 明 , 竺 识 路 斯 法 式 的 乱 是 前 天 可 放 用 富 项 起 jx) 碍 .Po 的 路 氛 烛 式 来 加 点 
各 显 。 用 地 项 式 Jot) 的 保 获 床 代 鞋 蹄 姑 志 武 中 灌 行 蜀 元 基 。 

闻 杂 fmt 的 根 簿 三 全 乱 罩 证 的 , 那 示 凡人 认 0 夫 tw) 的 大 大公 因 式 ,上 岂 
Mo 证 Co 家 to 的 最 太公 因 册 ， 渚 旨 下 其 ,此 个 畦 有 : 


T= fn [ew 二 dee LT ‘| en) 十 
to dat, ew) 


导 样 一 来 ,所 豚 的 灿 》 就 能 得 册 , 克 | 黑箱 居 蹄 其 起 式 的 欠缺 前 大 愉 Fwtw) 庚 jh(w) fa 
蜡 让 stop 殿 Ew) 入 由 些 直 的 二 足 革 可 趟 ， 球 时 阁 路 籽 规 划 索 消去 芋 一 租 类 型 的 特 球 
性 。 

例 

吓人 32 十 39 寺 335 十 一 263 一 站 十 上 十 TI。 

变 式 


| 8B 一] 2 —4 
站 条 
号 一 如 3 一 1 
i 一 T 3 一季 号 
| 3~-3 8 
i 
1 -1 1 n=F{l,T ,2 1,1,1,2,—1,1,1)=4, 
一 2 呈 
4 
1 一 
| 和 一 号 
PE 
号 一 工 
wi Ll 8 
i 1 


544 其 了 说 ~ 
诗 寺前 椰 一 - 行 可 内 准 研 所 汪 攻 时 加 -的 庙 于 ,于 星 洪 全 入 一 到 市 疮 迪 的 衬 训 -证 一 - 和 
让 各 在 覆 造 路 斯 去 式 球 是 很 人 三 用 0 
4. 但 是 弄 程 路 斯 旧 则 的 噬 朋 不 ， 生 对 胡可 看 的 情形 高 孝 节 诈 而 娄 天 的 可 能 伟 。 东 一 - 杯 昌 ~ 
则 和 进 币 小字 对 人 胆石 过 党 读 二 ， 证 和 要 全 虎 * 下 二 才能 论语 
如 黑 过 硕 志 .六 2 有 要 站 虚 加 上 异 趟 寻 勒 笔 句 45 玉 时 人 羽 的 二 内 个 村 化 炮 手 外 让 ~ 
加 上 思春 疏 权 了 数 计 。 . 
例 
fa =eit 2 1 
洗 这 
a 1 3 1 
fF 1 号 
1 s 1 1 1 
; 1 1 ;1 ?一 二 
上 二 一 3 一 玛 | 
2 一 中- 一 
da 一 Ee 1 
E 
ty 世 pl, 1, 6, 3 1s, yd 部 苇 8 半 仆 ， . 
FA 1 电 3 如 此 50 
坷 者 等 试 数 虽 仍 然 是 一 个 问题 。 
在 一 般 的 情形 ,党 {>) 有 人 恨 在 伐 册 上 佬 , 训 以 用 次 之 方法 来 瞄 理 : 
训 二 二: 共 Ht 
it) =m" a2 tT 
生生 来 出 多 须 不 Ri 人 2) 并 (3) 的 毛 大 公国 式 2) 那 采 了 二 Xe 人 - 


划 果 了 有 这样 的 要 5 使 得 一 : 信息 六 2 的 棋 计 CH 在 点 胡 [ 上 的 想 列 有 有 二 种 性 时 ,， 
那 索 审 六 中 一 0 堪 六 一 裤 二 0 得 汶 : A 二 0 2) 三 机 王 即 二 廿 8 的 性 。 所 办 党 
项 式 12) 浅 有 送 样 的 典 < 便 得 -z 汪 是 产 ") 的 棋 。 


芷 时 
二 所 Joy 
其 中 详 不 襄 荐 这 大 式 产科) 由 人 站 的 位 区 在 时 于 而 的 由 后 合租) 如 可 证 贞 路 斯 渡 右 
证 册 ， 麻 ia 一， 乓 让 了 入 人) 本 守卫 
在 和合 一同 子 中 


a = 二 1 了) 二-1 二 82 十 2 十 卫 


i) 2 一 个 宽 多 项 式 或 让 入 上 1 向 是 一 个 赞 多 i 式 ， 仔 移 次 要 吾 可 加 届 施 才 姑 
定理 来 定 出 。 


第 二 部 入 。 艇 二 五 一路 斯 -电灯 和 鞠 闻 昨 葬 基本 附近 的 站 题 45 


所 且 ' 夺 者 本 兽 的 第 一 个 贸 子 此 种 有 总 =0， 入 二 2, 回 听 


4 一 2o 
$5.。 略 普 诺 夫 十 理 


征 阿 . 蒙 . 酷 善 只 志 的 研究 工作 ,在 18 吕 2 年 刊 出 的 ,他 的 于 有 间 诅 浆 
“ 避 雁 盈 上 友 稳 定性 的 一 溯 贡 是 中 ,推出 过 人 栋 的 年 邓 全 ,入 本 充分 必要 的 
人 条件, 便 得 实 短 委 4 二 1axw|) 的 特 微 方 程 1% 一 44 一 0 的 侍 部 极 丰 和 贫 
妈 几 部 分 。 因 篇 任何 多 项 式 .大生 一 co 入 十 6 和 二 十 iu 和 的 都 可 
以 表 篇 特 微 行列 式 和 尹 一 4 图 的 形 路 ,所 以 略 普 谐 夫 定理 有 其 一 般 性 ， 
由 潮 衣 任 何 代数 方程 CN) 二 0 都 能 成 立 。 
识 已 对 买 短 了 4= lou 了 愉 殉 殿 锯 数 和 … 2 的 0 亲 这 次 
Vw Try HY [ee (Ki Vey, Wr), 
mm 
假设 2 是 和 被 分 方程 
的 解 ,我 们 来 求 册 夯 散 kz 2 2) 对 的 导 坟 。 此 了 时 
所 《二 十 
+ Ve, ty 一旦 (21) 
其 中 CF， 2 仍然 是 关 稚 ma 的 信 杂 音 诺 名 项 式 。 


和 大 者 [190|, $$ 20。 
昌 ”对 时 低 昔 ,例如 , 甬 


日 0 ， 站 一 4 

| itn 

1 a ，DD Snel 
1= 2 让 
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等 式 (21) 定 外 -- 枫 独 性 运算 子 二, 化 每 一 个 吧 礁 讲演 多 项 式 (zx, xz 
…, 和 篇 同一 多 败 mr 的 某 一 普 详 多 项 式 夯 (zy 2 py 人) : 
= 妥 ()。 
我 们 窟 讨论 名 二 3 的 情形 全。 在 温 一 情形 ; V(x, x) 与 画 (2,2) 
是 多 烧 ,42，…， 各 的 二 次 型 ,他 们 中 疾 有 等 式 关 爸 
Vg, 内 一 天 (dz DV, As)—W(e, 2), (22) 
所 以 四 
W=A(V =AV+VA, (28) 
师 破 六 = Tvn1i, Y= 1 ave | 是 由 二 次 型 这 (x, 加) 字 邢 (zw, ww) 的 
人 散 所 构成 的 圣 称 算 阵 。 在 ”级 敌 阵 空 间 中 , 综 性 运算 子 4 篇 已 知 知 
阵 有 4= axl? 所 完全 确定 。 
如 果 为, )a, .…， ) 是 撼 际 4 的 特 徽 数 , 那 示 运算 子 4 的 每 一 钥 
圣 徽 数 孝 可 表 篱 如 十 加 的 形状 昼 志 5 和 和 外 。 
国 此 ;如 从 年 陆 二 一 [are|， 没有 寄 符 签 炎 与 两 个 相互 上 反 号 的 特征 
数 , 那 术 之 算 子 扎 是 满 秩 的 。 在 避 一 情形 , 短 阵 到 在 (23) 中 篇 答 阵 了 
所 唯一 确定 。 
如 果 下 王 一 个 多 称 甜 际 , 那 末 等 式 433) 所 定 出 的 甜 重 矿 环 是 渴 攻 
的 。 如 果 4(PF) 是 一 合 汪 秩 还 算 子 , 那 未 逆 命 题 环 能 成 立 : 任何 六 稀 
矩阵 环 由 谎 (283) 对 应 然 一 俩 润 称 和 矩 障 下。 事实 上 ,在 过 一 情形 , 油 (29) 
的 南 季 取 理 置 算 阵 ,我 们 得 册 , 有 加 牌 阵 疡 ， 甜 陈 六 浆 适 台 等 式 (23)。 
轩 藤 解 的 唯一 性 ,得 出 太一 严 -。 
演 柑 一 来 ,如 果 短 陆 4= ja ? 没有 堆 特 向 数 与 两 伽 互相 反 吕 的 
特 御 烧 , 于 末 每 一 个 二 详 型 下 2 当 购 说 愉 一 拉 具 研 对 应 殿 一 侦 二 次 
型 F(z 0 ;他 办 V(x 力 之 有 J 有 党 式 (29 的 病人 怪 。 


加 阿 . 某 . 哈 普 论 去 奴 立 了 钴 的 眼 贡 仔 风 正堂 归 元 的 定理 {学 者 下 面 的 定理 3), 
各 国 坊 Fiw, 四 二 Ty 
全 ” 溉 老 节 二 四 章 , $4 的 人 第 四 个 足 福 。 


幕 二 部 牙 。 委 十 五帝 说 类 - 斩 灶 此 用 骨 及 共 相 附近 的 呆 钨 S47 


更 在 我 们 来 发 述 赔 苦 弄 夫 定 印 。 

定理 3 ( 略 普 诸 兴 ).、 如 果实 短 阵 4 二 |oml? 的 全 部 特 签 改 都 人 
负 实 数 部 分 ， 于 末 任 何 慨 急 二 次 型 Wi, 都 对 麻 失 做 了 二 次 型 玉 (%,2)， 
且 由 樵 万 程 


es 
以 等 式 
EV(e, =We, s) (25) 


于 FCzy %) 相 灶 合 。 反 之 ; 如果 儿 从 共 一 恒久 齐 下 他， 他 都 有 一 个 屋 
下 型 信 (z, wy 存在 ,由 页 方 租 ( 人 所 贡 等 式 (人 25 村 下 二 机 结合 , 那 林 
生硬 4 os 的 所 有 竺 微 台 各 有 其实 数 澡 分 。 
稚 明 1 让 短 陈 4 的 答 部 特征 由 吉 有 有 仙 实 数 部 分 。 漠 术 半 蕉 方程 
组 (24) 的 任 一 解 z=oz。 者 有: lim z=0@。 识 二 次 型 玉 (zw, x) 导 
本 人, 40) 两 有 公式 (34) 相 咎 全 而 且 刺 人 有 2) <0 (wz0) 生 。 
我 们 假 订 , 圣 拱 革 一 个 如 关 0 海 
六 一 三 (Czoy 0) 0 。 


但 是 时 亚 Go, 风 = 克 人 的 <0Gc=esao。 所 应 比 这 0 降 , 值 玉 (e， 
是 名 的 而 且 在 证 co 隆 下 距 ,这 有 承 粤 等 下 lim FF Cw, 2) = liin Fw, 他 
一 0 相 才 盾 。 因 此 ,在 %¥0 上 时 及 他， 2) 沁 0 于 好 矿 (2 2 是 -个 怪 
正二 次 型 。 

2， 相反 的 ,说 在 等 式 (25) 中 

Her, sO Vig, P00 (A 人 OO, 
由 (25) 得 出 : 
各 ” 沧 考 部 五 席 ，8 6 


加 漠 玉 (z, 而 是 企 窜 糖 的、 和 六 习 , 短 惧 件 [ 剖 ) 所 瞧 一 夷 认 , 左 禹 在 所 闻 的 情形 ， 
拭 障 所 没有 害 等 微 数 姓 两 沂 互 而 及 句 的 竺 泌 拓 。 
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Vs 2) =V (os so) + | WC, od Cr 一 et， (2) 
我 们 来 征明 ,对 和 黄 什 意 to 关 0, 则 z=etixo 光武 革 些 足 移 大 的 值 和 0 将 
尾 注 接近 上 舱 圭 。 假 使 贿 形 是 相 芭 的 。 那 末 有 渤 样 的 数 "0 有 有 在 ,使 得 

Vr, v0 (人 一 640 toF0, t>0, 
但 是 [35 有 


VE PV {wo Ho) — vt 
因 重 对 圾 某 一 足 莉 大 的 值 上 有 了 (2 <0, 性 同 我 个 的 人 条件 改 生 耶 
届 。 

欠 所 葵 角 的 苦果 知道 对 拱 某 些 足 金 大 的 值 纪 值 太 (co(z 一 eatzo 
wo) 禾 任 党 接近 其 敌 。 但 六, x) 音 过 0 时 是 章鱼 下 降 的 , 因 需 
全 = 2 二 0 所 以 有 : Him Vg, x) =0, 

因 下 淮 知 滋 民 征 何 %% 半 0 都 有 i co 0， 亦 凶 Hm ott=0。 
道 窗 有 阁 短 障 4 的 全 部 特 徽 对 有 负 宣 数 部 分 障 半 能 成 并 (要 考 第 玉音 ， 
§ 6)。 

定理 已 殊 完 对 证 明 。 

在 略 普 玄 天 定理 中 可 以 取 和 任何 恒 旬 型 作乱 型 VCr, 2)， 百草 的 可 
以 取 型 一 局 守 。 在 过 - -情形 我 们 的 定理 容许 次 之 短 阵 脱 法 : 

定理 8， 沪 了 使 得 实 短 阵 4 一 | ae 的 全 部 特 微 财 部 有 负 寅 数 部 


TT ee ee re er rer 


分 , 谋 分 必要 的 :是 短 陈 方程 
AV4VA=— (26) 


在 一 个人 解 上 ;他 是 茶 一 个 恒 正 二 次 型 六 (zx, 纪 过 0 的 俊明 矩 障 。 
从 所 证 明 的 定理 , 推 得 滴 认 用 其 和 性 近似 式 来 定 出 非 各 性 组 的 答 
定 : et 0, 
股 要 志明 赤 燥 性 微分 方程 粗 1) 本章， bE 的 堆 解 的 渐 近 稳定 


中 兰考 [19]， § 26; aa 113 真 及 浴 借 和 后; [20], 866 页 及 其 以 被 。 
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上 如 果 声 程 右 季 亲 性 项 的 俊 数 gx; 二 4 ，2,…,n) 所 枯 成 的 矩 隧 
一 ea 刻 省 百色 实 败 部 分 的 特 签 数 。 闭 末 用 算 际 厂 程 (26) 定 出 导 
人 六 《2,2 诉 假 定 上 岳 时 营 作 完 双 任意 的 ,其 中 必 二 (wi oz) 是 
所 也 方程 给 届 的 解 ; 我 们 就 有 : 
全 Fs, TE) = 一 六 二 + RIT Nn) 4 
其 中 请 (zy wa 时 含有 加 ;ay wn 的 三 次 与 更 高 次 项 的 闻 数 。 
区 在 是 0,， 0, -…, 00) 人 必 科 0, 辣 半 有 : 


(x, L220, 分 Vr, 2) 0, 
根据 路 普 页 夫 广 闵 稳 定性 利害 日，, 汪 就 膏 明 徽 分 方程 粗 的 零 解 的 
新 近 稳 定性 。 
如 果 和 从 和 拭 生 方程 436) 把 年 际 六 的 元 素 克 垂 际 4 的 元 素 球 表 出 且 
畸 得 出 的 裘 示 式 代 及 在 等 式 


VI1 DI: 


11 > 0 


LR 


Wd De . 

中 ,末末 我 个 竹 出 了 , 使 生 阵 4 一 ex 时 的 将 微 数 都 存 负 宝 数 部 分 上 时， 
生生 二 的 元 素 所 订 莹 下 人 台 的 不 等 式 。 但 是 过 些 不 等 式 的 非常 简章 的 形 
状 可 凡生 路 斯 -年检 攻 利 定 来 得 出 ,站 将 在 驳 节 中 就 及。 

诗 ” 酷 普 计 活 定 理 呈 或 3 可 以 看 接 推 广 到 任意 揽 千 陈 4= |cu 相 
的 情形 。 在 此 有 时 要 的 二 次 型 (zx, ;办 他 {2 2%) 佑 发 密 巡 型 

Vw, Tr} 二 Ti HEE, wt) = 之 ITUa 
洲 麻 的 得 陋 方 程 '25) 融 换 坊 方程 
人 AFFA=—E (A*=A"N), 


$6。 路 斯 - 霍 奴 荧 定 理 


和 委 考 "19],§ 1f; [33]。 19 .21 丙 红 31 一 388 再 ; [20], 32 34 页 
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在 上 节 中 已 构 钱 让 了 路 斯 的 才 常 简章 的 谎话, 环 定 出 实 多 项 区 在 
在 御 平面 中 根 的 仙 数 ,上 比 时 甸 项 式 的 祭 烧 大 已 知 的 共通 的 台 。 如 果 
多 项 式 的 保 其 欠 夺 其 有 天. 要 定 出 测 有 擒 礁 粗 的 人 和 及 值 可 以 使 得 烤 有 
泻 个 值 或 那个 位 ,特别 是 有 值 0 (种 定性 畦 图 1) 9 , 泪 末 需要 烃 由 已 子 
多 项 式 的 导数 所 袁 出 的 值 wy， ou, … 的 内 体 走 示 式 。 解 决 过 人 问题 合 ， 
我 们 就 得 到 十 出 炽 二 的 廊 法 ,特别 时, 篇 堆 闪 茶 [129] 所 建 并 的 语种 竹 
定性 判定 。 

仍 龙 讨论 多 项 式 

站 2 一 G022 bo ite ?ha (Cao 0), 
称 次 之 家 方 阵 售 土 维 奖 短 隆 


bo 0 Ba … byt | 

dn oO da On 

| a 1 上 时。 =0 

全 Do D1 mr Do I Bi 可 位 大 一 , 

| nt 1 [no—1 » 3 
0 0 bo ei bs ， [| 站 [3 | 时 b=—0 


攀 换 藻 捆 垂 阵 ,从 第 二 ,第 四 ，… 行 对 麻 的 诚 走 第 一 ,第 三 ,… 行 遇 
玉 的 乘客 昌 。 我 他 得 出 托 阵 
下 br bo:: en | 
D eo 6 rr 


see 
@” 就 中 对 办 新 的 机 袜 的 或 电力 的 全 趟 条 入 的 就 夺 所 若 严 的 。 
加 首先 讨 给 正则 情形 ,此 时 0 了 0 co 季 0, 0 二 0。.… 
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惠氏 For Cl '" 就 是 路 斯 入 式 的 第 三 行 再 定 上 一 些 霖 cx=O 如 其 


b> | 状 ] 一 1)。 
四 ,，… 行 导 好 的 梁 积 ,得 出 : 


和 


ty 五 bs “ 


R=|lo 0 而 …|， 《28) 


人 


称 乱 路 斯 知 阵 。 他 可 以 和 从 路 斯 表 式 过 榜 的 求 得 出 [ 治 考 和 本 1: (1) 现 去 
第 一 行 ,2 拒 诺 行 向 右 移动 使 得 他 全 的 第 一 个 元 素 都 在 二 对 角 乏 上 上 ， 
《8 定 上 和 堵 元 索 估 其 成 篇 一 个 ?2 级 方 咕 。 

定 闵 2. 两 个 矩阵 4=1axl? 与 B=]5wl? 稀 篇 特价 的 ,充分 必 
要 的 ,是 架 藤 任何 2 关 2, 在 进 些 敌 承 的 前 罗 个 烈 中 ,相关 内 的 六 胡子 式 
彼此 相等 : 


A … 和 但 92 
A La : ;)- -2( 全 ou 3 ) =1 2, ). 
因 航 从 短 陆 的 仁 何 -- 生 泪 到 其 前 而 任何 -行人 兵 仔 何 迷 的 不 稿 ,在 
前 放 物 各 中 的 季子 式 (P=1, 2, 位 昔 搬 疏 锋 ， 故 田 和 定 蒜 2， 


上 5 上 5 虐 陈 | 


过 站 类 和 | 囊 刺 路 斯 知 陈 , 鼠 与 至 1 借 的 : 


1 .Dy ii, ,1 

a = 人 ( i) p92, in ): (29) 

短 陈 二 和 与 如 的 等 符 性 容许 把 短 陋 五 的 全 部 元 索 ; 亦 邵 路 斯 雪 式 

的 元 素 , 经 堆 准 蒋 算 阵 的 子 式 求 南 出 ,内 而 可 以 缀 所 子 和 多 项 式 的 怪 明 来 
表 出 。 事 蜂 上 ,在 (29) 中 并 次 答 予 廊 议 值 工 2 3 我 们 得 出 : 


na) A 
H(I 2)=be0,  H(I g)=b0, H(l 4) bo 
H(T 2 3)= bocodo, H(1 2 4)= 5 eu ， n(1 2 3)= Bocoldas ee., 
(30) 
诸如 此 类 。 


故 可 求 得 当 崔 路 斯 表 式 中 谢 元 来 的 次 雍 表 示 式 ; 


2 
23) a GD) 
xz ”了 
a(133), A323) a(d: 


(81) 
3 
一 13 和 9 ;= Ta 
H{1 2 H(12) A(F 2) 
短 阵 瑟 中 顺序 的 主子 式 贡 儿 乱 竹 蕉 蒋 行 刻 式 。 役 个 也 之 移 : 


= 如 12，4= (1 2 一 2 |， 和 
| 


sy HD 
四 4.= H(i 3..." )= 0 bo + Dao c 


生生 


(32) 
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赴 了 ， 诺 接 公 式 (30)， 
了 一 Pi dsb, db C33) 
季 4 关 D，…， 少 关 0 到 道 灶 bo co … 中 前 力 汐 数 玉 篇 堆 , 玉 之 本 名 ; 
在 过 - -情形 定 出 了 路 斯 央 式 中 从 第 三 行 并 若 的 相 隆 的 了 个 行 , 而 县 几 
并 他 们 有 公式 (31)。 
砖 8。 正 出 情形 (所 有 Bo, co，… 都 有 意 闵 目 不 等 於 雾 ) 入 次 端 不 
等 式 所 确定 


四 坟 0D， 关 人， ， 4 天 0 
芷 38、 用 公式 (31) 做 路 斯 卖 式 中 元 未 的 定义 引用 路 斯 该 没 来 得 出 
的 定 闵 更 加 普通 。 例 如 ,如 果 瑟 一 吾 { 1 ) = 0, 部 末 路 斯 沪 眉 , 除开 由 
所 十 多 项 式 的 保 数 所 权 成 的 前 十 行 外 ,不 施 答 疗 秆 何 束 贡 。 但 是 ,如 果 
小 一 0 而 其 除 的 行列 式 46，44，… 不 等 肉 迁 ,我 们 利用 公式 (31), 跳 沁 
6 的 革 一 行 ,可 以 定 出 路 斯 类 式 中 以 后 所 有 的 行 。 
模 拉 公式 (33)， 
Bo 一 个， oo 一 年， = 全 ，…， 
多 有 
Veo Bos oo 4 Pe) = 
= (go, 41， da 十 天 代 ， Jj， 4, 人 
因此 ,路 斯 定理 可 以 述 乱 ; 
定理 4 (路 斯 -内 继 凑 )， 实 多 项 式 1 二 ceo 二 的 位 於 有 全 再 
了 i 的 根 的 倍数 吞 私 式 


p=V (eo, 二 钉 ， 人 机 产 -) (84) 
或 (篇 同 样 的 公式 ) 


避 ”如 果 多 项 式 42) 的 保 数 部 基 已 知 束 信 , 那 未 公式 (33) 粹 出 畦 装 共 行 禹 式 的 最 简 虱 
的 误 营 方法 ,就 是 并 各 浴 上 成 路 斯 当世 的 导 伍 。 


391 1 辽 请 


=} Cn it， J.,， FP, da, 4 生生 …) 24) 


所 雇 定 。 
韩 ” 启 旭 的 路 斯 - 堆 雁 欧 定 理 荐 假定 亡 计 论 的 乱 正 划 情 形 
了 0D，， 二 二 0 
在 欢 季 中 苞 介 汶 指出 如 何 亲 用 滥 眉 定理 页 有 基 些 震 杂 欧 行 刻 式 4 
靠 赤 震 的 特殊 情形。 
现在 我 们 来 讨 坎 泛 栋 的 情形 ,和光 项 式 (2) 的 到 部 根部 在 左 华 玫 面 
中 (Rez<0)。 在 过 -情形 ,根据 路 斯 刊 定 ) 所 有 的 coy po my 如 … 应 
疝 都 不 等 秀 等 而 册 是 辣 忠 的。 办 篇 语 居 一 种 正 出 情形 ,所 以 党 4=0 时 
可 得 (34) 得 出 。 
， 尝 条 -这 和 人 二 “了 信和 和 和 二 ae 二 oO 的 
2 本 人 人 乱 奇 数 ) ? 
4 一 0Gn 乱 偶 堵 ) 。 
广 ”如 果 >0, 那 术 二 些 休 件 可 以 宜 篇 ; 
di>0, ds>0, Ai>0, (38) 
如 果 取 不 以 湖 樵 多项式 的 保 数 记 法 ,2) 一 uz* 二 qz 二 十 Raz 十 
十 … 十 ar-xzz 十 cn， 那 未 菏 wo>0 时 路 斯 - 堆 杂 区 人 条 件 可 以 六 篇 交 之 行列 
式 不 等 式 : 


od1 >0， pl co dD, J 于 D， a [35) 


Gd Gy 25… 0 
| Hl Ry 人 | Ci Ho 0 
er® Cs | 
、 Hl] 旭 0 
a>0, Od dr dr 0), | 四 >0. (C36 
[do CB | 日 HD tao 0 
0 El 己 3 | i 
和 


傈 数 适 合 休 御 (35) 的 冠 多 项 式 f(z) =aoz" 十 …， 亦 即 全部 祖 都 有 
和 旬 宽 碌 部 分 的 家 多 项 式 ,于 党 稳 往 如 条 区 和 多项式 。 


re 


慧 德 我 何 注意 路 拓 未 式 的 一 估 题 昔 的 性 质 。 
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一 A i 
入 加 万 ，… 中 9o, 1，… 乱 赤 式 中 荡 w 十 与 第 由 二 2 行 (= 地 一 t= 于 二)。 


因 硕 过 遍 行 费 藉 届 熏 诈 行列 立 的 后 克 -和 企 踏 业 雪 式 , 所 及 (在 中 和 睹 的 才 忒 由) 芒 十 ?十 1 行 


的 无 束 ， 1 计生 冰 让 1 | 行 颖 闻 i -3 行 移 壳 圳 fo, Fis . ' 珊 to Hs - 来 下 内 -一 所 用 


的 公式 宙 用 新 琴行 的 郊 玉 ms ab … 其 名， 各,"… 素来 出 第 和.6 汪 的 公式 相同 ， 亦 


我 必 就 有 
H(t 二。 pe) (rr 1 od) (37) 
nm!) (i 


埠 容 此 行 询 式 min 入 识 康 刚 aor on 中 藤 十 体 数 的 驼 种 : 
dnrp = Doc0" "Todo 
己 臣 
dm= Doro fn, = 
后 昼 得 出演 之 重要 关 任 
dnrp 一 ddp 息 。 (38) 
公式 (38) 党 能 成 辫 , 详 要 定 出 数 /0 二 … 与 go, 如; …， 亦 即 谤 合 飞 件 dl 二 0， 


m0 - 
公 去 昌明 有 音叉 的 ,如 昔 在 体 件 dm- 天 0，4m 关 0 之 镍 再 畏 充 一 个 多 件 dp 1 地 0。 


从 运 简 信件 可 以 得 出 ,位 评 理 式 ( 季 ) 布 疗 的 牙 般 的 年 峡 孙 等 起 穷 : 1 证 0 
sy 奥 天 陀 公式 

在 讨 只 和 容 姓 攻 和 行列 式 中 尖 些 篇 零 的 情形 上 叶 ,我 们 吉 让 次 之 奥 郎 陀 

公式 [137] ,经 和 多 项 起 了 (2) 的 首 项 颂 数 0 与 根 2 如 ;2z 床 表 出 行 

型 式 本 1 入 = 


四 ”此 jz 是 们 走红 降下 在 上 角 的 六 级 子 式 。 
息 ” 此 点 多 项 式 f(z) 的 保 数 可 能 是 任意 的 确 数 。 
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1 


'ri -I 1 > 
A eT 39) 
是 忒 站 


营 n=9 蛙 演 个 到 式 化 篇 二 次 方程 do? 十 Dr 十 二 0 中 洁 冷 保 数 友 
的 纪 知 颁 式 : 
Ai=Do=— a1+t20), 
现在 假 坊 多 於 史 光 多 柜 蕊 了 2) 二 ox 十 b 和 2" 十 -… 公式 (39) 蚌 中 
秦 的 , 我们 素 芒 明 他 涯 巩 坎 之 m 十 1 次 多 项 式 亦 能 成 立 : 
FO TA = a0rt 二 (ho + ho) 
+ tat hh)er T+ (R= 2,1)o 
坊 了 过 一 日 的 我 习 建 并 nn 十 4 级 辅助 行 现 这 
bo bbs hr 


1 ne 


全 名 _ 
0 By no D2 管 忆 > [3| 时 sz 一 0， 


nt i 路 下 >> [号 | 时 56%=0 


和 


莱 司 的 第 一 行 丹 而 熏 半 他 加 二 第 二 行 盘 一 的 琵 积 ;第 三 行 
和 与 ax 的 梁 积 ,第 四 行 奥 一 到 的 葬 稿 , 诗 如 下 类 。 屠 未 第 一 行 的 元 素 , 陈 
最 徐 一 个 让, 痢 炎 篇 零 , 而 最 后 的 元 染 等 礁 f(D) 。 故 易 得 出 : 

D=C— DA f(D, 

六 一 盼 叮 ,( 际 最 和 后 一 本 外 ) 加 到 行列 式 卫 的 全 一 行 以 其 下 面 的 一 
行 呈 的 皮 生 ,我 们 得 田 凶 项 式 GQ) 的 nr 般 置 友 共 行列 式 发 办 (一 1)* 
的 于 千 : 

名 十 Rao 二 ha 


和 


和 
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小 一 A rh = Go di [i Ch 2 


拘 dn 以 其 表示 式 (39) i 联 六 一 一 = ,了 全 得 出 : 
MD) dT G+) 
进 样 -一 闲 ,我 介 用 数 纪 锯 秽 尘 建站 了 奥 朗 陀 仅 式 流 蕉 任 写 次 名 项 
陈 的 正 礁 性 。 
锻 奥 其 陀 公 式 和 省 4 一 0 的 兆 分 必 杜 伐 件 其 多 项 上 /C2 有 上 人 
因 篇 一 Cd，1， 其 中 ce 篇 多 质 式 Te) 的 常数 项 ke 一 《一 二 ”Gozd2s 
“0 所 以 和 从 589) 得 出 * 
小 一 (一 并 ag zg, nl (C2; 2) o C40) 


计 个 公式 证 明了 ，4, 杰 丛 雳 的 充分 必 联 条 件 是 ，/(z) 有著 柑 的 根 
之 存在 ,使 得 一 z 亦 壤 他 的 -个 根 。 


$8. 路 斯 -和 枯 维 欧 定 理 中 特殊 情形 


在 讨 六 霍 欠 鞭 行 询 式 由 有 有 些 坊 备 的 特 珠 情形 时 ,我 们 可 恰 慨 融 起 才 ( 周 和 而 dn_: 才 站。 

事 宇 上 ,如 果 二 0 那 示 在 上 人 名 末尾 已 入 并 了 明 , 将要 项 式 fl3) 有 送 样 的 似 #' 存在 估 
得 一 ? 亦 吉 82 的 一 个 概 。 却 并 识 了 (62 二 刀 () 十 Fat8) ,其 中 

FI) = Fal) eT 

那 玉 由 竺 式 六 3 二 人 一 的 二 0 可 以 推 得, 六 (8) 二 Fo(#) 一。 训 2 圳 针 项 式 三 12) 洪 
Fat3) 的 最 大 公 因 式 4t#) 的 根 。 合 (20 二 2 (9) ,上 我 们 把 f(s) 的 路 斯 - 震 料 医 辕 是 化 
篇 率 项 起 户 (8) 的 路 斯 - 径 准 其 问题 ,此 时 晤 迄 一 个 置 锥 共 行 列 沁 村 等 识 呼 。 

1. 首 兆 时 论 过 样 的 情形 ; 


可 一 … 一 中 一 0 dp 人 (41) 
0 
御 由 = 得 出 : bo=0; 从 4 ， 2 二 一 4 下 一 0 扒 知 : 机 =。 此 陆 自 动 的 有 
品 


从” 特别 的 ,证 fs) 圣洁 有 一 痪 共 帕 和 进 袖 吉 有 本 贰 者 很 时，d,-1 二 2。 


i 拭 呼 答 
10 & pol 
4 一 | b=0 
| 0 0 bl 
答 
| 0 0 4 机 
A i2 tla 


i= 


得 出: 二 0, 了 而 此 时 -Js 二 一 到 再 一 0 做 此 尖 [ 指 。 
.也 的 时 欧 汪 明了 ,在 ( 所 )》 中 党 入 - 个 奇数 : 2 一 人 一 1。 此 时 加 二 机 = 如 =…= 
三 B41 二 0 2 站 0 而 且 枪 


MELD 1 
p+ 二 习 an 二 人 -1) 2 Aan， rg= onl= {1 abit l= Lpribse (42) 


我 悄 把 保 吉 加, 刀 ，… ,Bs 稍 徊 综 动 , 使得 对 大 磋 动 究 的 新 值 说 ， 太 ，… 了 ;所 有 
需 推 甘 行 列 式 弄 ， 竺 ，…， 示 捧 不 等 鼓 雳 而且 使 竺 此 对 行 列 式 4 …， 瞄 保持 他 全 
先前 的 罕 啦 。 我 和 可 电表 20， 下 了 :1 籍 丰 大同 “微小 ”等 级 的 “让 ”证 , 央 是 我 休假 
设 , 每 一 个 她 ;的 相对 值 " 宫 答 的 ”小 并 好 二 1 3， …， 大 丰 =a)。 近 就 得 明 在 训 折 央 共 
芒 的 代数 糯 式 的 罕 避 暑 , 焉 那些 巧合 足 吉 = 的 请 天 所 巩 相 下 款 , 我们 可 这 略 去 有 六 类 
< 了 的 下 出 现 的 市 项 此 熏 我 们 容易 求 站 霸 ， 池 ,于 人 二 92 一世 的 " 定 加 "项 国 : 

主 二 本 ， 持 二 一 go 卫 十 一， 开 二 一 000 闻 二， 谎 二 一 o 扩 十 …， 


= 一人 和 二 


Tl 


A 


钳 如 此 类 ;一 - 般 的 有 
Fi _ 
Dab 1 1)， | 
{43) 
了 上 
da Dap 0, 1, ,ADD。 
我 们 慎 弄 呈 ， 玉 下 的 符号 沉 次 式 所 能 定 : 
tetrl? - r 
sign (Do sgn 二 | (4) 


六 抢 多 于 式 低 虹 的 答 小 杰 副 ,元 二 蓝 矢 收购 , 油 避 尝 项 式 ftz) 浸 有 根 在 各 四 上。 破 和 从 
仁和 出 发 ,我 癸 由 公式 


pf 
t= ( wm， < A s 3 a 4 竺 过 + 由 本 了 了 CF) 


站 上 。 
四 征 (42) 知道 , 党 上 篇 有 有 教 时 ,sign dos (-1) 2 gign qo， 而 党 需 优 数 时 ， 


aign dri ={—1), 
移 主要 疝 是 类 合 於 前 面 蒜 放 1， da i 4 的 于 的 计算 。 
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省 出 从 庚 右 中 全 了 量 的 根 的 个 吉 、 根 据 公 式 121 洪 (44) , 朋 审 等 计算 可 卉 辟 髓 ， 


『 np 二 2 一 1， 
, 
7 ek a dra 
F (ao， 了 J Eft 并 = 十 可 日 :名 也 {m， 全 o 【45) 


我 俏 注 玄 , 亿 让 答 本科 站 站 将 的 让 让 乔 拐 搞 数 的 方法 抽 关 玫 对 在 总 微小 的 各 动 保 卸 相同 
的 什 。 志 订 稚 会 愉 (1 后) 得 下 ,四 需 台 夫 作 整 的 微小 帮 动 ,过 的 信 蔓 扰 蚊 税 。 


2， 弄 在 融和 营 3~ 必 了 旦 
由 ts 一 Jp=D， {47 


而 其 多 盏 外 蒋 行列 二 部 竹 和 车 蕉 罕 。 
以 而 而 ,种 bo, 肛 ，… 部 路 斯 者 式 申 第 ;十 1 行 组 第 s-H3 行 的 元 染 (= 


3 
工 


帮 一 


3 一 等!)。 具 钙 ， Zo，…， ja-s 部 其 对 蜂 的 害 共 共 行 列 忒 。 由 公式 (88) (本 章 全 
ds 1= ds "ny jp 一 由 dsrn-1= Asdiprls Ee (48) 


故 丰 第 一 自若 : 了 乱 奇 敷 , 亦 朗 了 7 二 37 一 1 和 。 

儿 副 2) 的 保 加 , 便 得 所 有 的 鹤 准 其 行 询 式 部 不 等 冷 宕 ,而 有 使 得 那些 诗 禾 动 前 不 沉 
鹤 的 行列 式 丢 恬 融 后 保持 其 符 员 水 多， 著 未 逢 信 引 出 发 ,项 行列 不 4 雄 用 公开 (46), 我 仙 得 
后 : 


Fy (在 re ) 一 
do’ di! ” 2 
p 二 2 一 1， 
= te | csign (这 人 ， (49) 
委 ds 中 sp 


; -本 pe yn 二 二 
r= 出 ,2 DT | ,en 
(ee 于 了 (5 : ds ’ ’ 于 + (i ’ " A " 


位 蕉 (49) 让 和 节 的 值 仿 然 虐 树 惑 方法 币 融 。 

3， 现 在 假 贡 ,在 疏 粮 区 行 罚 式 虽 有 2 搓 等 行 询 式 至 。 我 人 来 往 旦 , 畦 坝 每 一 个 渤 幸 的 坚 
(47) ,位 部 公式 ( 折 ) 杰 季 的 秆 典 樟 动 记 法 乱 关 而 了 是 篇 过 一 个 公式 所 能 定 的 因 , 常 :二 1 了 时， 
我 们 已 各 王 明了 坦 个 论断 。 我 体 候 区 对 其 /二 1 个 入 拒 们 的 论 半 电 竹 雁 的 , 而 来 温 胃 他 晶 贡 
y 个 军 亦 是 如 佑 的 。 设 (47) 是 > 仙 舍 四 的 第 二 个 ; 有 如 第 二 段 让 所 做 通 钧 一 浴 定 内行 询 式 
jj，32，…; 那 未 在 典 融 惩 有 : 


四 ”对 瞳 蕉 水 荫 的 第 -个 足 圭 , 党 gp= 最 -1 而 凡 坊 站 数 时 ，signdpw= rnD 综 
8j 它 己 -3 si 修理 51 袜 :1 dr 1 二 —1; SIFn dio 
四 稚 (4) 与 不 等 式 4 也 0，despni0, 册 舱 (48) 谨 (42) 弛 得: 4 ie0 dro 1420。 
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因 需 玫 过 个 等 式 的 有 他 者 行列 式 价 ,所 让 我 们 的 诊断 昔 愉 等 式 的 右 凶 是 成 立 的 ， 
因而 长 从 等 式 的 左 荫 亦 是 员 鸣 的 。 换 句 县 强 , 公式 (49) 革 闫 第 一 便 ，…, 得 ， 个 秘 锥 区 雳 行 
列 式 罕 是 人 的， 人 放出 
or 
知道 什 六 (性 5， 第 王 ，…， 人 -7 汪 】 多 多 款 方法 佐 因 ,用 对 第 一 俩 办 行 用 式 和 亦 是 
“一 守 省 十 1 sr 1 

区 此 听 忆 痢 增 滞 一 -个 草 公 趟 :把 下 能 成 立 。 

带 友 一 来 ,我 们 识 明 了 次 之 秆 三: 

定理 5， 如 昂 某 华 需 稚 交行 州 式 每 艇 零 , 但 .4 二 人 % 那 末 宙 多 天 或 f(z) 夺 丰 人 不 型 申 机 
的 倘 娄 党 交 式 扩 宕 由 


:= 33 .…… ，_ 朵 
AP dq 而， 可 :> 可 


并 于 算 太 的 多 时 ,对 妈 她 一 个 分 个 相 失 多 名 过 的 行 列 式 4 党 各 奇数 |) 


{dd = darn 0 (dstp 1F0) 
我 个 芭 : 
A dl ,dp 工 一 《2 
(二 全， 由， * = = 2 人 
其 中 


轩 二 2 一 1，E 二 sign (二 0 
2—l1 3 hn 


§9.， 二 次 型 法 .多 项 式 的 不 同 实 根 个 数 的 定 出 


路 斯 座 用 施 斗 姆 定理 求 计算 特 洪 类 型 的 英 有 理 分 式 的 何许 指 补 ， 
得 出 了 人 的 该 成 [ 震 孝 本 童 ，$ 3 的 公式 (10)1。 至 淮 过 个 分 式 的 分 子 
熏 分 里 是 这 样 的 者 项 式 , 一 个 民 含 有 色散 > 的 侦 数 次 因而 另 一 个 吉 含 
有 z 的 奇数 次 突 。 

在 本 节 及 以 熏 诸 全 中 ,我 个 沪 及 用 认 路 斯 - 稳 杂 菊 间 题 上 的 过 深 入 
黑 软 请 晰 的 安 窗 过 的 二 次 型 法 。 藉 助 苓 误 一 方法 , 尖 座 任何 有 理 分 式 
的 指标 ,我 们 得 出 了 经 其 分 子 奥 分 世 的 保 数 所 胡 出 的 表示 式 。 二 次 型 
庄 绎 性 赚 用 纪 劳 别 温 菇 关 状 甘 凯 速 关 理 葵 (第 十 章 ， 8 10) 的 较 租 级 的 


入 党 5 二 1 时 要 的 和 努 数 吉 4 而 座 = 让 时 摘 雪 mm。 


答 定 恬 间 题 的 一 些 卓 趣 的 定理 之 疝 建 并 了 密切 的 关 傈 。 

我 们 首先 在 定 册 款 承 式 不 疝 赏 根 数 的 过 简单 的 问题 上 欠 诗 考 引 虽 
二 次 型 证 。 

在 解决 避 个 问题 时 我 们 可 以 翘 限 蕉 讨论 7(2) 迁 实 多 项 式 的 情形 。 
事 定 上 , 识 邓 被 多 从 式 F022) = 二 40 Ti 他) [wl2) 让 0202) 是 实 多 项 式 ]。 
多 项 式 了 (8) 的 每 一 个 赛 极 同 时 使 wz) 导 4(2) 多 篇 办 。 所 以 性 多 项 
式 六 2) 与 多 项 式 ww2) ,2(2) 的 最 大 到 因 式 (小 多 项 式 ) 4(z) 有 相同 的 
实 复 。 

因此 , 训 (2) 篇 一 和 个 实 多 项 式 ,他 肖 不 同 的 实 概 mm ao pas 其 
重 娄 各 篇 my ma mg: 

一 0 人 一 GD 人 一 区 和 
"ao 和 0; 在 了 训 肝 aas (i 二], 2 9)]。 
在 讨 认 中 引进 午 下 和 
a 0 


用 沙 些 和 求 建立 计时 建 尖 型 
六 六 各， 和) 一 人 天 
其 中 篇 任何 关 ? 的 整数 。 
那 未 就 有 沪 之 


定理 6， 多 项 区 了 (2) 所 有 不 同 的 横 的 个 等 共 型 Sa 的 铁 ， 
民明 ”从 型 S.Cz, 人 的 定 闵 站 接 扒 得 他 的 次 之 家 示 式 : 
Se, D) = Boot a t deat tai, Da C61) 


此 友和 多 项 式 2) 的 每 一 个 很 a 泥 兢 栗 一 个 好 性 型 2)=z0+ayzi 十 
二 -二 的 手 方 (i 二 1， 2， "sy fo 型 Z11 2 | Zo 称 手 笑 


$52 直 隧 本 


的 个 数 : 亦 序 8。 因 此 (给 少 第 十 章 ，8 2) 型 B.C2, 如 的 秩 等 谣 9。 
在 表示 式 (51) 中 每 一 个 里 要 5 济 麻 让 -~ 个 正 乎 态 。 每 一 旬 头 罩 
独 租 @, a 尘 内 肯 击 樟 宅 共 居 型 
Zi= PitiQ, Zi= Pi—itdy; 
在 ( 虹 I) 中 装订 项 的 和 入 出 -一 侧 下 的 典 一 个 总 的 玫 方 : 
NI LE = Pt nd, 
因此 容易 丘 出 全 ,型 St 2) 的 符号 盖 , 亦 良 正平 古 数 守 色 可 万 数 的 
全, 等 租 不 同 圈 根 3 的 个 数 。 
定 直 已 沟 证 明 。 
应 用 第 十 音 中 会 8) 所 建立 的 从 定 汪 次 型 符 发 痉 的 规则 ,我 们 从 所 
媳 虹 的 定理 得 出 
准 痊 。 党 多项式 /C2) 的 不同 实 根 的 圈 数 等 基数 
8 于 


B81 Bo *""* 8 加 
，… | ， 【31 


Bn 81 
1， 80 


21 $2 
BiBn """ Bon_a 


的 同 屠 数 超 通 释 或 数 的 个 喜 , 共 中 mh 二 0 2，…) 篇 多 项 式 fG) 的 
外 最 和 :而 台 乱 任何 多 项 式 520 不 同 的 要 的 个 数 Y [特别 的 ,可 以 到 
多 项 式 2 的 基数 作乱 nl] 。 

所 族 的 对 让 定 出 不 同 宝根 个 数 的 规 蛋 起 能 让 接 麻 用 坟 划 和 样 的 情 
形 , 即 在 数列 从 纺 中 所 有 的 数 都 不 等 放 汐 。 但 天 ,此 不 所 告 论 的 是 匡 骨 
巡 夫 二 次 型 的 符号 的 计算 ,所 以 横 所 第 十 意 ,§ 10 的 知 果 ,这 个 规 肥 轰 
适当 的 更 精确 欧 规 定 熏 可 以 庄 用 共 一 般 的 情形 更 洋 纲 的 可 地 者 本 意 
的 § 11)。 


加 天 二 次 凶 Sa 0 得 4 个 宾 粮 手 型 Z ! 对 部 实 吉 访 '， 了 措施! 痢 识 袖 炽 的 
直方 的 (代数 ) 和 。 演 些 型 是 入 性 扰 天 的 , 国 篇 9 是 Stz，z) 的 秩 。 


伸 二 部 开间 上 六 二 掉 斯 - 志 粒 茵 骨 题 其 直 陆 近 上 加 向 题 S03 


一 


由 所 霜 明 的 定 更 推 知 , 所 有 型 
St, 7) 《一 dy 于 
部 有 相同 的 秩 与 和 同 的 符 灶 闪 。 


应 崩 定 理 6《 或 其 推荐 ) 邓 定 出 不 同 赛 根 的 个 数 时 取 多 项 式 7(z) 
的 交 数 必 篇 7。 


实 多 项 式 (2) 的 不 同 的 裤 根 的 个 籼 等 大 指标 I 和 2 《 矢 考 本 
章 , 和 分 。 故 从 定理 6 的 推论 痊 出 次 式 


80 站 一 
S89 381 
Tr =n—2F| 1, su， 0 $81 $s 3 ， 
上 人 
后 18 So 
其 中 s; == nn, 二 0, 1，…) 篇 对 骸 多 项 式 了) 的 小 山 和 ,而 % 乱 


了 (2 的 区 数 。 
在 § 工 中 我 个 汶 崔 任 意 有 理 分 式 建立 类 亿 的 公式 。 沸 此 必须 引 
进 的 天 礁 悉 限 半 屿 连 类 短 陈 的 知 训 将 在 次 管 中 壕 及 。 


$ 10， 有限 秩 的 无 限 甘 钻 束 直 拭 随 
1. 景 答 巴 复 数 无 限 序 向 


S30 S19 Bay '"* 


薄 个 数列 定 出 一 个 全 限 圣 逢 算 阵 


[让 


好 考 第 ` 伟 ，$§ 10。 


S64 起 孟 葵 


A 区 溃 ) -六 see 
凡 访 ， Da Dr … 记 短 阵 总 的 顺 厅 主子 式 
Dll (p=1, 9， 
无 限 短 际 可 能 有 有 限 秩 亦 可 能 有 有 无 眼 秩 。 在 德 一 情义 在 全 些 矩 陵 
中 有 任意 大 般 不 等 於 夫 的 于 式 存 在 ， 世 之 定理 答 了 数列 站 st 89，… 
营 注 合约 充分 必要 休 件 , 鸽 得 健 们 所 产生 的 乱 限 生 饥 束 夫 姑 陆 
从 一 :34z 们 有 有 限 秩 。 
定理 7 无 取 乍 阵 5S= sz 有 有 限 和 多 了 的 充分 必要 休 件 是: 
《1 有 个 仙 数 押 , oa，… 存在 ,使 得 
= Ds, (8g 一 yy 二 1 (58) 
(22 7 是 有 油 一 体质 的 最 大 数 。 
司 明 如 果 短 际 总 一 | sara 有 有 阴 秩 7, 亲 末 各 个 短 渍 的 前 ?+ 十 1 
行 ,了 2，…， Ures 是 各 性 相关 的 。 所 这 有 时 及 7 存在 使 得 行 了， 
7 性 扰 开 ,而 行 ,i 是 过 些 行 的 娟 性 租 合 : 


本 
了 一 Sa 
上 


讨 葛 行 了 1 7 oa+s， "nn Tonil 其 中 二 篇 仁 何 菲 色 上 最 数 。 征 丰 | 重 
心 的 构造 特 接 条 出 , 行 Ports Torey "a Lon 可 以 代行 1, Ps, 本 了 
删 去 其 位 挫 前 ? 眉 列 的 光束 再 疝 左 移动 9 个 位 信康 得 出 。 故 有 


n 
Tarnt1 =— 之 CE At 一口， 1 , 2， 人 
pp 


过 样 一 来 ,在 甜 陈 人 中 ,从 第 8+I 行 开始 , 任 一 行 都 可 以 经 其 前 面 的 
行 儿 性 表 出 ,因而 ,可 以 释 前 廊 个 积 性 然 天 行 镶 性 下 出 。 政 知 , 峙 和 愉 抵 


绩 2 有 鞭 一 具 生 De 在 先 尾 天 桥 了 一 之 of rng+l 中 殉 nn 篇 下 征 


息 “在 旭 方 年 陈 中 粽 性 能 关 行 的 行 数 加 论 漠 柑 给 承 的 和 ”i 过 一 情况 不 偿 对 认 有 限 的 ,8 
对 九 眼 个 行 共 是 蕊 立 的 。 
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用 更 群 秋 的 写法 就 给 册 了 (59)。 

反之 ;如果 代 件 (58) 是 遂 合 的 , 那 来 在 短 阵 8 中 任 一 行 ( 列 ) 痢 县 
前 7 行 ( 若 ) 的 狠 性 组 介 ， 故 短 座 S 中 所 有 隧 <r 的 子 式 部 等 伶 夫 ,大 
而 给 障 有 有 限 秩 去 r。 但 是 得 个 医 不 能 <7, 因 往 如 其 <7 那 未 从 
已 缀 证 明 的 车 果 知 道 台 页 小 巩 > 的 人 (53) 形 央 保 太 亦 能 碾 立 ,迁就 恰 
休 件 (2 ) 子 盾 。 洽 语 一 来 ,定理 已 经 洛 全 合 明 。 

推 花 ，“ 如 果 佑 限 廿 狂 束 夫 答 陵 5S= |sss43 有 有 限 秩 7, 蛋 末 

忆 - 一 |s505 0, 

事 寡 上 ,从 关 傈 式 作 89) 知道 灶 全 8 的 任何 行 ( 烈 ) 都 是 前 > 行 ( 列 ) 
的 可 性 粗 合 。 所 上 甜 陈 5 的 任何 了 级 子 式 都 可 以 表 需 aD, 的 形 固 , 共 
中 a 篇 某 一 个 数 。 故 得 不 等 文 D0。 

于 六 其 鞭 仿 "的 有 限 革 纪 训 夫 知 应 ,不 等 式 D0 可 能 不 成 羡 。 
例如 短 陆 S. 一 | | =0, so#0 时 有 秩 1 但 是 D, 一 s0 一 0。 

2 我 们 来 陆 明 无 限 甘 里 速 失 许 障 与 有 理 画 数 商 特 出 的 相 五 天 傈 。 

说 子 性 有 理 耸 式 夯 数 


ROO) -4., 


其 中 
下 (2 =00" an 人 DD gg) 一 再 80 十 六 sm 十 .十 而， 
和 窟 所 (2 优 的 旬 攻 次 的 容 圾 数 : 


开 O 一 风 和-- 沁 十 盖 十 营 


如 果 画 数 如 (2 的 所 有 有 标 贤 , 亦 如 化 Re 当 入 拓 半 大 的 所 有 2, 都 在 
图 z| 过 ae 中 , 那 末 位 於 展开 式 右 季 的 级 数 淮 |z|>>a 时 是 收 敦 的 。 琴 得 
个 等 式 的 两 名 以 其 分 给 (2): 
i i ra i So B1 3 “a 
(a02" 十 rz 二 "十 Cm) (Es 人 + 十 ) 


5 pz" ei 十 a 十 Dno 


炬 隆 办 


er 
让 
er 


在 过 一 敢 府 忒 的 瑟 右 隔 交 中 使 < 的 和 同 圭 次 的 傈 均 相等 ,我 个 得 
出 次 和 忒 款式 租 : 
no 一 D7, 


Qo8 430 = doy (B64) 


Gosm 1 gma 二 +n i180 = Ds 
toa 8 m0 f= I 《避让 
= (g=1,92 
ar 一 一 《9 一 2, 2)， 


Hn 
我 们 可 以 千 并 休 式 64) 篇 C53) 的 形状 ( 取 7=%)。 故 击 定理 了 , 知 由 
侠 数 so 3-，8:，… 所 情 成 的 严 耻 上 廿 册 违 夫 短 障 
六 一 [sx 人 

有 有 限 秩 (所 ?42) 。 

反之 ,如 时 矩阵 总 = ,siszly 有 有 限 秩 7，, 剖 末 关 你 式 (53) 成 站 ,他 
可 以 家 篇 (84) 的 形 上 状 ( 取 Y=7)。 下 时 镶 式 (64) 定 出 散 站， 
我 们 聊 有 寿 开 式 

Ln i 
了 ee 有 2 过 二 Ea te 

合计 个 展开 式 能 狗 臣 立 的 分 母 中 最 低 实 数 吧 与 使 得 关 尿 式 453) 能 
笋 吗 立 的 最 小 的 薰 吧 是 相同 的 。 里 定型 ?7 知道 鞍 侧 最 小 的 值 六 等 舱 宕 
陈 全 = |snxl3 和 的 秩 。 

薄 傍 一 求 ,我 们 证 明了 立志 定理 : 

定理 8， 知 陡 S = out 有 有 有 展 穆 的 兆 冯 必要 估 侍 是 ,外 数 


8 站 Es 
Rez) 一 一 - 寺中 二 


的 和 是 炙 数 z 的 有 理 商 烧 。 在 才 二 情形 , 短 陈 上 凡 的 多 与 两 数 总 ( 仿 的 猴 
是 的 偶数 相同 , 此 际 芭 介 格 站 要 园 关 重 数 -楼 多 的 重复 娃 算 开 个 数 。 


er 
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$l， 纸 其 分 子 和 与 分 舟 的 保 数 求 定 出 任 一 有 理 分 式 的 指 栋 
1. 座 子 任 一 有 迎 坎 数 。 守 站 尾 表 二 篇 z 的 降 圳 级 数 外 : 


RY) 一 3 i120 二 十 了 十 十 (C55) 


z 的 负 乘 客 的 傈 数 序列 
Suy B14 Bo ** 
定 出 一 个 角 限 甘 饥 束 去 知 阵 一 |stx1s。 
着 样 一 来 ,建立 了 一 -个 当 详 关 傈 
Ra ~S, 

是 然 ,十 个 相差 一 个 整 商 数 的 右 理 黄 数 半 磨 惟 启 一 短 阵 5。 但 薄 不 
是 每 一 个 短 陆 5 一 |rx!8 都 对 应 愉 一 个 及 理 画 数 。 在 上 和 位 中 已 灰 得 
出 , 甜 阵 & 兰 历 於 一 个 有 理 画 数 的 充分 必要 条 件 是 过 个 乱 恨 筹 陈 有 有 有 
限 秩 。 导 个 秩 等 大 三 数 Cz) 的 覆 吉 的 侦 数 《按照 其 重 数 未 重复 计算 


的 ), 亦 邵 等 欣 诫 蒋 分 式 2 二 屋 (2) 的 劳 十 了 (3) 的 次 数 。 藉 助 殿 医 


并 式 (55) ,在 其 有 理 丙 数 RCz) 丑 有 限 移 上 甘 盟 速 夫 逢 了 58 王 354x]? 之 
沿 嫉 立 了 -一 个 一 一 海 麻 。 

注意 -一些 洲 麻 的 性 和 转 : 

1 如 果 六 (2 ~ 二 ， 训 (2) ~, 闭 未 泥 於 任何 歼 6, 奥 cy 邦 有 : 

本 2 十 oa 有 人 2 ~ oN + Cody, 

以 熏 牧 和 们 变通 到 过 样 的 情形 ， RL2) 的 分 子 和 与 届 苹 的 公 数 是 稚 数 a 
的 逆 有 理 画 数 ; 焉 时 忆 丰 2 各 a 的 有 理 辆 数 。 香 等 式 G 人 知道 在 汪 一 
篆 形 , 数 my 各; 冰 邵 知 轨 5 的 元 素 ,都 是 a 了 欧 有 理 画 数 。 在 屡 开 
式 (65) 中 于 2 逐 硕 微分 ,我 们 得 出 : 


全 寂 数 55) 在 任何 ,以 引 xz= 0 各 图 心 的 ) 含有 画 表 尺 (z) 全 部 极点 的 轿 的 外 面 是 收 
部 的 。 


568 仑 是 以 


2° 如果 RG 0) ~S(), 闭 下 2 于 ~ 他,9 


篇 五 (2) 的 屡 开 式 坊 部 分 分 式 : 


p SA A LL A A 6N 
OO Ey a C58) 


数 五 的 甜 阵 全。 
篇 此 首先 讨论 最 简单 的 有 理 分 式 


1 et 


他 于 应 礁 和 矩阵 
Sr = eit , 
浒 腾 礁 证 情 短 隘 的 二 次 型 Sl%, ww 有 溢 之 形 时 : 
Bon (Ty L) = 3 oth 一 Crotamit to 
如 果 
A 


Fe 


RG) =Q) + b> 
屠 末 由 内 1 其 浪 壮 短 障 5 大 公式 
S= 翌 408o= | 翌 4o 池 中 
所 证 出 ,而 其 将 应 的 二 次 型 有 次 之 形 装 
Se 0) = DY APCworF asvr te Faw) 
篇 了 本 移 到 一 般 的 情形 (56) ,我 们 逐 项 微 牙 关 傈 式 
Slot 


之 一 猴 
开 一 次。 虫 二 于 23 我 全 得 出 四: 


各 果 访 = [srr | 这 。 那 末 芭 -| 学 二 一 


; 中 
四 
1 


各 ”此 成 社 味 54 类 示 突 个 束 西 中 个 次 下 上 个 引 和 烙 合 鸭 佣 数 。 


前 二 部 代 胡 十 焉 证 路 六 各 拱 休 剖 题 受 其 相 障 近 的 果 009 


了 四 i OS, lot a1 
(一 多 【一 人 0 


《04 一口 ， 站 证 芋 十 下 二 上 一 ) 。 
夏 在 - - 般 的 入 形 , 委 上 (2) 有 民 开 式 1563 时 ,再 行 请 用 性 监生 ， 我 个 竺 
出 : 
NS YD DL,.. 
ROY~S PL tA 


1 已 2 1 ~ 
Te —])1 A Do -Son。 32 
施行 微分 后 ， ne : 
一 | ™T [no Re 十， 十 


后“ 
十 -ON et ) |, (57 7) 
洗 订 的 贞 吕 种 夫 型 Sx, 9 一 六 sse 将 等 起 
一 0 9 I 0 
A CT) (d+ ly Da 证 Pr yy Der) > 
xX {Ro ai :十 4 12 GT 


3. 现在 我 们 有 可 能 来 钻 述 让 昌 评 明 次 之 基本 定理 人 @: 
定理 9， 各 上 
RO ~S 


Es 


a 


Ti es 一 flSCzy 2)]。 
吉明 识 有 展开 式 (56)。 苦 末 根 据 (57) ,有 


S= YT,, 
+=1 
旭 半 黄 县 简 蚀 的 情形 ， Eis) 没有 名 重要 由 时 , 汪 个 定理 已 烃 在 186 年 篇 安 馈 沁 所 褒 
晴 [1283]。 在 一 般 的 傅 形 , 汪 相 定理 办 广汽 雅 获 所 证 六 [129] 【 登 考 [4 地 一 19 真 ;。 在 本 
故 中 所 过 的 请 丰 仇 写 纵 和 的 旋 时 和 玉 相 辣 。 
全 ”有 如 我 俏 已 烃 和 社区 到 的 ,各 等 蕉 友 理 导 式 R38) 在 般 灼 来 示 式 中 好 了 即 蜀 活 数 。 
和 点 [L5 CZ] 地理 Snfry 5) 的 符 迪 区。 


570 由 n 只 


其 中 笃 一 珊 有 形状 


Sx) OD = DT, 四 = Da, 2) + 
+ BY fe, OD) Ta Do 
根据 定理 8, 年 王 的 秩 夫 臣 由 因而 型 了 (2 号 下 每 南 世 人 一 
= 2 pp 的 而 So 雪 的 柳 等 让 r 二 > 但 是 如 果 世 旺 实 二 次 
型 的 和 的 秩 等 其 过 些 型 的 秩 的 和 , 那 末 澳 舱 答 号 差 亦 有 同样 的 央 慨 : 
ofSslo D1 = Bolo D+ Do [Ts, 网 


十 Ta (ww)] a Bo 
我 们 分 罚 来 计 诊 吊 种 情形 : 
(1) a 是 一 个 实数 。 在 
. 委 二。 
a Ga Eo + (60) 
下, 寻 让 天 数 小 ，-4， 4 居 a 的 任何 悉 动 ,六 应 夭 陆 了 。 的 秩 部 


保 择 不 属 【 一 门 ; 困 而 胡 ， :atz 40) 的 符 跌 差 亦 保 持 不 甸 ( 礁 活 第 十 总， 
8。 所 以 了 Hetzy 2 是 没有 改 秘 的 ,如 果 我 们 在 (59) 与 (60) 中 取 : 


= 1 =0 项 cx0 全 有 代 座 i 我 们 取 竹 孟 
| > 一 二 
| T0770 4, 0 0...| 
| 0 . 
1 = 
| Dr*-1S | 0 : 2 


Cp—1)! Bari | A,' " | 
| 


入 二 -部 号 第 于 王 齐 路 斯 - 直 欠 英 间 题 大 其 相 联 近 的 问题 571 


胡 应 的 二 立 型 等 航 
2 oT 2 
A 3 ost 和 其 v=28 一 1]， 
上 三 个 型 的 符号 羡 带 签 葵 寄 , 而 上 面 证 从 型 的 符 导 凌 竺 供 4, 的 符 


号 生 。 汗 栋 - - 康 ， 0 -个 实数 , 那 来 
如 其 vv 是 一 仙人 惕 数 ， 


gf re, 2 一 人 工 和 如 其 是 一 个 奇数 ， 《61 
《2) a 其 - 全 晓 。 贡 起 
了 2 他] Cdr 人 了 于 了 人 多 ) 一 > CH i 


其 中 Fa 名 Gl, 9 | 2 入 嫩 数 并 的 实 乏 性 型 。 车 
未 
Tee, 罗 十 Put 人 =2 TD -2 TA, (63) 


因 仍 汪 个 二 次 型 的 秩 等 艇 2 所 忆 Pry 中 二 1 3 蒜 性 铸 关 ， 
因而 由 2 尖 认 非 实数 a 有: 
or, 2 Ta £1 =0, 683) 
得 59),(61) 暴 (63) 推 得 : 
ody 2 = DS sigen An, 
CG: 


但 在 本 辟 82 中 已 经 并 明 位 冷 演 个 等 式 右 科 的 和 等 评 了 党 卫 (z)。 所 以 
我 们 的 定 班 已 多 完全 说 朋 。 

从 所 征明 的 定理 推 得 : 

推 戎 二， 加 果 站 6 二 sxxl? 而 且 宫 是 答 阵 昼 的 秩 , 那 未 所 有 


二 次 型 Sukzy %) 二 bp3 i a 部 有 有 相同 的 符号 差 。 


Di 


遇 


生 ”每 -人 由 要 本 加 tb zz yy 都 可 以 贷 起 又 赎 的 平 万 闫 (ne 一 


-7 (ee) ，… 此 点 得 出 的 折 有 平方 都 基 彼 此 殷 关 的 。 
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在 第 十 章 $10 中 已 起 建 二 了 于 计算 甘 绩 述 夫 二 次 重 符 网 其 的 规 央 ， 
抽 且 锣 劳 别 沁 斯 的 研究 葵 予 了 柯 遂 来 鳅 浊 包 人 台所 有 特殊 情形 的 规则 . 
税 机 所 裔 明 的 寅 理 汪 和 个 规 出 可 以 用 来 计算 如 许 指 杷 。 汪 述 一 来 , 我们 
得 出: ~ 

挫 苍 2， 关 麻 短 际 5 二 [seals 有 秩 空 的 任何 有 再 困 数 已 (的 指 
标 息 公式 


了 天 (四 一 人 一 2 人， ， 思 ，，，) BD 
所 沁 定 ;其 中 
8 31 中 一 ! 
Dr ls | ol, 2 ;00) 
Bi1 By “7°" Saf- 
CaOD Di = = Dp=0 OarryriF 0), - 


那 未 在 宦 让 莉 末 在 计算 VV 了 了 +"" 2 st 际 可 以 取 : 


sign Di = C1 sign DD C=1, 有 人) 
汇 吉 菩 由: 


2 本 加 藉 了 是 一 -个 奇数 ， 
VD Dr "! “yDhrntl) ™ C686) 


了 二 和 一 加 p 基 一 个 侈 数 ， 
es= (DY sign yet! 


篇 了 把 有 理 贡 数 的 指 栋 炊 共 帮 ; 子 恰 夯 共 的 保 数 来 表 出 ,我 们 需要 、 
一 些 辅 助 明 傈 世 。 
首先 常 可 党 G3) 往 形 默 旬 


LL 下 汗 永 这 有 mn 于 0 【本 如 ,和 的 。 
关 ” 汰 此 我 倘 没 有 必要 换 (2) 篇 此 市 是 委 式 。 在 及 稻 条 要 信和 捍 gtz) 的 误 数 不 超 邓 
ht2) 的 次 喜 。 


os 
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RG) = + 1 


其 中 @(C2) ,9422 有 C2) 都 时 多 丽 式 ,而 
有) 二 2 十 2 二) 9 二 Do 二 D2 二 十 Dno 
典 然 ， 
+r R(2) I+2 90°) 


~ hlz) ° 
Ei 
AC 30 31,., 


hz) ~ 六 
那 末 , 滋 迁 一 等 式 的 雨季 以 共 分 此 hC2) 德 , 使 其 请 季 中 同方 次 的 2 的 
慰 数 相等 ,我 俏 得 出 : 
Co3 1 一 如 
4080 G18 = D1 
(67) 
Sosm_1T CBm 2 十 :十 Ge 1 Dn, 
Te 十 芭 18 1 十 十 有 8 一 
麻 用 关 傈 式 467 ,我 们 求 得 次 请 32 般 行 列 汪 的 类 示 式 ,其 中 在 j 澡 肝 
命 dj 二 0, $= 二 0; 
go dno tapi1) |1 0 0…0 do 1 人 Won-1 
Bo by Bone Poy-i| 31 80 B10 Sop-a| |0 Qo a1 Gap_a 


0 1 On | 


38_1 30 °°" Byung 


DU 全 站 “一 全 


别 一 | 


0 Go g@1 Hops 
| bo bi 时 bos 


- 


[ 


曲 间 四 贡 让 二 辐 且 响 必 用 嘲 由 本 本 本 十 国 国 r 
Fp_1 By Sop—a 80 B+* 3 一 


(为 一 了 = 机 
DT et a | 


30 Bp I Sp-1 Sp ”82p- 3 


574 给 淖 给 


一 王 一 


a HL op-l 
Bo Bl Bn _1 一 
ny 一 Cn (一齐 其 人 名)。[69) 
0 bo: boys ” 
那 术 公式 (68) 可 以 宫 篇 : 
Vap = 0D, Cp=1, 2, "*)o (68") 


由 共渡 -~ 公式 , 上面 的 推论 2 化 党 次 之 定理 : 
定理 10， 恕 果 Van 关 0,9 那 术 


pb pa i 
Bm toni m2 (1, Vo Way ", Vom) 


(mo 0),， C70) 
行列 式 等 葵 零 
(Von 0) Vant? = ~ Vantap =0 (Von+2r+2 0), 
和 型 来 用 次 之 算 涉 来 计 算 V Ve, Veaptoy **"y Vontap+2) - 
Sign Vonrei = (—1) Tgign Va (f=1,2,.., 2), 
或 者 ,同样 的 合 


了 


2 如 其 是 一 个 奇数 ， 
V Vany “ys Voptapt) = 1 
一 如 其 jp 是 一 个 偶数 ， 


s={ 一 了 sign Yr2pr2 
Wa 


驻 如果 Vom=0, 亦 即 在 侠 式 W700) 中 位 礁 指 樟 符 哎 下 面 的 分 式 是 
可 和 斩 的 , 那 末 可 以 换 公 式 (70) 篇 时 一 公式 - 
名 条件 7zm 关 0 或 明 Dm 大 0, 因而 位 樵 (70) 指 慰 符号 下 面 的 姑 式 是 饭 榴 的 。 
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tt 一 、 
0 


其 中 ?是 位 於 指 模 符 距 下 面 有 理 分 式 的 榨 点 的 个 涛 < 多 重 极 吉 以 其 重 
数 重 揽 计 算 )( 栗 即 , 7 篇 物 币 分 式 德 分 仔 的 次 起 )。 

事 宰 上 ,在 过 -一 情形 我 伴 所 关心 的 指 故 等 贡 

rr—2Vri, DB, Do, Do), 
国人 答 数 7 是 六 麻生 =|:x|” 的 秩 。 但 等 式 (63) 有 形式 的 性 凑 , 他 
对 从 可 税 分 数 能 向 成 立 。 所 俯 
V1, Di Day ry Di) =V{ I, Vey Vay “rs Yor) 

亲 而 我 们 得 到 个 式 人 0 。 

公式 (70 给 予 可 能 拖 任 何 分 子 的 次 数 不 起 过 分 母 的 葡 数 的 ,有 理 
分 式 的 指标 , 沟 其 分 子 让 分 菇 的 傈 数 来 者 出。 


5 也， 路 斯 - 霍 维 茨 定理 的 第 二 个 语 明 


在 36 中 , 应 用 施 斗 姆 定理 与 路 斯 演 段 ,我 们 已 示 豆 明了 路 斯 - 蛋 
蕉 鞠 定 理 。 在 本 名 中 ,我 们 根据 8 二 的 定 班 10 瑞 河 诈 指 标的 性 览 环 
答 子 路 斯 - 霍 维 甘 定 理 的 甫 明 。 

我 们 注 东 柯 许 指标 的 一 些 性 旷 ,以 鳃 我 们 需要 用 到 他 个 。 

1° 到 避 (的 一 一 下 六 人 -加 


人 se<0 尖 本 = 本 i 


如 其 及 (0) 是 - :个 有 限 值 ， 伙 三 士 1， 妇 其 在 其 nn Ro) 匡 yy 
大 ;此 处 录 二 十 1 济 麻 蕉 在 再 0 画 数 从 一 > 局 到 十 co (党 z 增 天 时 )， 
而 各 二 一 1 对 麻 锥 在 点 。 丽 数 从 十 必 炙 到 一 oo。 

4 ”如果 忆 ( 一 2) 一 一 万 (z)， 于 来 了， cy 如 果 
et. 2) 一 -二 人 天 iS | RD 


此 赔 及 以 征 ， 指标 的 上 澡 可 以 等 区 十 党 ， ,而 上 证 “如 可 以 等 油 一 so 


Fe 拭 限 粹 


rk 1 ~ 4 
Ry 一 本 ,其中 各 得) 在 te 1 中 接近 


C 时 的 符 路 ,和 优 疡 (0 在 (ay 外 中 接近 3 时 的 符 鹃 。 

前 四 个 性 质 可 以 直接 答 柯 诉 指 i 术 的 完 纱 来 得 出 《参考 3 2 。 性 秆 
5” 可 以 沙 科 水 推 册 , 指标 和 B RO +R EG ry 一 ge 其 中 
hh 入 在 x 入 4 法 到 2 上 时， 答复 值 交 到 正 值 的 几 通 式 数 ,而 吧 需 
Ba) 答 正 值 殉 到 负 值 的 多 盟 次 数 。 

讨论 家 多 项 式 全 

(2) = Go ager 十 十 17 十 (20>0), 
我 个 可 以 杞 他 表 篇 次 之 形状 : 
(2) =h(2) + zg (2), 


5° 7» RV) + 


其 中 
下 人) =as tA-att ey gD) 1 
引进 记 凌 
pT Oe OD 


or — to-3 
在 $3 中 我 们 妨 朋 了 [ 究 考 53 的 @0) 式 ] 
P=n— 22862, 《7 人 1 
项 中 天 篇 多 项 式 妃 2 有 正 实数 前 方 的 极 的 眉 数 ,而 s 篇 7?) 在 感 朝 .上 
的 概 的 个 数 。 
我 们 琴 购 殉 钳 英 关 的 表示 式 人 1 。 
首先 前 蓝 二 答 个 昭 的 情形 。 ”一 2 。 屠 林 
RO 一 Co 十 GotW TH an 0) 一 21 十 
Tas 2 
麻 用 性 园 1 一 4” 且 取 为 = 土 1 加 其 革 峻 的 lim ,= 士 c 而 三 其 
体 的 司 形 取 9 一 0 我 们 有 : 


一 一 一 


各 ”此 盛 对 南 科 下 式 的 请 歼 我 信 四 到 和 下滑 的 玉 法 。 


TT 
i" 


第 一 部 从 毕 二 五 商 吧 昕 - 坚 码 其 问 题 有 .其 代 曙 近 而 尼 题 1 


一 0 NT (TD) 
于 
on EC oY o UT 
21- "fu) 一 3 一人 * Fluy i-~ hon 


sm CM) or UPON 
i ye 


同 接 的 党 | 奇数 用 ， 1 一 2 十 1 我 何 有 : 
RO 一 CTU Cs lt tn 


I) 一 cos a0 ls 


取 Lsign [ 叶 罗 ] 9 如 其 lim 允 一 0 而 在 其 能 情形 取 《=0， 


我 们 求 得 : 
2 = 


Tt RH) -To Ti 
fi zf — 22) 了 十 工 | 十 过 37 2 2 


Dr0 RAW jr o he) 0 jc 
一 270.。 A = 0 
” wg uy ~ ™” wg i ‘gy 0 
Th RD eh 
god {ge 


送 柑 一 来 ， 
p= 六 全 一 J re U9 和 (n=2m), (78) 
= 1 POD J 6 n= gm tl) (78") 


间 竹 前 一 栋 以 1， 本 >， 人 到 所 地 多 项 并 TO) 的 二 蕉 基 行列 


0 此 处 我 们 了 解 sign [2 人] 从 开 令 + 的 业 叶 太 基 沛 小 时 ?多 的 符 带 。 


hw 
阁 ”加 果 忆 站 0: 那 未 (73) 汪 (37 次 厢 休 公式 可 以 合 供 需 一 A 
rt pre NY 
Pig)? C1) 


by 类 上 第 Hi 


式 。 我 们 假设 个 去 0, 雪 
C1 一 2 罕有 到 让 上 全 0D7 且 


了 和 人 一 六 一 2 而 4 4 (74) 


i 
ft 一 = 7 — 2 (1, 一 路， 十 1， — de, = 


=—mi2V ,doy dys ry dn)o D5) 
让 时 椒 据 C3 
pn—2F 1 A diy sy da) 2 Cy day dy A 
攻 熏 等 式 p=n 一 路 合 汶 化 灶 出 
k=V ,dy day oy SL, day Adis, A o C0 
(C2)n 二 3m 十 21, 由 公式 C0 四 


=» 一 
f+” 人 = 十 1 一 217 1， di de, A, 《7 7) 
Tre 玫 64 he 217 (1, -一 4.,, 二 4,， 一 …) 一 


ge) 
= 一 7 二 2F CJ A-1) 6 C78) 


等 式 op 二 2m 十 1 一 8 速 同 等 式 073 707) 各 078) 仍然 葵 我 全 太公 式 
C76) o 

路 斯 - 霍 闪 奖 定 理 已 痉 苹 明 ( 大 者 不 刘 ， 8 6, 定理 生 )。 

喜 荆 如 末 在 到 式 

| bP, ds, ds) FF, ds, 4 1) 


徘 在 证 一 情形 s=0, 因而 j p= a, 此 站 ， J 去 示 在 人 37 电 侣 放 
捐 翅 符 班 十 省 的 和 劳 汇 是 虎 鹊 的 。 

有 ”在 群 汪 TYva vam 时， 计算 盘 -做 措 蛮 时 坚 娩 庶 信 种 ， me 庆 和 ， 
本 的 铬 0 08 至 尘 标注 
脐 的 搞 需 60 各， Fom 昭 帮 ， d pnl Do 

| 
数 队 的 撞 篇 让 司 答 币 二 们 出 钴 时 村 对 噶 的 湛 


下 ， 
ty Cly “ns tps Ee bo, bi iy br 谍 A 臣 ds Has mo 


第 部委 第 十 去 举 路 靳 - 伐 久 区 亲朋 及 其 相 障 近 的 问题 S79 


中 基 些 中国 的 翅 灯 区 行列 式 等 众 堆 ， 导 末 畸 般 第 一 章 独 接 的 吉 行 列 代 
《由 关 0 drs= dirs— = direp™= 0 Cdirzprs 0 
“ 奥 定 再 10 由 半 应 的 ) 我 们 窟 得 此 行列 式 的 符 访 需 
sj do 一 【一 荆 ) in A =1,2,., PH), 
加 和 葵 出 : 
?二 如 其 多 是 一 悄 奇 数 ， 
Vdiy Ariey dp 一 《79》 
pl1l—e ，. 
一 一 各 其 p 是 一 个 偶数 ， 


sent 
人 
十， 


8 一 CD sign 


在 有 篇 知 的 乱 杂 菊 行 列 式 弄 现时, 小 心 的 比较 过 个 计算 的 规 着 
现 定 理 5 (8 术 昆 } 所 第 出 的 规 肌 ,说 明 过 南 个 禹 则 是 相同 的 。 人 @ 

鞋 2， 如 果 水 一 0 莉 未 多 殴 式 wgG0 篇 CD 不 是 互 搓 的 。 以 
-QD) 记 和 多 项 太 900 与 Cw 的 最 天 公 因 式 ， 而 以 do 记 wgQw) 鼻 
Rat 的 最 大 公 因 式 (Y=0 或 DD)。 以 5 记 ao 的 次 数 且 识 ht) = 
dR 0) = A ge 

饭 罗 有理 分 式 -只 名 常 关 话 认 某 -个 秩 答 "的 无 限 甘 饥 这 夫 条 
到 5= [sn 0 其 中 7 短语 人 的 水 数 。 北 式 半 麻 的 行列 式 DD. 兰 0 而 
Di= Ds=" "=O0, 由 於 从 式 (687)， 我 倘 有 or 大 人 Q， Varr2 = Verst = 
一 … 一 0。 此外， 

下 om 2 一 on 交 
+? us rT—2F(1, Ta Vey "ys Vor), 


坎 用 全 些 玫 位 於 (7 ,C75) 77) 短 (C75) 中 指标 符号 下 面 的 分 式 , 我 们 
容易 求 得 , 涧 认 任何 ”《 偶 数 或 奇数 ) 与 “一 中 十 ?都 有 


并 
en 
A wl 0, 相 4 = 关 日 ， 本 sf1 一 ” = 二 0 


间 ”此 康 杰 省 虚 玫 3 中 最 德 - -个 足 二 的 甬 明 。 


580 炬 阵 哈 
而 且 在 所 讨 识 的 情形 ,所 有 的 公式 (7 人 ,07D 77) 王 (78) 孝 仍然 有 效 ， 
如 果 在 秆 些 芯 式 的 在 科 删 二 =n 一 x 的 至 部 4; 而 且 换 散 ;xr [在 公式 
《77) 中 需 数 m1] 家 指标 符 对 下面 的 分 式 经 瑰 简 熏 的 对 应从 母 的 次 
数 。 那 未 由 (13 ) 卡 473 我 个 得 出 : 

p=n—x— 2 A, Asy 7} — 2 OA, de, ds, :ro 
连同 公式 p 一 nm 一 你 一 就 输出 : 


i=} tl, di ds 和 十 下 人， 可 本:， 和 (80 
其 中 如 5 十 卫 一 豆 坑 fC3) 在 右 第 平 贡 中 所 有 根 的 侦 籼 除去 那些 同 


了 时 使 多 项 式 六 一 2) 亦 等 座 寺 的 根 晶 ， 
$ 二， 路 斯 - 侍 维 茨 定理 的 一 些 补 充 。 速 那 尔 与 希 派 笛 的 稳定 性 判定 


屋 答 予 壮 怀 数 和 多项式 
Fat Cw 0), 

于 末 使 得 多 项 式 六 =z) 的 邓 部 根 都 有 入 实 财 部 分 的 充分 必 枝 的 路 斯 - 埠 
蔡 鞠 休 件 可 以 窟 种 不 等 式 的 形状 

> 人 有， 对 0， C81) 
其 中 
1 Cy i | 
dp doe fs + 


4 =| 0 a ds (zp 一 0 如 其 b> 
| 


dQ qap da ts 


| 
| 
篇 1 表 收 杂 欧 行 刻 式 人 = 2，…， 鸡 ) 。 


各 ”过 是 泣 嵌 得 出 的 , 因 震 * 需 地 项 式 有 ( 拉 现 妈 (四 的 最 大 公 因 式 的 次 数 ; 喜 ， 居多 
项 式 f(s) 的 “ 甘 " 要 的 个 数 , 亦 即 温和 神 根 =*, 对 蕉 他 一 2* 亦 基 f(:) 的 要 的 个 才 ， 过 些 相 慢 
的 件数 血 蕉 最 失 一 芷 仁 接 等 於 轩 的 阜 礁 欧 行 列 式 { 色 合 小 ) 的 个 散 , 他 个 是 


nl 二 da 一 四 


第 一 -部 牙 第 于 五 章 路 斯 各 糙 英 后 题 居 其 相 路 近 的 周 是 S81 


各 果 修 件 (8 了 入 合 ， 那 森 多项式 了 2) 可 以 表 篇 ae 办 2 十 tt 2 十 
十 3z 十 Wu>0 9> 0 2> 所 形 因子 的 生 积 , 故 多 项 式 f(z) 的 全 部 傈 


基 者 是正 的 : 必 


好 1 (82) 
条件 48 纪 于 条件 (8 了 不 相同 ,人 条件 48 纪 基 必 村 的 ;但 二 不 是 恒 Fa 
的 所 有 根 都 亿 描 严 平 平 而 Rez<0 的 充分 人 条件 。 

但 党 条件 (32) 适合 时 不 等 式 〈31) 就 不 是 彼此 独立 的 。 例 如 , 党 
一 和 时 路 苏 - 稚 蕉 茨 信件 就 化 需 一 个 不 等 式 4>0, 党 4~5 有 时 化 篇 十 
属 不 等 式 : de>0， 小 >0， 当 n=6 时 亦 化 禹 南 侦 不 等 式 : 水 >0， 
do>0 图 

董 一 情 襄 谷 需 证 国 数 学 家 运 邯 页 与 希 派 评 所 研究 量 在 1914 例 年 
他 条 葵 子 了 主 路 斯 - 稚 维 某 和 判定 不 相册 的 区 定性 刊 定 。 

定理 11 \ 连 那 蚀 熏 希 派 鲁 的 黎 定 糙 御 定 》. 使 得 实 多 项 式 (2) 一 
二 7 二 0 二 十 {00 之 站 的 到 部 根 都 有 负 和 实数 部 分 的 充分 必要 人 条 
件 可 以 坊 篇 下 面 四 秆 形状 的 任何 一 种 : 

Ch 0 Ge 0 1 AO0, dy> D0, »…, 

3) a 0 a0 1 0 di>0, .……, 

(3) GD o>0, sO oy Ai>0, ds>0, .., 

(4) 0; iO0, era70, 77) Lao>0, A>0, ,9 


氏 定 理 二 推 知 ， 洲 堆 所 有 傈 数 〈 或 牙 是 部 分 傈 数 %4, a4.o，… 或 


全 ”出 已 起 wo 于 0。 

参 ”对 蕉 前 面 * 的 香 , 吉 一 情 议 在 一 柔 列 对 於 鄙 葡 名 花 克 工 作 中 加 过 那 证 呐 希 演 是 的 一 
般 判定 般 央 欧 已 轻 建 立 起 来 ,其 襄 避 华工 作 的 关 省 是 不 知道 溃 那 市 吏 义 派 周 的 州 定 的 。 

入 轰 者 1135i。 关 擒 连 那儿 殿 希 涉 调 的 一 些 基本 业 果 的 得 述 可 以 在 此, 格 . 克 蒜 因 虹 
蒙 . 阿 .年 仇 态 肌 克 的 盯 本 证 述 [140 申 找到 。 

全 条 件 (1),(2),(3).(4) 上 比 羽 粮 欧 的 人 条件 有 是 蔷 的 好 成, 四 仇 地 习 比 震 灯 蒜 锋 作 
斯 言 的 行 弄 式 不 等 式 的 全 载 轨 汪 一 中 。 


一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 


> 0), 翟 灯 获 行 列 起 不等式 (8&1) 荚 不 是 彼此 乱 因 的 ,是 即 : 途 所 有 奇数 
级 各 维 藉 行 列 臣 的 大 类 过 本 以 推 得 后 有 偶数 投 冤 稻 关 行 刘 坟 杰 大 姑 

连 靳 闸 鼻 钾 派 附 在 其 著作 [185] 中 全 精巧 疏 特殊 的 二 葡 型 邓 得 出 
人 条件 《1 麻 用 和 1 的 定理 10 和 与 何许 指 樟 的 理论 ,我 们 欠 予 人 条件 (1) 
[同样 的 对 於 休 件 (23) (3),(D] 更 箭 单 的 推理 ,把 芋 些 人 条件 作 篇 - - 倘 更 
普 开 的 定理 的 特殊 情形 来 得 出 。 下 曾 我 们 就 慨 幢 移 到 汪 刁 定理 的 关 
述 。 

在 时 识 中 仍然 引进 多 项 式 At 奥 g00, 他 们 瞄 f(z2) 有 次 之 恒 等 
关 傈 : 

所 二 一 六 十 29 《3 。 
如 果 芷 是 一 个 损 数 , m 一 2 那 未 
RO = a taal i OO aa 
如 果 名 是 一 个 奇数 ，% 一 2m% 十 1, 那 末 
RW = a am lite ta GO) =u0w 

那 示 人 条 和 华 他 【对 麻 的 Cn Qu 二 可 以 
换 需 更 普 逼 的 条件: GD [ 诗 麻 的 590)] 沼 #0 肝 匠 不 变 瑟 。 人 9 

有 过 此 和 休 件 时 , 可 以 苞 利 用 奇数 胡 雹 维基 行列 基 或 虐 和 用 个 数 条 
霍 维 茨 行列 式 来 推出 多 项 式 大 2 在 右 平 平面 中 根 的 个 数 的 肥 式 。 

定理 2， 如 果实 多 项 区 

.站 2 一 Go 和 二 013 th gD) 《ao 站 ) 

造 全 做 体 : 460 [或 (9] 咎 作 -0 暑 放 不 杰 吕 而 引 引 德 的 性 礁 交行 现 
所 定 出 : 


六 是 序 当 #0 时 OD 守 0 或 者 1 075 灶 赚 的 简写 时 gf -0 或者 ga 三 们 。 
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NH 丸 二 2 十 1 
党 20 睦 。E=2F01, A Jay di_1) 二 R= 2 di ys, A -= = 
ny 
莫不 改 加 =2F11, da, d ir di) =2 ,da de 
党 #0 时 Lar CT, di dye fa) »_|: =2F (71, Ty in yd 一 -名 二 
O(a) 六 
Li ie | 一 2 【了 本， -Ja, 口 1 ， rr, 1 区 fd 二 
| - 二 


th 3 
趟 中 
人 [oy 
ST SED [| a=sign | hw -0 (54) 
证 明 仍 太 5l 进 本 号 
La 
p 也 Uo a" 2 怠 
光 应 蕉 表 (83) 我 们 球 讨 齐 四 种 情形 : 
(DD) N=237; 征 n>0 肝 访 GD 证 不 加 能， 到 玉 合 
+o OD he MPC 
2 hwy A hE 一 0， 
国 硬 镍 明显 的 等 式 
FD mm gt 
Re) i hs) 
得 出 : 纺 ”  . 
四” 如 果 为 二 0D, 那 末 和 =signa tl 一 般 的 ; 划 末 三 一 二 … 二 ,1 二 从， 而 (1 


和 旧 7 -上 一 3 LE 
那 未 8&6 二 SIEn to 1ds 如 时 fn 二 由 ， 汪 上 未 E09 一 各 I 安 卫 ， 一 - 骸 拘 ， 站 时 日生 由本 
于 
r h + 里 妈 一 下 一 
一 Gr-2r+l 二 0，iu-2ur1 二 0 未 50 一 gjEm eT , 
iH 


和 号 如果 一 DUO 0 淹 吉 90 天 0, 因 鱼 汪 于 0 6 训 熏 和 D>00w 03， 知 
LO 
症 私 通 ¥ 二 机 时 新 趟 名 由 。 


知 和 淮 机 二 an 1 于 0 推 知 RO) 一 人 二 0 


上 594 经 际 驴 


但 此 时 从 4 全 伍 (7 的 求 得 : 
Vl, 41, ds, =r el, 4 ds， 0 
所 马路 斯 - 逢 蕉 和 葡 鬼 和 到 式 上 全 后 蕉 村: 
下 31701420 dd 2, do 
(2) 9 一 3079) um0 时 坟 不 绝 上 号， 在 过 一 情形 
Te HT EC 0 


gw) ug 
因而 , 订 用 记 法 (834) ,我 们 得 出 : 
Tie PA Ite A eo 0, (C86) 


gC) ~ Wg CH) 
换 指 标 答 吴 下 面 的 西数 篇 其 倒 轴 的 画 数 ,二 5”(§ 412) 我 个 得 出 : 


Te + 8 — so 
但 包 全 和 下 475 他 葵 予 : 
Vl, hs, day oo) VO ds das) = 
故 导 路 斯 - 霍 维 茨 公式 (76) 相 合作 ,我 们 得 出 : 
下 一 2 人 4 4 二 4 
(3) n=2 十 1 9g(0) 党 40 哇 焉 不 释 总 ， 
在 避 一 情形 , 同 .上 面 的 -楼 ,公式 438) 是 成 立 的 。 如 果 在 (85) 中 伐 
指 松下 其 必 六 与 人 有 中 的 雪 革 支那 末 我 们 得 出 : 
A, dy a) 


届 路 斯 - 堆 灯 区 公式 相合 许 , 运 个 等 具 给 予 : 


=“ 一 2 人， 人， 了 ds， 一 4 -21 4, d,s， + 
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(4 n=2m 十 ] ,hw 营 w>>0 时 下 不 焰 忠 。 
从 等 式 1 962 = 于 200 0 了 上 Ta。 加 = 


0 Rn) Ho Rw) 本 ACw) 


推荐 ; 
+ (CW) 二 bm WF) oo 
I 而 Cu) + i hry 0。 
倒转 位 所 指标 符 忠 下 荆 的 计数 ,我 们 得 出 : 


so RO) pre LD 
0 gC) oe 


王 破 代 指 概 以 壮 表示 式 ( 人 7 办 (78) ,就 有 : 
VO hy do 一 Gd de) 3 
故 册 路 斯 - 餐 维 蒋 公 式 得 由: 
1 — 8., 


b=2p 1, hi, ds 7) — 3 2p 4 hs 


定理 12 已 经 完 企 征明 。 

定理 1] 可 岛 作 需 过 个 宅 理 的 特殊 情形 水 得 出 。 

定理 地 的 扒 渝 如果 民 多项式 1 人 3a 二 a 上 (ee>0) 
有 正 傈 数 

人， 国人 Ge 人 日 ，… 
且 有 ”水产 0, 更 未 过 价 多 项 式 分 伤 基 右 竺 平 虎 的 报 的 个 数 天 答 次 式 所 
定 出 
站 一 当下， 一 号 Pd 

赴 ，” 如 果 在 上 -一 公式 或 公式 (83) 中 有 革 些 中 国 的 稚 维 甘 行 区 式 等 
城 零 , 沸 末 在 计算 值 广 红 41 4:,…) 与 斑 红 4, 41,…) 睹 要 披 照 §12 
的 许 1 中 所 进 的 规划 泳 计算 。 

如 困 一 0， 了 产 0， 师 未 在 从 不 (39) 中 删 
去 行列 式 中 -=+11 ”本 A 0 我 酝 鹤 这 些 站 你 定 出 fo) 分 性 诬 右 全 平 


从 疾 考 3812 末尾 。 


S53e 嫩 库 篇- 


面 Re 2 站 0 的 ' 非 办 " 根 的 个 数 必 , 斌 要 在 ， VY>0 睛 以 友子 0 或 漠 在 w>0 
时 gfF0.0 
$l4， 圭 纵 蒋 条 项 式 的 一 些 性 里 .斯 莆 力 有 卫 斯 定 理 . 
用 这 分 式 未 出土 纵 区 多 项 式 
1 鹤 予 里 多 项 式 
~ 2) = ge 二 di2+ 十 ， "* 十 世 。 ao 0) o 
把 他 才 短 次 之 形状 


TI) 一 用 (2 十 29 人 2 
我 们 水 中 有 明 ,在 和 多项式 o 于 90 上 磨 当 加 上 汇 标 的 休 件 ,才能 
使 得 .f(z) 需 - - 介 堆 蕉 共和 多项式。 
设 在 公式 C20) 中 ($3) 有 上 一 8 一 0, 我 们 得 出 使 .六 2 篇 埠 亲 区 名 项 
式 的 充分 必要 休 件 是 次 形 的 等 式 
一 和 %， 
同上 下 凶 中 所 述 约 一 样 ,其 中 


+ -~ 
oa — 2 


设 名 二 2m，、 接 照 坡 式 (73n) (8 12 注 个 条 储 可 以 移入 


n= 了 + 第 一 一 了 NY 《86) 


因 乱 有 理 分 式 指 标的 下 尖 值 不 可 能 起 沉 其 分 母 的 次 数 《在 所 于 的 情形 
篇 四) ,所 以 等 成 (36) 论 钢 成 立 的 充分 必要 休 件 基 同 时 有 


总 


Pe ge =m, T+% = =—m。 C87) 


党 f=2m 二 1 肘 等 式 (78)( 因 篇 p= 加 车 巴 : 
~ CY) ~» hd) 
n= t+” — +. 
og) gu 
如 ”在 刘 -… 情 形 , 入 泌 顺 式 hv} 宙 gy 中 除去 他 们 的 最 大 公 因 式 dew) 御所 得 出 暂 凶 
锯 式 加 i 由 (2 适 各 定理 13 的 民 忻 ， 


荡 一 部 对 第 - 1 襄 踏 妈 - 征 灯 共 允 一 及 其 相 隐 近 创 辣 题 #97 


— 。- 


此 氏 扎 世 城 指 福 符 号 下 面 的 耸 式 换 需 走 悄 情 牙 式 【《 密 大和 1 的 5 且 
壮举 za 与 9 同 篇 训 交 多项式, 我 们 得 出 : 
n=2m 二 I 二 了 二 Ee — 1+ 区 十 co 大 (88) 


仍然 利用 分 式 指 机 证 入 下 可 能 直通 站 中 母 的 次 数 芝 一 于 质 , 推 知 
等 式 (88) 能 和 狗 成 并 的 充分 必要 条件 其 同时 有 : 


了 和 =—m, Ti 人 ——1m, 8 =1, - (89) 


如 果 nn 二 2m, 那 末 (3) 的 第 一 - 侨 等 式 说 明 多 项 式 (1) 有 侈 败 不 
同 的 实 箭 扩 之 ws 之 … 之 ws 而 其 分 式 00 可 玫 坊 形状 


hw 
0 
re 人 rry， (90) 
其 中 
R= >0 =1,2,.…, %)o 《90 > 
从 分 式 25 中 -的 沪 一 个 表示 式 , 知 在 多 项 式 h(w) 的 十 个 根 wy wsi 之 


页 Ce 
沿 有 有 多项式 90 的 实 概 由 存 在 =1，3,… 一 了 而 电 篆 项 式 (2) 
与 9 的 首 项 傈 数 有 相同 的 符号 , 亦 部 
RO = UD) OE) = Oo 1)， 
WU de> 0, 
征 (87) 的 第 二 个 等 式 窑 引 滥 一 个 稍 充 休 件 
Um SO, 
根据 迁 桐 条件 , (wD 办 g( 友 的 他 部 根 都 麻 洲 是 鱼 的 。 如 果 %=2m 十 1， 
琅 末 从 避 9) 的 第 一 个 每 式 , 知 上 GD 有 怠 个 不 同 的 图 很 如 ,25;… ,wr 怀 
0 (91) 


A 


和 同上 闻 所 议 的 一 赚 ，s =sign 六 1,,.. 


88 拓 陆 蓝 


其 中 


_ gia) ss 及 
下 :一 brewy (2 1， 2， 后 227 o 《9I 

从 89) 的 第 三 个 等 式 推 得 
8_T 0， (92) 


亦 饥 普 项 傈 数 ae 办 al 有 相同 的 符 续 。 此 外 , 宦 (91),(91 各 (923) 知 省 
9g 有关 币 守 祖 焉 过 如 二 二 tao 人 位於 障 间 ( 一 co Ci Wa) 1， 
(ni1y 2 E。 换 和 何 着 流 ， 
RO = au) Hn) FE) = oO— W)C Um) , 
MA 
从 (489 的 第 二 个 等 式 , 与 在 4 一 2 时 - - 样 , 突 引进 -个 宵 充 不 等 式 
Wm 0 
定义 3. 我 们 访 , 责 个 rw 次 (或 省 交 者 往 m 次 而 德 者 篇 一 1 次 
的 ) 多 项 忒 有 (4) 答 g(w) 柳 成 - :个 正 扣 ,和 如 果 巡 两 个 多 项 式 的 祖 加 ， 
Uy 的 二， 这 2- 都 是 不 同 的 旬 
轩 娄 而且 排列 篇 奕 之 形状 : 
UW Wn 0 
( 洲 麻 的 ,2 < 过 0 
而 这 两 个 多 项 式 的 首 项 惨 数 有 相同 的 符 怠 。 外 
引进 正 芽 入 一 一 由， 入 二 一 上 量 葬 上 构成 正楷 的 多 项 式 hw) 丑 
gen 以 土 1 全 得 请 十 个 多 项 成 的 首 项 伯 数 部 是 正 的 , 我 们 可 以 表 泛 二 
个 多 项 蕊 全 形状 
和 Go =a ll (wio), gy) 一 on I Guo), (98) 
其 中 


四 准 考 [71, 333 两 。 此 网 所 引进 来 的 多 项 式 的 正 损 证 贰 伍 亚 -7 中 所 粹 的 定 贰 有 
些 不 同 。 

上 驾 ”加 里 我 语 玉 坪 要 是 信 的 证 一 条件 ,我 信 香 出 台 填 式 的 链 活 。 在 路 斯 - 画 丰 贰 问题 中 
照 共 二 概念 钓 研究 可 登 考 [20]。 


第 二 裔 入 。 第 二 五帝 路基 -从 丰 其 奖 明 总 目 坦 障 近 的 间 题 535 


10 G00 Ov 
如 术 隐 个 多 项 趟 40 丙 q(tD 部 有 有 区 数 2 可 以 表 乱 形状 
hw =ao Ll Geto), gD =arTl Cuto), C988") 
其 中 
ao> 0 a>0, OP 

如 果 坟 QW 有 次 数 宫 而 90 有 次 烧 ;一 1。 
上 上 还 推 理 苹 明了 式 之 雨 侦 定理 : 

定理 13. ” 短 了 使 得 多 顶 式 fe) =h C23) + zo (C22) 是 一 候 志 人 要 榴 入 和 

14. 及 了 使 得 所 个 入 并 区 PC 内 gC 2 7 而 
和 合 省 有 次数 台 或 rl1, 构成 正 朴 , 充 分 必要 的 ,是 等 式 


+ TY tm 时 {Cay 
RR TD 7” C92) 
同时 成 并 ,而 且 在 hw) 与 900 有 相同 的 次 数 时 ， 有害 充 人 条件 
Bs = gign [9 ] 1 (95 


2. 从 上 面 的 定理 ,应 用 柯 许 指标 的 性 寅 ,我 们 容易 得 出 天 礁 表 分 
区 人 2 乱 特 殊 类 型 过 分 式 的 斯 荡 力 且 斯 定理 ,其 中 多 项 式 hw) 奥 
yw 是 构成 正 耦 的 。 

斯 蒂 力 且 所 定理 的 悚 明 粤 基 认 实 之 引 : 

引 《如果 攻 项 式 有 OO ,gC [h(t0) 的 次 烛 等 克 吉 杰 成正 霓 而 且 


gm 1 
hen) + ON (96) 
Tg 


其 中 0， 入 入 散 , 而 加 (0 ou) 篇 次 数 志和 % 一 1 的 多 项 式 , 那 末 


人 0 渤 候 汪 理 是 所 谢 安 窗 汗 _ 列 六 市 定理 的 入 类 (部 老 [32]， 21 机 )。 


fad 类 裔 区 


1° cD0, dO > 心 ， 


”多 项 式 和 GO， Co 有 实数 到 < 
3 0 SC 机 诬 让 攀 。 


A TN BA 


的 党 烧 因 子 ) 与 常数。 及 a。 下 此 
反之 ,和 争 (96) 与 1°， 29， 3°， 可 失 得 多 项 式 RS 各 40 办 精 丰 下 要， 


和 
LP pr HE eee OR EU AO Ee 


秆 。 
广 明 ”遍及 GOD ,ygG0 棒 皮 正 碘 。 那 末 和 从 (9 全 二 (96) 得 出 
-rite I) -Time T 
mei he) Le 十 h(t) ? (97) 
EA 


从 避 一 等 式 推 知 由 4 的 次 数 等 殿 _ 一 1 而 4 志 0。 
再 次, 从 C97) 求 得 : 
m= 1+% (aut :C2 | 十 看 gm CC 一 一 天 2 Dt 十 Sign Q, 


故 知 4>0 而 且 


Tm A Cu) _ Wo 
FT = —(m—1), (98) 


现在 , (34) 的 第 二 仙 等 式 首 对 : 


mT Tree 
Cw) [as 了 元 hwy -j= 
A 
了 二 1 hi Can) a ty) 
一 了 2 ~ -二 一 —1+2 |ar.2! tm ME 
A | a = A ug (Cu = 
Ug) 


克 知 加 ( 码 有 次 数 宫 一 1。 

从 信件 (96)， 人 条件 (9 呈 给 出 :50。 如 果 gQ 的 次 数 小 岭 和 ( 久 的 
次 数 , 夭 本 和 从 录 件 486 推 利 :=0。 

从 (95) 隔 (99) 得 出 : 
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0 
其 中 
gn |, 
内 篇 C100) 式 的 第 二 个 指 模 的 著 滴 值 志 m% 一 了 ,所 以 
ec) (101) 
下 由 (100) 鼻 (101) 根 慷 定理 了 推 得 ,和 多项式 六 人 蚜 呈 ( 避 构成 一 个 
正 耦 。 
从 (5962 得 出 : 
ci 敌人 lm | 和 入 ou- 部 。 
A) 


在 * 与 d 已 孝 秦 定 德 ,从 (96) 定 出 分 式 人 0-， 


按照 倒 轩 的 次 序 来 应 用 关 保 式 (97)， , C8) ;599) ; C100) ,5101) , 得 
Hh 引 的 第 二 部 分 。 温 样 一 来 ,我 们 的 引 已 盔 完 验 福 明 。 

设 已 于 多 项 式 正 想 (WD ，9 G0 与 多 项 式 h(tw) 的 次 数 澡 。 那 末 ， 
以 (CW) 除 9(t) 且 记 66 记 共 商 , gf 记 其 除 式 ,我 们 得 帅 ;: 


FY FW _. 
hy oT ty 


二- 可 以 家 篇 au 二 人 的 形状 ,其 中 人 的 实数 ,有 各 (wD 


的 次 数 , 是 小 亦 半 的 。 赦 有 


gw) _. 1 
(二 
G1 


过 样 一 永 , 对 大 正 想 有 (2 吐 go 永吉 有 表示 式 (96)。 
根据 我 们 的 引 , 有 有 


ey , dn 0, 


而 多项式 有 有 i) 守 五 (vw) 有 次 数 训 一 1 工 徊 成 一 个 下 栅 。 


F092 2 各 葵 


应 用 后 配 的 推理 多 项 民 正 上 已 (Go 六 Co ,得 出 等 


gw) 3 
hh uh Nan) 02) 
EA 


其 中 

oD0, gd >0, 
而 多 项 式 hoQD 与 gs 厂 次 数 mn 一 2 而 且 构 成 个 下 灯 。 灯 凿 如 此 
进行 ,最 和 铭 我 们 得 到 正厅 于 gms 节 中 ws 殿 gm 乱 同 上 吐 的 常数 。 我 们 
慨 座 : 


一 Cn (1 03) 


那 末 由 (102), (102),…,《102”) 扒 得 


gu ot 


hw) duit 1i 
C1 十 - 1 1 
iu 十 二 
Um 
人 1 外 十 一 一 
Cn 


应 用 引 的 第 二 部 耸 , 我 们 类 们 的 妖 明 , 台南 任何 oo 二 0, 61 半 0,…， 
cm 一 上 0 一 0 出 疡 9， m1 半 0 寅 出 连 季 式 ,永吉 能 了 叭 一 的 “不计 翁 
共 的 常数 因子 ) 定 出 多 项 式 正 痪 At 让 g(t0) ,而 且 ACW) 有 次 数 知春 
9 在 oo>0 时 有 次 数 澡 ,在 名 0 时 有 次 散 知 一 1。 

间 标 一 求 ,我 们 区 明 了 人 @ 

定理 15 (斯 蒂 力 且 斯 )， 和 如果 及 (2) 9() 是 多 项 式 正春 而 (ww) 


和 


办 次 旷 Th ,二 未 


办 不 用 柯 寺 指 钳 理论 剖 斯 带 力 且 斯 定理 的 甫 虹 可 以 在 着 5-7]，233 一 337 页 下 技 到 。 
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(103) 


其 中 
tom0, oO em 0, WO On_1 0, 

此 咸 co 二 0 如果 5950 有 次 烧 多 1 而 % 之 0， 和 如果 444 有 次数 
对。 常数 GG 入 所 于 的 有 4W)，、95Wy) 所 哈 一 确定 。 

反之 ,关於 任何 co 之 0 异 祭 何 证 数 em gy 过 分 式 
08 征 出 一 个 多 项 式 正 硼 AGOy go 其 中 0 有 次 数字 。 

从 定理 18 与 斯 蒂 力 且 斯 定理 得 出 : 

定理 1 16. nn 次 实 多 项 式 TCD 一 Re2) CD 是 一 个 需 厅 茨 多 项 


TT rr 


人 


$15.， 牧 定性 区 城 . 马 贾 可 夫 参 数 


每 一 个 4 次 实 多 项 式 部 可 以 各 篇 " 蕉 空 间 的 -一 俩 吕 , 其 谷 标 等 骸 
以 首 项 傈 数 除 其 杀人 双 部 公 娄 所 得 出 的 商 。 在 着 个 “你 芽 空 间 所 有 从 维 
菊 多 项 式 柳 近 攻 一 个 % 杂 区 域 ,他 篇 霍 灯 菊 不 等 式 小 >>0，do>>0 
44>0 或 回民 坝 -和 希 派 鲜 个 等 式 ,例如 oo>0，ar-2>0， 7: 路 >0， 
ds>0,，…… 所 沁 定 久 。 导 个 原 域 称 答 稳定 性 了 区域 。 如 果 所 子 方程 的 傈 


-一 -一 


数 需 ?个 鹤 族 的 夯 数 , 那 末 稚 定 性 隐 域 是 在 进 些 鹤 数 的 空间 中 剧 成 的 。 


和 当 mm= 主 等 。 


#04 i 陆 Ei 


年 定 性 旷 战 的 研究 大 很 实际 的 几 进 ;全 信 如 关 谎 阐 季 夭 义 的 读 寺 ， 
演 种 研究 是 稚 主 收 的 。 

在 8146 中 我 们 要 证 明 ,篇 网 , 阿 . 拟 俩 可 关内 洲 , 附 , 针 于 等 尖 所 
建立 的 ,关内 分解 速 分 芝 般 楼 数 仙 乘 咕 的 竹 报 束 的 肉 个 重 翅 定理 ,他 要 
恰 各 定性 际 域 的 研究 有 密切 辣 保 。 在 乒 壕 疆 各 明 造 些 定 理 际 , 较 方 便 
的 ,我 们 葵 平 多 项 式 个 是 他 的 傈 数 , 而 是 特殊 的 套数 ,我 们 稀 篇 马 岩 可 去 

骂 答 予 痪 和 多项式 

2) = a0 二 ET 
把 他 未 篇 形 冉 
FD) =h() + 2 )o 
我 们 和 假 设 , 和 多项式 At 最 wg(2w) 是 态 质 的 C4 三 虽 0, 把 茎 莉 有 理 分 


式 从 中. 展 仿 4 的 降 螺 凶 散 :全 


hl 
SU 
ey s1 十 这 一 这 十 可 一 这 二 (104) 
吉 列 BO B14 Sus  "" 定 出 一 - 帼 所 限 左 蜗 巡 尖 矩阵 属 一 [sexldo 以 等 
式 
的 一切 
RV) = ry (105) 


求 定 出 有 理 图 灿 忆 (4)。 那 术 
RBR(y) = 一 8 十 训 十 洁 十 注 十 1， (C108) 


故 有 泌 保 式 ( 效 若 $ 11) 
Rv ~ 8, (107) 


全 ”稳定 性 区 域 ,以 及 时 脱 训 名 种 天 值 开篇 位 共有 兴 在 而 的 横 的 件数 ) 的 区 城 的 研究 ， 
由 . 贷 , 人 年 伊 所 锁 克 有 一 双 烈 的 工作 ! 大 者 坦 普 [24])。 
全 ”篇 了 方便 起 内 ,台独 我 们 以 一 人 3， 一 器 等 等 来 沁 * 的 以 吉 次 贷 莱 短 的 保 其 。 
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Ti 


故 知 鱼 短 阵 3 有 牧 有 一 | 各 |, 因 篇 区 是 多 需 式 有 Cw) 的 次 数 ,因而 


各 
篇 责 数 乓 42 的 标 涉 的 个 蜂 。 

党 一 2 时 此 降 5-1 一 六 已 知 舌 康 驴 叭 -的 害 出 豚 烙 分 式 知 ， 
因而 、 如 不 害 常 散 因 了 了 蛙 , 崔 一 的 定 出 了 (2) 。 当 9 一 3272 十 1 了 时, 对 旗 
02) 的 烙 出 ,和 除 肛 答 了 汝 5 以 分 , 道 必 须知 道 尿 数 3_1。 

及 一 碟 面 ,得了 欠 出 秩 短 吕 的 振 限 廿 让 严 赤 年 阶 = 狐 要 欠 子 前 
2m 蛋 散 3 sp srt 陨 已 眉 狗 。 散 so 31 82m-1 可 以 任意 焉 
取 , 歼 基 要 让 合 一 个 限制 

Dn= |3irwl5 #0; (108) 

虐 开 式 (104) 的 所 有 下 而 的 傈 数 82m; si 都 可 以 沟 前 32 个体 监 

809 819 ao 暴 一 的 (i 十 是 有 理 的 ) 表 出 。 事 浓 上 , 儿 反 秩 篇 7 的 
玫 限 冉 蜗 速 夫 乍 陈 训 ,其 元 素 册 有 和 钳 环 天 傈 春兰 和 了 0 的 定理 7 了) 

so ase- (gm) Rl) C109) 


如 果 散 8 生 ， sm 咬合 不 等 式 (108) ,者 未 在 C10 四 的 前 个 等 式 
中 答 予 导 些 数 吉 唯 一 的 定 出 傈 数 ;92 … cow; 此 接 和 (109) 的 其 条 
诸 芝 冠 出 8omy gamziy 

过 样 一 来 , 次 烧 2 一 2m 的 丑 多 项 式 Fe) 当 机 短 0 娃 可 以 用 谤 合 - 
不 等 式 (103) 的 3x 机 惑 [ 80;81 82m-1 水 礁 -- 的 久 给 出 。 营 一 3 十 1 
时 在 还 些 以 外 和 壳 要 加 上 上 一 个 3-1。 

人 W 租 利和 在 《在 二 
一 2 十 工 时 ) 我 们 称 入 多 项 式 了 (2) 的 开 肢 可 天 和 参数 。 在 + 杂 窒 出 中 ， 
省 些 秦 散 可 以 师 乱 所 子 多 项 式 712) 所 有 观 恒 的 点 的 坐标 。 

我 们 要 竟 明 ,了 购 蔓 和 共 于 局 章 下 未 参数 点 楼 的 休 件 ,二 衣 估 对 应 多 瞩 


一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一， 


各 学 考 定 理 310 末 尾 )。 
全 ”不 时 常 姐 因 于 。 


的 上 | 库 访 


式 了 (2) 候 收 蕉 蒋 多 项 式 。 由 此 我 们 定 贞 局 尔 可 兴 从 数 空间 中 给 定性 
中研。 
填 闪 区 多 项 式 往 体 件 (9 所 侯 定 而 在 %=2m 吓 1 了 时 坚 加 上 - -侧重 
充 休 件 495) 。 引 和 进 醒 娄 五 (o 鸭 [ 次 若 (105) ,我们 可 以 六 等 式 (94) 祷 : 
了 + RO =m Ti vARiv = 7, 10) 
滋 谎 2 一 2m 十 1 的 补充 人 民 件 答 予 : 
8_1 0 
熏 短 阵 8= |srxl? 碍 作 的 我 俏 引 进 手 限 征 凯 束 天敌 取 SD= 
一 上 srtil?。 革 未 ,因由 (106》 
vv) = 一 5- 十 8 十 二 十 准 十 …， 
故 有 了 项 傈 
hiv ~ SY (111) 
和 矩 了 漠 5 有 如 婚 阵 访 , 有 有 限 秩 汉 , 因 仿 三 娄 2RW) 有 如 玉 Lw)， 
有 入 个 枉 点 。 故 二 次 型 
SG 内 = Ts, Svs) = apr 
有 秩 党 。 和 但 由 定理 8 (8 11) 独 (107)，(111) 知道 这 些 型 的 答 吕 盖 等 坡 
指标 (110) , 因而 等 评 冯 。 泛 样 … 来 ,人 条件 (10) 诅 明 二 次 型 SC%, 2) 
己 Sem(z, 节 的 层 开 性 ， 我 们 得 出 了 
定 开 ]、 估 了 使 得 基数 怖 n=2n 或 n=-2m 二 1 的 贤 多 项 式 


-FF 如果 了 (2) 是 一 僻 密 锥 区 多 理 去 ,于 末 已 3 古寺 0。 如 时 阶 予 休 件 1?, 妆 ， 那 来 征 二 次 
弄 SN， 本 的 恒 正 性 推 得 等 式 
t= 贡 癌 1 目 了 二 可 
一 
因此 得 由 努 式 隐 m) 的 骨 物 性 ,过 就 起 示 有 不 等 江 44 记 0o 
亲 榜 的 从 定理 的 侯 件 得 出: 二 | 0， 亦 序数 0， 向 ，…，Seml 本 (在 
2 的 后 机 可 友和 谷 囊 。 


EEE) = 
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1” 二 次 型 
中 [一 全 Ht 一 1 
Sn CE, 2) = 它 ， 3 一 之。 Bi (112) 
基 贤 正 的 ,而且 
3°” 【在 m= 一 3 十 1 于 ) 
s_1>0, (118) 
于 厂 8_1, 80, 81 "i Som—1 是 展开 式 


620 8 十 到 一 下 十 于 于 
oh 2 


Ne) WW 
的 体 骨 。 
引进 对 蕉 行 列 式 的 记 泪 : 


已 一 | str， Di = EA (P=1, 2, +, 人 114) 
那 未 条件 1 熏 次 之 行列 式 不 等 式 得 等 价 


50 3 8] 8 8 
=80>0, 了 一 >， , 了 ,一 1 号 mi >0, 
S81 全 2 由 由 由 四 四 , 
Bm—1 Bn By — 
(115) 
381 So pp 
$1 8 3 3 
DP=8>0, DP=| “|>0007) DP | >0 
Bn Ba 


Bm Bnt1 """ Som—1 


在 % 一 27 时 不 等 式 (115) 算出 导 策 可 夫 礁 燃 空 交 中 稳定 糙 区 域 。 

在 n=2m 十 4 时 除 首 时 不 锋 六 寻 汉 强加 E 上 -个 慷 件 : 
3 1 《1162 
在 次 种 中 我 们 下 天 昭和 从 不 等 式 (115) 推 出 短 陈 访 的 -一 些 什 漆 性 沉 ， 


后 时 分 出 眉 堵 维 茨 .多项式 棚 针 应 的 无 绷 寺 是 违 汰 矩阵 沪 的 特殊 类。 
$ 16. 上 与 力 算 问 题 的 租 保 


bs: 起 随 前 


i， 我们 来 狼 壕 浆 之 正 的 下 本 05% 过 cc 的 石和 夏天 题 : 生 


是 


输 巴 实数 序列 36， 5 … 加 要 定 出 正 数 


>, He 0 Hn 0; Op Va C117) 
使 得 次 之 等 式 能 铭刻 开 
Rp Sr po? (p=0, 1, 2, +) (118) 
J 一 工 
不 允 咎 出 ,等 式 和 组 《113) 租 竺 和 惧 欢 之 的 外 琵 硅 报 数 的 展开 式 : 
Si 
全 uty 下 一 (119) 


在 深 一 情形 无 卢 甘 饥 连 堪 簿 陵 S= |].151? 有 有 限 秩 mr, 且 由 不 等 
式 (11D 知 在 弃 秽 蔓 有 理 分 式 
9 0) _ Hy (120) 


Wn 
中 [RD 一 go 的 六 项 傈 数 孝 .大 洪 取 答 正 的 ] 多 项 二 Re 二 gf 楼 
成 一 个 正 看 [从 考 (91) 名 (91”)]。 

所 以 (大考 定理 14) 我 们 所 的 力 短 问 题解 的 充分 必要 条件 ,是 
灵巧 蕉 等 式 C199) 与 (130) , 刺 列 so mms， 俱 定 一 个 2 次 鹤 蕉 蒋 
多项式 (2) 一 (8) Tag (2 。 

力 征 间 题 的 解 是 只 一 的 , 因 篇 从 展 央 蕊 《119) 胜 一 交 室 出 正 贼 坟 
田 p (7 一 1, 2 Im)o 

各 “和 抱 陵 的 ” 力 短 半 题 民 18) 相 律 的 , 栽 介 讲 博 从 O18) 的 六 2 何 
等 式 所 答 于 有 鬼 ' 有 妥 的 力 御 衣 题 : 

sp— D0 (p=0, 1, ., 2m —1), C121) 


这 些 天 保 式 温 可 推出 次 之 甘 饥 速 类 二 次 曹 表示 式 : 


改 ”所 媳 的 力 拭 问 征 守 一 般 的 为 拒 乘 桥 痢 是 不同 , 圣 涩 后 者 要 换 包 1 了 篇 斯 蒂 为 且 
斯 苇 妇 上 yan 人 ( 妆 考 [31)。 
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rr 


1 —*T 


2 Bik ba fn 十 各 和 二 "二 从 m1 
J 一 
(C122) 
9 一 下 人 , ml 
> 二 > Pe i 】 ao 
tt 让 二 JJ/ 一- 
本 篇 克明 [ oy Tl sy m1 的 各 性 再 
To Ev C=, 2, 1) 


是 完 性 竹 开 的 ( 汪 二 中 型 的 保 散 所 成 - 栅 闻 篇 零 的 范 过 蒙 行 齐 起 ') 而 且 
Dj 之 得 产 0 (二 了 2， 所 雇 二 次 型 (12 力 芷 下 的 。 末 未 要 
琅 定 理 17, 数 so sp sm 是 时 一 个 专 林 贰 密 项 或 f(z) 的 局 宋 可 
夫人 参数 。 下 些 数 基 故 开 式 导 19 的 前 25 榈 估 用 ， 速 同 其 甬 的 怀 数 se， 
stenosis 9 信 伞 定 嘲 抱 际 的 为 知 间 题 (113) 的 解 ,各 个 和 解 供 有 上 归 的 癌 题 
《C1210 的 和 解 十 相同 的 。 

迁 檬 一 来 ,我 公 证 明了 沈 之 

定理 18，1T， 怎 了 了 例 得 有 限 力 甜 问题 

= D9 (128) 

(PE Ls 
0 
… 0) ， 有 解 存在 ;充分 必要 的 , 县 二 次 型 | 


1 rm 一 1] 


Br 人 SF (12t) 
篇 恒 正 型 ; 亦 即 数 SO 31 ?3 Som—y 3 omy 碟 共 一 假 2m 次 埠 雄 其 起 维 欧 多 项 式 的 扎 需 
宫 江 人参 姐 。 
2， 需 了 舍得 无 限 力 短 癌 是 
3 一 Sg (125) 


(p=0, 1 2 0 
er DT 了， 有 
解 存在 ,充分 必 ; TREEY 然 展 此 刚 速 夫 


00 | 阵 葵 


短 陈 8 二 [setg 有 秋 避 ; 亦 即 打数 
So0_ SB 、 
下 2 hr) (126, 


定 出 2m 次 堆 维 获 多 项 式 (2) 一 有 (2) 十 四)。 
是 唯一 的 。 

2， 我 们 麻 下 所 证明 的 定理 求 研究 对 府内 某 一 逢 欠 区 多 项 式 的 内 
和 忽 无 限 甘 凯 束 夫 短 孟 S=jswx|? 的 子 式 , 亦 即 其 二 次 型 (124) 是 情 正 
的 短 阵 S= |sxx|? 的 子 式 。 在 泛 一 情形 产生 年 阵 吕 的 数 和 ，sy 多， … 
可 以 表 乱 (123) 的 形状 所 以 对 认 算 阵 5 的 任何 为 (<mw) 般 子 式 都 是 : 


器 He Favae fmm 罗 ， 
,ss Eo | DE Da 
9 
| | | a 
PEFR "Bis J Feat | 全 和 
埋 py 
因而 ， 
Si = 
ko " iy 
外 
Es 4 Af 下 下 
届 i 
~ > im Hm, " ' 本 中 C127) 


eo ee 
和 
但 由 不 等 式 
0 tn hs RR hs 
得 出 握 尺 沁 和 下 蓉 行 列 式 短 正 的 性 览 各 


£1 "ls ,1 i My .下 
Dx Wr 是 ein ny Ea "el 
+ 1 1 上 下 由 
1 I Cr Hi a 
| i De ! me |-- 站 Dns EE 人 ns ~ 站 
: ?i 7 
| er ‘ + 
1 py i 
| Ui 全 rs i | 


由 1 让 E 下 站 
企 Ek "Hee Ee 
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收 内 数 太一 0 一 号 2 Wetay 推 得: 


名 $s i 1 "Ey 
Ss 0 {0 h=1,2,..…, mm|, (128 
Eo。 内 > Fh ee ks, "7 3 ) (128) 


反之 ,如 果 在 避 秩 往 限 于 遍 速 大 得 陆 5S 一 |]szx|? 中 所 有 的 任意 的 
h(C<m) 季子 式 都 是 正 的 , 那 末 二 次 现 忆 3D 是 恒 正 的 。 

我 们 引进 

定 闵 4， 无限 甜 陈 4 一 law|? 称 乱 有 秩 罗 的 完 条 正 算 阵 ,是 在 这 
榜 的 情形 且 旗 在 芝 柑 的 情形 ,给 阵 4 的 所 有 阶 思 <m 的 子 式 部 是 正 的 ， 
而 所 有 级 数 思 >m 的 子 式 部 等 亦 雾 。 

现在 我 们 来 稚 述 所 建立 的 短 障 8 的 性 览 四 。 

定理 19， 需 了 个 得 无 限 甘 咒 速 夫 短 烦 S=]swx[? 是 一 个 有 秩 m 
的 完全 正 甜 陈 , 充分 必要 的 ,是 () 短 陈 咏 有 秩 普 与 (2) 一 坎 型 


1 


1 
i 中 二 友 二 1 证 
D2 * 会。 i 


其 恒 正 的 。 
从 过 个 定理 丑 定 理 17 得 出 
定理 0，"n 次 实 多 项 式 1?) 是 一 个 移 雄 区 多 项 式 , 充分 必要 的， 


是 半 应 认 莹 个 多 项 式 的 组 限 甘 遍 速 兴 知 踢 驴 二 |sr415 仿 有 恬 了 2 全 | 


re TT Te ee ee ee te 


的 完全 正 烦 陈 而 在 % 篇 一 奇数 的 情形 要 补充 一 -个 3 二 0 的 条件。 
此 处 短 障 S 的 元 素 so sa S01: 因数 31 篇 展 有 开 式 


0 EE 
hn) Si Th tin (129) 


所 定 出 ;其 中 
FO) 一 je 二 22 。 


& 1 马 博 可 夫 与 切 比 雪夫 定理 


在 1894 年 片 且 和 锁 步 狼 格 是 殉 科 学院 如 鲜 中 所 刊载 鸭 , 他 的 有 名 的 
Ol 


503 下 和 后 


yy 苦 “关於 答 彤 化 篇 过 分 区 所 得 出 的 醒 到 ” 闻 玫 证 , 忆 训 院士 阿 . 陪 . 知 
绩 可 小 检 朋 了 页 眉 定理 ,其中 币 二 催 从 篇 屋 , 徊 , 切 比 雪 类 外 川 不 同 的 
方法 得 在 定理 的 入 进 上 上 手 何 特 杀 过 草 的 ,在 1393 年 所 建 开 。 

在 过 一 全 中 ,我 们 来 裕 朋 芒 些 定理 对 丛 捕 俏 可 夫 容 数 交 鹤 定 性 况 
坡 的 妍 澳 有 让 接 关 傈 ,而 且 和 根据 上 各 的 定 埋 19 芥 陡 汪 些 定理 以 比较 前 
和 的 演 明 (内 韦 分 式 艇 关 的 )。 

情 移 到 第 一 个 定理 的 航 风 ,我 们 绚 用 上 面 所 提 到 的 阿 . 阿 . 展 依 可 
夫 和 维基 中 的 襄 波 @: 

“根据 . 工 古 所 说 的 ,不 友 增 明 两 个 蚂 著 的 定理 来 烙 束 我 们 的 泛 篇 六 
“= 

有 一 咎 是 关 亦 行列 式 凶 

A41, 必 .,， “es dny 4 A, 0 | 
的 而 劝 一 咎 是 湖 礁 上 广 程 龟 
puntE) —D 

的 根 的 。 

关於 行列 式 的 定理 ， 各 果 闷 詹 败 

Bo Sly Buy ' “sy am-—2y Bam—is 
(1) S000 HE=0 Sy 0 Sms = om-ay Bom_1—= fm.19 


(3) 30 一 bos 8 一 如 32== bo, Is Ben 二 有 ap al So 1 = dom 


售 得 所 有 行列 式 


心计 可 人 委 考 [3 人，19 一 105 再 。 

优 ”去 -生理 基 在 泪 . 镍 . 切 比 要 去 的 请 区 “天 让 用 综 靶 的 降 寡 来 展 需 志和 从 式 的 展开 式 ” 
仙 刊 载 的 。 爸 考 [3I]，307 一 362 页 。 

全 [22], 95 页 合 束 第 三 行 凡 接 。 

全 我们 的 部 福 篇 也 六 Dm DD 了， D7 { 铬 包 15 末 号 )。 

人 ”我 们 的 记 法 二 所 一 区 一 0o 


幕 二 部 中 ”第 十 五 章 ”路 抓 - 蝇 厅 革 问 题 获 其 相 较 过 的 疗 题 


外 


| 
1 Rl el BS, 
| 名 B57 
4 二 $,， 二 .=-- _ 由 时 本 才 ， 一 和 
省 人 | Pe 
| 
Ee Rn 


I 
人 {21 I | Bint 
| 


| Bn Rap1 "** Bnm-1 
都 仿 正 数 且 适合 不 等 式 


Qo Oo, Di E01) pe Le 机 demo "129 Dan am_1y 


于 木 我 间 的 行列 
dd 


对 众 所 有 适合 不 等 式 
rj Fe HA 2 人 1 站 i 


ee 


~- ~ 一 - -- 
om 2 bon_s) Don 1 Ron_1: Rom_1 


静 庄 人 慎 
Soy Diy Sous "yy Bom—1y 


a 


同样 的 条件 麻 苗 使 得 


| Hl 3 | po bi + be_1 
|， 
| 好 2 A -BB Da re Pr 
HE HE | SE 3 一 D1 Op "+" Dap_a 
[BL Ps se br I8l Se + Bk HI Ca "Vr | 
6, By O41 | ~ | 
br base_1 | HR 1 | 


03 


B04 - 给 阵 | 


乱 了 菩 子 时 稳定 旧 随 相 结合 的 这 个 定 再 的 另 _ 说 让 ,我 们 引 浊 进 一 
下 概念 民 记 法 。 

下 全 可 类 次 数 my ;8om-1y 【在 4 一 2m 肝 ) 或 81 0 Sy 7， 
mi 《在 %=2m 二 1 竺 ) 移 枫 洱 5 条 室 半 的 第 - 划 瑟 的 坐 柄 。 在 过 一 
空间 中 以 训 记 各 滤 尾 隔 域 。 陪 域 的 特性 篇 不 等 式 CL1 色 是 <10) 所 
砍 定 (315 未 尾 )。 

我 们 设 , 点 天 -人 前 起 "此 本 一 9， 且 寡 逢 五 一 天 刘 提 

和 过 8 1 91 1 
且 ( 当 n= 二 2m 十 1 有 蛙 ) 有 (1 30) 
$1 
而 也 在 各 些 亲人 怪 式 中 这 消 有 一 司 二 号 存在 。 

如 有 果 让 有 毅 傈 式 4l80) 而 治 有 营 生 的 演 句 应 , 那 末 我 人 由 人 各 从 

r=P*, 

我 们 狼 点 人 位 英 断 号 与 下 “之 肖 ”， 如 果 到 一 全 -一 四 。 

每 一 揣 点 也 尘 应 於 一 个 和 秩 乱 了 眼 千 凯 如 未 所 陈 : 总 = |8.41:18。 我 
们 起 训话 算 卫 篇 Sp。 

现在 我 们 粮 村 局 侠 可 天 定理 以 灰 之 设 潜 : 

定理 31《 局 立 可 志 ) ， 如 果 南 办 天 仁寿 位 亦 稳 定性 区 坡 C 中 , 邢 
床位 放 点 所 线 和 ER 之 沿 的 任 一 点 妃 亦 逆 仔 孝 攻 域 如 中, 杰 序 

答 了 , 可 E 丰 ,天 天 人 基尼 得 出 : QE G, 

吉明 从 卫生 RR 知道 ,可 以 联 雨 点 三 宇 吾 以 含有 点 入 的 曲 
钥 竹 了 眉 

页 rr 一 了 pi 有 fostey; 3 一 0 1 pp 2m—1 
且 ( 沼 有 二 2m 十 1 时 }) $ 一 一 11， (C131 
使 得 ( 了) 画 数 (人 , 在 t 答 1=0 撞 到 1=y 雯 ,是 一 镇 的 ,单调 上 六 的 ， 
昌 可 微分 的 办 ( 2 ) 使 得 儿 数 1 的 值 ay By <8B<7) 对 麻 烘 曲 如 上 上 
的 点 了 , @，R。 


稀 二 部 中 ”种 干 五 潮 路 白 - 千 雁 菊 半 题 及 下 由 时 近 损 肥 症 CD05 


诡 用 (13 的 香 钥 成 癌 牧 乱 洪 训 饥 束 天 短 耻 SS 0) = |8pa1 了 6 
讨 蓓 演 蛋 垂 陈 的 … 个 部 分 ,是 部 找 记 短 阵 


bn $1 Rl Sm | 


(182) 


[| 


i | 

根据 害 理 的 修 件 ,党 i=a 下 1 7 时 知 障 SG 有 秩 r 是 完 邓 正 
的 , 故 短 阵 5I 了 3 的 所 有 Pp 一 1] ,2,…, mm 稻 子 式 莉 是 正 的 。 

我 们 兴 证 明 , 过 个 性 贤 半 秀 任 意 中 间 适 二 te) 份 然 将 效 。 

对 和 让 2 一 二 注 旺 很 明显 的 人 妇 定 全 对 基 2 一 工 驾 子 式 成 立 , 我们 环 
吉明 过 悦 前 断 对 抢 疙 贫 子 式 亦 古董 的 。 谭 褒 任 何 一 个 卫 毅 学 式 , 他 是 
篇 年 务 人 35 的 部 分 行 烈 所 矢 废 的 : 

3 Bl Si 2] 


Din= SI+1 Bre Barts [¥=0, 414, (9 一 为 ) 二 1]。 (138) 


LE 


‘B+p—1 Surp ""” Sgrap2 
计算 基 说 子 式 的 导 式 


mi AD ds 
.一 DD— 也 gf 
dt : = 让 Igri Qt 2 (184) 


《如 
230 0 1，…，p 一 1) 是 行列 式 (188) 中 元 米 的 代数 条 子 式 


get 


〈 休 因子 ) 。 因 人 需 根 据 假 斌 , 车 个 行列 式 的 所 有 子 民 都 是 正 的 ,所 以 


re 
D>0 G0,1, 2D。  C185) 


男 一 方面 ,从 (131) 求 得 


C— 1Yittt Tt ert:0 位， £=0, 1， EE 一 1)， C186) 


和 仙人 8 国 ，(135) 导 (186) 得 出 |: 


606 类 陆 | 


4 一 0 1 ,2m—PD) Il, 
(一 乃 必 Dn > P=1, 2 ey ms (187) 
oly 

汪 榜 一 来 ,对 殿 仿 数 :和 竹 值 {=a 增加 到 值 t= 了 时, 人生 一 个 子 式 
(833 时 页 偶数 了 7 是 音 戎 上 蜡 的 (更 拔 秦 的 就 是 不 下 了 罗 的 ) 而 对 肉 奇 区 
9 是 衬 前 下 址 的 (更 其 砍 的 说 大 不 上 并 的 )， 儿 因 在 :=a 与 i=Y 时间 
帽子 长 是 正 摇 ,所 凡 对 训 任 何 中 间 值 上 ae<ti<3y) 他 亦 是 正 的 。 

国 开 ,和 代 类 旺 红 3 外 的 Pp 一 1 般 正 了 和子 式 质 从 其 部 血行 烈 所 楼 底 多 六 
舱 正 子 式 得 出 , 短 归 (13 罗 的 任何 了 胡子 式 都 是 正 的 自 。 

和 从 所 八 朋 的 竺 果 ,知道 攻 欣 任何 上 at); 值 8 540…, som-: 里 
《在 n= 212 十 了 时) 81 适合 让 等 式 (1165) 奥 C116) ,水 序 对 诬 任何 1, 汪 些 
位 是 某 一 蛋 塞 葛 医 多项式 的 驴 册 可 去 参 数 。 撞 和 饲 话说 ,全 部 曲 入 (131)， 
因而 ,路 @ 位 蕉 称 定 性 区 域 名 中 。 

定理 广元 完全 苹 明 。 

蒜 ” 因 篇 已 都 十 明 , 曲 稳 (131) 上 每 一 点 都 局 基 区 域 G, 所 以 六 大 
任何 1 《af 所 7)，{131) 庄 什 定 出 一 个 育 牧 mr 的 完全 正牌 阵 SD = 
二 ,ippAED Fo。 放 不 等 式 (139) ,因而 (37) 对 樵 任何 + (a 志 i 忆 加 都 能 成 
让; 亦 朗 在 1 增加 妖 ，DHD 是 二 加 的 ,如果 9 是- … 侦 偶数 ,而 性 诺 少 的 ， 
如 采 ?9 是 -- 个 膏 数 [9=0, 39% 一 PD) 十 工 了 一 ，… 4] 。 换 各 话 
纶 ,和 伞 号 二 人 @ 二 并 得 出 : 

DD EDDRD EC— DDNR) 
[g=0, 1 ,20m 一 月) TT PI, 
过 些 不 等 式 恬 f=0, 工时 和 熔 予 户 尔 下 夫 不 等 式 [C130) 式 前 面 的 责 个 不 
锋 式 ]。 

现在 求 讨论 本 季 并 巡 所 提出 的 切 比 淮 夫 -对 策 可 类 定理 。 仍 艇 引 
用 阿 . 厅 .有 遍 卫 可 夫 导 : 秋 中 的 一 段 交 学 :多 
可 从 费 凯 股 行列 水 恒 等 并 来得 出 {公海 [7 了 ,306 一 807 页)。 
委 ” 泽 少 0231，103 首 顺 蓝 第 占 行 以 条 。 


莫 二 部 牙 。 第 十 立意 路 斯 -省 雁 获 问题 县 其 相 随 近 的 周明 


吐 图 生 


oy i oy 中 玮 于 


Bn 81s Ses 


3 am ay Com—1 


"ty Bom-2s Sm-1s 


"Tn 在 sm 2 bam_1 


适合 上 壕 定理 的 所 有 休 件 ; @ 章 术 n 次 方程 


bo bi, bs, 

wo {1 
| 上 全 
mm 位 
Um Cmrt 
Boy 1 

| Fe 

So Sa 

Sm Brn 1 
Ho B11 
bs to, 
bs bs 


bm Pur1 >" 


PPEEETEITETETE 


Crm 一 1 到 | 
sn 1 1 

Bm 作 

Sn+1 区 | 一口 ， 
Sm 守 灾 

Bn-1 1 

bn 儿 


二 


bum _1 ri 


而 莫 带 二 个 方程 的 根 大 藤 第 一 个 方程 的 对 麻 根 而 小 骸 第 三 桐 方 程 


的 划 应 根 _。 


E07 


我 们 来 天明 ,这个 定理 与 马 一 可 堪 驮 芽 空 疗 中 科 定性 区 域 得 出 怎 
样 的 天 保 。 命 (2) 一 h(tz3) 十 z9(2) 导 
RC 一 二 8600" 上 Cv" 十,… 十 Cm 《co 天 人 
我 们 从 分 解 式 (108) 


”0 是 即 上 述 志 及 可 夫 定 弄 一 一 崩 认 行列 式 的 定理 (水 荫 开 始 )。 


得 出 恒等式 


一 9 一 0) 一 ( 一 481 吓 下 十 号 十 … 《om 下 二 人 


伍 埠 次 人 2，… 9 的 傈 数 等 其 零 , 雹 们 求 得 : 
30com 十 各 C1 二 十 So < 一 : 已 ， 


fCm 十 Secon 1 Te Bd 0, 


Bm_i0m Bnd 二 十 Bam_1Mo = 人; 
再 允 上 无 程 
下 【一 全 一 站 让 
篇 篇 : 


en 十 2en， 1 十 9 十 到 一。 


(138) 


(139) 


(139") 


从 (138) 与 (1399) 消 法 公 数 oo con 我 内 表 方程 (109) 篇 次 之 形 


so 81 +: 811 
如 1] 2 i 由 


Ss Bs Bt 下 一 心 。 


四 站 Th 
Bm Bm Bom_—1 OD™ | 


(139') 


温 样 一 来 ,在 切 比 雪夫 - 肪 锁 可 夫 定 理 中 的 一 个 代数 方程 如 注 程 
(189) 重合 , 而 对 论 值 50， 311 Ssm-1 所 要 适合 的 不 等 式 由 在 马 羡 可 


夫 套 数 空 关中 歼 定 稳定 性 区 域 的 不 等 式 4115) 初 同 。 


世上 比 雪 开 - 盾 半 可 天 定理 说 朋 ,和 澡 马 解 可 天 礁 数 my sy … 


* By.t 在 


稳定 性 区 域 中 幼 惑 时 ,多 项 式 (2) 的 对 话 的 程 加 一 一 4,g 一 一 ts，…， 


wn 二 一 Dw 是 如 何 甸 动 的 。 


年 理 的 第 -- 部 分 说明 我 人 已 知 的 事实 : 党 不 等 式 CL15) 成 站 时 ,多 


和 沿 生 用 直 F rr 人 蹲 相 -二 汇 基 并 下 - 息 避 刘知远 的 可 时 0% 


EE 


项 式 RW) Fs 4 部 根 ， 1s Yay rs Wi 究 中公 的 避 重 壬 没 @ 。 我 们 以 
2 

来 态 避 些 根 ,其 中 了 过 区 战 忆 中 的 针 麻 弹 。 

那 未 切 比 守 夫 -上 谋 羡 可 天 定理 的 第 二 ( 蘑 术 ;部 分 可 以 述 答 : 

定理 22 《 切 比 雪夫 -大 锁 可 决 )， 加 典 呈 如 和 且 昨 加 域 必 中 击 个 路 
而 且 巾 已 "前 般 " EE Q, 

PQ, (40) 

那 来 

aCP) < , wa P) <u yy Ua) un QO 和 4 

座 明 多 项 式 ze 的 傈 数 可 以 鸭 究 数 50， 51， sa 有 理事 
出 。 鲁 帮 由 

hea) GG=1, 92, 0) 

得 出 :9 


Rs) A) A 0 (E12 l=0,1, ,2 1), (142) 
8, ds 


另 一 方面 ,对 大 数 5 滩 项 微分 展开 式 
?SU - Di 
ROD ti ' 


我 们 有 : 
司 ah 
he Dg 了 二 CO。 143) 


下 3 (wy i mT 


来 运 - - 靠 式 的 十 凶 以 多 项 式 As 且 以 Cu 号 对 个 多 项 式 中 胰 吉 好 的 


各 妾 着 1 的 定理 13。 

全 ”换血 话 涝 ,在 0) 各， 509m-2 葵 枯 而 下， 可， 全 时, 慌 生 和 
荆 增 天 的 。 

答 ”可 府 方 称 (138) 得 出 ,党 了 具 收 起 其 可 县 可 oo 二 1。 


Du 1 3 
0 暴民 8 -| 


é10 纸 附 答 


尿 数 ,我 们 得 出 : 
J WW) 一 OR 1 
hv) 2990) YY Bs ~D'Or D Ou 1... (144) 


Wu os 一 


在 等 式 (144) 中 使 左右 南 节 的 ,， 的 傈 数 ( 剩 驻 ) 相 等 ,我 们 求 得 : 


(DG = 0, (145) 
丙 ( 和 42) 相 和 结合 六 出 : 
Gr (— D'Or 
ds gw CW) 
引进 值 
R= I G1, 3，， mm), (146) 


ha) 
我 们 得 出 切 比 雪夫 - 质 炙 可 江 仅 式 : 


安生 


(DO 
PB C= 9m l=0, 1 ,2m 1) (147) 


但 在 稳定 性 区 域 中 , 值 及 G4,3,…, m0) 是 正 的 [大 考 8$14 的 (90)1。 
对 於 傈 数 Cu 外 有 同样 的 现 法 。 事 实 上 ， 


人 = C+ i tn) (C143) 


中 -一 
其 中 
= Wu>0 全 一 工人 , WM) 


从 (148) 看 到 ,在 他 < 的 展开 式 中 所 有 的 琵 和 的 保 笋 Cu 都 是 正 
的 。 肖 样 -来 ,从 切 比 零 天 -局 刹 可 天 下 式 我 们 得 出 ， 

[一 1 0。 (149) 

在 珊 儒 可 夫 定 理 的 带 明 中 我 们 已 元 泪 明 , 黑 苞 域 G 中 任何 币 哑 

P< 可 联 鱼 以 曲 娩 狐 包 二 (一 了 p=0,1)…， am 一 1 其 中 恩人 

篇 ! 的 可 微分 的 单调 上 异 两 数 世 在 出 «到 的 角 团 内 杰 副 (<A) 而 


第 一 前 外 第 - 1 五 守 路 1 管 灯 未 同盟 及 去 相 阵 间 的 由 明 B11 


且 =a 对 麻 众 吕 请, 而 t= 莘 麻 诬 是 有 @] 。 那 末 注 这 休 曲 妹 自 欣 (149) 
有 : 


Sh 3 Oo sr ~ drt 过 人 0 
b3 Er (150) 


扑 在 入 分 德 ,中 四 得 思 
wit-m = WP) 天 Wi 有 一 名) C=1, 2 Po 
屿 比 雪 去 -马尔 可 夫 和 定理 己 轻 发明 。 


$18， 诬 闷 的 路 斯 - 委 纵 茨 问题 


在 过 一 季 中 ,我 们 漳 於 槛 保 数 多 项 式 A?) , 萎 巴 定 出 在 右 从 平面 
中 根 的 机 数 的 规 基 。 
识 
is) = bo +t bz Tt io car 1 二 :十 a) (181) 
其 中 coy eay Gr Boy 0， 都 是 赛 数 。 如 果 有 是 多 项 式 了 (2) 的 
次 数 , 那 末 加 十 名 0 过 0。 针 所 普 逼 性 超 表 损失 的 可 以 作坊 cox#0 [否则 
我 们 可 以 换 多 项 式 了 2) 篇 2(2)]。 


我 们 假设 寞 多 项 式 
az 十 Cd2r 十 十 in 天 Dos" 十 Dir? 十 :十 (152) 
互 质 , 汪 郎 吉 十 个 多 项 式 的 精 式 不 等 於 震 鲁 : 
dp ur ra 0 -0 
bo bi rr Bb, 0 .0 
要 ,= 0O go i 0 基 人 0。 (153) 


二 


四 ” 习 乱 (一 DEL = 全 0(a<t< 有 )， 潭 旧 至 少 对 藕 一 个 【有 亿 + 存在 , 使 得 
(~D’ SL>0, 
者 Ys 是 一 个 27 般 行 济 式 。 


812 柜 位 往 


敬 知 ,特别 的 ,多 项 蕊 《152) 没有 公 目 的 洋 根 ,因而 和 多项式 六 2 没有 根 
在 请 轴 王 。 

以 EE 记 7 了 (2) 的 有 下 千 数 部 分 的 根 的 倍数 。 湛 碰 右 咎 焉 面 中 篇 虚 
辑 杜 半径 需 吾 CR 一 o0) 的 军 持 间 所 团 成 的 莫 域 , 逐 池 重复 本 瘟 83 中 
蚤 算 实 多 项 式 了 G2 所 述 的 推理 ， 我 们 得 出 arg 2 滞 虑 玫 所 得 的 卉 量 
公式 


Ate arg fl2) = (nm 2 To 154) 
故 由 (5 而 人 条 件 co 和 0 我 们 得 出 : 
nh i (155) 


i 十 GT2e 十。 :二 
辟 麻 用 5 11 的 定理 10; 我 悄 得 出 


ag=F (1, Vay Vas “*'y Van)o (156) 
其 中 
Ho WL +" oan-l 
bo 中 1 ar 1 
yas = 0 ep dws (一 1 2 on) 在 天 >m 了 时 @r= 丰 = 人 (157) 
0 加 az _9 
我 们 得 到 了 次 之 定理: 


定理 得 ， 如果 葵 予 一 个 槛 多 项 式 了 Q) ,可算 往 
fliz) = bozot Bel oi 2 二 十 Cr) 《co 二， 
而 用 多 项 式 coz 十 二 an 是 bz 十 二 且 五 项 人 wo 天 0 ; 那 林 多 项 式 


了) 位 共有 全 在 面 的 根 的 个 数 芒 入 式 (156) 与 (157) 所定 出 。 


TT a Nn Te ed 


(Var FO Vanrs = Vr = 0 Vaports 0 (L168) 
在 计算 Fl, Vo Vay "ys Wan) Hi, 要 取 
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Sig Wan 91 = 一 《一 De 到 aign Vag 《7 一 1,2, DD) 和 (159) 
或 者 ; 同 柑 的 ,有 : 
VVesy Vonrer ***, Vanrapy Vontont?) 一 


2 了 如 其 是 一 个 奇数 ， 
= (160) 
上 5 一 辣 5 如 其 2 是 -个 个 数 ， =【《 一 1 Sign et 


流放 己 验 瑟 , 在 特殊 情形 , 当 f(z) 二 全 实 多 项 直路 由 定理 
23 可 以 得 出 路 斯 - 专 准 医 定 理 ( 深 考 86) 和 @。 

在 结束 时, 我 们 注音 在 泗 一 章 中 所 讨论 的 是 订 用 一 次 型 (特别 是 甘 
饥 违 天 型 ) 谎 多 项 式 在 乾 平 面 上 根 的 一 个 分 倚 问题 ， 详 用 岭 路 斯 - 餐 雄 
蒋 轩 题 。 在 二 次 型 与 安 密 如 型 中 逮 丰 有 趣味 的 应 用 ,应 用 试 其 他 的 根 
的 分 信 疾 题 。 潮 抢 二 些 回 题 有 奥 直 的 忌 省 ,我 们 推 藏 全 不 引 到 通 的 蒙 ， 
格 , 克 荣 因 和 与 蒙 . 阿 .年 伊 导 锁 克 的 著作 ‘对称 型 奥 魏 害 迷 型 方法 在 代数 
方程 机 的 分 欢 问 题 中 的 床 几 ” 赫 力 可 夫 , 1986。 


OCC 
昌 ”对 公 雇 表 的 路 斯 -下 灯 贰 周 町 的 方 策 的 计算 注 可 忆 在 专著 [24] 与 该 灾 [231 中 找 
到 。 温 可 惟 者 [323]。 


